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Sur le codage du flot géodésique
dans un arbre®

ANNE BROISE-ALAMICHEL(Y | FREDERIC PAULIN(?)

RESUME. Etant donné un arbre T et un groupe I' d’automorphismes
de T', nous étudions les propriétés markoviennes du flot géodésique sur le
quotient de l’espace des géodésiques de T par I'. Par exemple, quand
T est l'arbre de Bruhat-Tits d’'un groupe algébrique linéaire connexe
semi-simple G de rang 1 sur un corps local non archimédien K et si I'
est un réseau (éventuellement non uniforme) dans Q(I?), nous montrons
que D'action des puissances paires de la transformation géodésique est
Bernoulli d’entropie finie sur chacune des deux composantes ergodiques.
Sous des hypotheéses générales bénignes, nous montrons que si le flot
géodésique est mélangeant pour une mesure de probabilité de Patterson-
Sullivan-Bowen-Margulis, alors il est lachement Bernoulli.

ABSTRACT. — Given a tree T and a group I' of automorphisms of T', we
study the markovian properties of the geodesic flow on the quotient by I
of the space of geodesics of T'. For instance, when T is the Bruhat-Tits
tree of a semi-simple connected algebraic group G of rank one over a non
archimedian local field I?, and I' is a (possibly non uniform) lattice in
Q(I?), we prove that the type preserving geodesic flow is Bernoulli with
finite entropy on each ot the two ergodic components. Under some mild
assumptions, we prove that if the quotient geodesic flow is mixing for a
probability Patterson-Sullivan-Bowen-Margulis measure, then it is loosely
Bernoulli.

1. Introduction

Soit T' un arbre localement fini, I' un sous-groupe discret d’automor-
phismes de T, GT lespace des géodésiques de T (i.e. des isométries
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£ : R — T dorigine £(0) un sommet de T), et @ : GT — GT la trans-
formation géodésique sur GT', définie par £ — {t — £(t + 1)}.

Le but de cet article est d’étudier la dynamique symbolique de la trans-
formation géodésique quotient ¢ : T\GT — T'\GT de @, pour obtenir des
propriétés ergodiques plus fines que celles obtenues dans [BM, Rob]. Il ne
s’agit pas de se restreindre au cas ou I' est un réseau uniforme, qui est bien
connu et bien plus élémentaire (voir par exemple les références [Coo, CP],
qui s’intéressent au cas plus général des groupes hyperboliques). Nous nous
intéressons au contraire au cas des réseaux non uniformes (voir le livre [BL]
pour avoir une idée de la richesse des exemples) ; en général on ne peut
pas se débarrasser de la torsion par passage a un sous-groupe d’indice fini,
ceci est un probléme crucial en ce qui concerne le codage. En supposant
que la mesure de Patterson-Sullivan ne charge pas les ensembles de points
fixes d’éléments elliptiques non triviaux, un premier résultat de codage (voir
le paragraphe 4) est le suivant (voir le paragraphe 2 pour des rappels de
définitions).

THEOREME 1.1. — Soit [ip, une mesure de (Patterson-Sullivan)-Bowen-
Margulis pour T' sur GT'. Supposons que le systeme dynamique mesuré quo-
tient de (GT, @, lipy) par T' soit de probabilité et mélangeant. Alors il est
lachement Bernoulls.

(Voir [BM, Rob] (ou le paragraphe 3) pour de grandes classes d’exemples
ou les conditions de finitude de la mesure et de mélange sont vérifiées.)
Dans le cadre algébrique, nous améliorons encore ce résultat, de la maniere
suivante.

Soit K un corps local, G un groupe algébrique linéaire connexe semi-
simple, défini sur ce corps, S un tore K-déployé maximal, et I' un réseau
de G = G(K). Les propriétés dynamiques et ergodiques de 'action de S =
S (K ) par translations a droite sur I'espace quotient I'\G font actuellement
lobjet de nombreuses études (voir par exemple [Marl, Zim, Mar2, Tom,
LW]). Nous nous intéresserons dans cet article au cas out S est de K- -rang 1
et K est non archimédien, surtout dans la situation peu étudiée ot I' est non
uniforme (Pexistence d’un tel T’ implique que K est isomorphe & un corps
de séries formelles de Laurent sur un corps fini). Pour K = F,((X1)),
G = PGLs, S le sous-groupe diagonal et I' = PGLy(FF,[X]), la situation a
été completement décrite dans [BP], en termes arithmétiques.

Si M est le sous-groupe compact maximal de .S, il revient presqu’au
méme (voir par exemple [Moz, LP]) d’étudier l’action par translations &
droite du groupe S/M sur lespace I'\G/M. Celle-ci s’interpréte en termes
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d’actions de groupes sur des arbres, de la maniére suivante. Soit T I’arbre
de Bruhat-Tits [BT] de (G, K) (biparti, de sommets bleus ou verts). Alors
G agit transitivement (par translation au but) sur le sous-espace GoT de GT
formé des géodésiques d’origine un sommet vert, et M est le stabilisateur
d’un point de GyT. L’action & droite de S/M, qui est isomorphe & Z, sur
G/M, qui s’identifie & GoT, correspond & 'action des puissances paires de
la transformation géodésique.

Lorsque I est uniforme, il est connu (voir par exemple [CP]) que 'action
de S/M sur T\G/M est Bernoulli pour la mesure naturelle sur I'\G/M
venant de la mesure de Haar sur G (voir par exemple [HK] pour les définitions
et rappels de théorie ergodique). Nous généralisons ce résultat au cas non
uniforme.

THEOREME 1.2. — Pour tout réseauT de G = G(K), Uaction par trans-
lations a droite de S/M sur T\G/M est Bernoulli d’entropie finie.

Nous montrons en fait un résultat (voir le théoreme 5.1) valable pour de
nombreux sous-groupes géométriquement finis d’automorphismes d’arbres
localement finis au sens de [Rob, Paul.

Plus généralement, étant donné un arbre T et un sous-groupe d’auto-
morphismes I de T', nous nous intéresserons au codage du flot géodésique sur
I'\GT'. Nous donnons dans la partie 6 des codages intrinséques, au sens ol ils
n’utilisent que la structure de graphe de groupes quotient (au sens de [Ser])
de T par I'. Les propriétés canoniques de cette construction devraient étre
utiles (voir par exemple [LP]). Ces codages markoviens (sur des alphabets
éventuellement infinis) sont obtenus pour le cas d’actions k-acylindriques
au sens de Sela [Sel] de n’importe quel groupe I' sur n’importe quel arbre
simplicial T (en particulier sans supposer T localement fini, et sans supposer
finis les stabilisateurs de sommets dans I'), voir le théoreme 6.9.

Les réseaux non uniformes du théoreme 1.2 n’agissent pas de maniere
acylindrique sur leur arbre de Bruhat-Tits, mais nous montrons dans la par-
tie 6.2 comment modifier ces actions pour les rendre acylindriques. En par-
ticulier, ’action modifiée de I’action de PGL2(F,[X]) sur I'arbre de Bruhat-
Tits de (PGLa,Fy((X™1))) est 5-acylindrique, et donne lieu & un codage
par la méthode générale, qui est tres proche du codage particulier obtenu
dans [BP].

La partie 6 de cet article a été écrite avant la partie 4.1 de [Pau], ol le
second auteur étudie d’autres propriétés dynamiques du flot géodésique sur
un arbre, et en particulier certains arguments de la partie 4.1 de [Pau] ont
été inspirés de ceux de la partie 6, et pas inversement. Il faut remarquer
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que lorsque 'on autorise de la torsion dans les réseaux, le flot géodésique
n’est pas a priori markovien. C’est précisément pour obtenir un caractere
markovien (et donc un codage par une dynamique symbolique) que nous
avons introduit un «flot géodésique d’ordre k» sur un arbre dans la partie 6.

Remerciements : Nous remercions J.-P. Thouvenot pour son aide
précieuse, en particulier concernant les références, ainsi que S. Mozes et
F. Ledrappier. Nous remercions le rapporteur anonyme d’une version
précédente de cet article, certains de ses commentaires nous ont permis
de démontrer le théoreme 1.1.

2. Notations et rappels

Nous renvoyons & [Ser, Coo, Pau, Rob| pour des preuves et compléments
concernant cette partie. Pour toute action d’'un groupe I' sur un ensemble,
nous notons I, le stabilisateur d’un point z. Par boule d’un espace métrique,
nous entendons boule fermée.

2.1. Graphes de groupes et flot géodésique sur un arbre

Si X est un graphe, on note VX I’ensemble de ses sommets et £ X ’ensemble
de ses arétes. Pour toute aréte e, on désigne par o(e) son sommet origine,
t(e) son sommet terminal et € son aréte opposée. Les longueurs d’arétes (des
réalisations géométriques) sont supposées égales a 1.

On appelle graphe de groupes, et on note (X, G.), la donnée des objets
suivants :

e un graphe X (supposé connexe dans la suite);

e pour tout sommet v de X, un groupe G,;

e pour toute aréte e de X, un groupe G, tel que G, = Gg;

e pour toute aréte e de X, un morphisme injectif p. : Ge — Gy(e)-

Par exemple, si I" est un groupe d’automorphismes (sans inversion) d’un
arbre T, alors le graphe quotient X = I'\T est muni d’une structure de
graphe de groupes, appelée graphe de groupes quotient et notée I'\\T. On

procede ainsi pour la construire. On fixe un relevé v dans T de chaque
sommet v de X, un relevé € dans T de chaque aréte e de X, on impose
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que € = € et on fixe un élément g, de T tel que g.t(e) = (). On définit
Ge et G, comme les fixateurs dans I' de e et v. Alors p. : Ge — Gy est
définie comme la restriction & G, de la conjugaison z +— g_ 'xg. par g, '. Le
graphe de groupes quotient I'\\T ne dépend pas (& isomorphisme de graphes
de groupes pres), du choix des €, U et g, (voir [Ser] pour tout complément).
Si T est localement fini et I" est discret, alors les groupes G, et G, sont finis.
Si de plus T'\T est fini, alors T'\\T" est un graphe (connexe) fini de groupes
finis.

Soit T un arbre simplicial, muni de sa topologie faible. L’espace des
géodésiques de T est 'espace GT' des applications simpliciales injectives de
R dans T (avec R muni de sa structure simpliciale usuelle d’ensemble de
sommets Z), muni de la topologie compacte-ouverte. Comme T est un arbre,
la condition d’injectivité est équivalente a la condition d’injectivité locale.
Notons Aut(T") son groupe d’automorphismes sans inversion. Il est locale-
ment compact pour la topologie compacte-ouverte si T est localement fini.

Le groupe Z agit sur GT par translations & la source (n, f) — {x — f(x+
n)}. Le groupe Aut(T') agit par homéomorphismes sur GT' par composition
au but (v, f) — {& — ~f(z)}. Ces deux actions commutent. Appelons
transformation géodésique sur GT Dlapplication ¢ : GT — GT définie par
— {t — L(t 4+ 1)}. Appelons renversement du temps sur GT Papplication
T :GT — GT définie par £ — {t — ¢(—t)}.

Soit T" un sous-groupe de Aut(7"). On munit les quotients I'\T' et I'\GT'
de la topologie quotient. On note 7 : T — T\T et «’ : GT — T\GT
les projections canoniques. L’application ¢ induit une application continue
¢ : I\GT — T\GT, aussi appelée la transformation géodésique sur T\GT .
L’application 7 induit une application 7 : T\GT — T'\GT, que nous ap-
pelerons renversement du temps sur T\GT.

2.2. Groupes géométriquement finis et mesure de Bowen-Margulis

Soit T un arbre localement fini. Notons 7' U 9T la compactification par
Iespace des bouts de T, et 02T le produit 9T x IT privé de sa diagonale.
Rappelons que toute aréte e de T définit une partition en deux parties 9.1
et ¢0.T de OT, de sorte que toute droite géodésique d’origine dans 0.7 et
d’extrémité dans 9.1 parcourt e suivant 'orientation de e. Nous dirons
que T est uniforme $’il existe un sous-groupe discret dans Aut(7) tel que
le graphe T'\T soit fini. Par exemple, un arbre régulier ou bi-régulier est
uniforme.
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Notons xy un sommet fixé de T. L’entropie volumique de T, qui ne
dépend pas de xq, est

Or = limsup 1 log Card(B(z¢,n) N VT) .

n—oo 1N

Soit T' un sous-groupe discret de Aut(7'). En particulier, I'action de T
sur GT est proprement discontinue (mais pas forcément libre en général),
et donc T'\GT est localement compact.

Le groupe I' est dit non élémentaire s’il ne préserve ni point ni paire de
points de T'U JT'. 11 existe alors un unique plus petit sous-arbre I'-invariant
non vide dans T, noté It min-

On appelle rayon cuspidal de groupes tout graphe de groupes finis (R, G)
avec R un rayon (i.e. un graphe dont la réalisation géométrique est une demi-
droite fermée de R), de suite des arétes consécutives (e, ), cn orientées vers le
bout de R, tel que pour tout n dans N—{0}, le morphisme G., — Go(e,,) SOt
surjectif. Le groupe T' est dit géométriguement fini s’il est non élémentaire
et si le graphe quotient I'\TT min est réunion d’un graphe fini et, recollés
en leur extrémité, d’'un nombre fini de rayons qui, munis de leur structure
de graphe de groupes induite par I'\TT min, sont des rayons cuspidaux de
groupes. Voir [Pau] pour 1’équivalence avec la définition dynamique usuelle
(comme dans [Rob]), et des développements.

Nous renvoyons par exemple & [BH] pour la définition des horoboules
(fermées par défaut) dans un espace métrique géodésique CAT(0). Comme
montré dans [Paul, la préimage dans Tt in des sous-rayons cuspidaux max-
imaux de I'\\TT min forme alors une famille disjointe I'-invariante maxi-
male d’horoboules ouvertes. Les points & 'infini de ces horoboules, qui sont
donc les extrémités des rayons géodésiques relevant les rayons cuspidaux,
seront appelés les points paraboliques bornés de T' (voir [Rob, Pau] pour
Pexplication dynamique).

Par exemple, soit K un corps local non archimédien, G un groupe
algébrique linéaire connexe semi-simple sur K, de K-rang 1. Soit I' un
réseau de G = G(K). Soit T I’arbre de Bruhat-Tits de (G, K). Alors, par un
théoréme de A. Lubotzky [Lub], 'action de I" sur T est géométriquement
finie et T' = TT min.

Soit I' un sous-groupe géométriquement fini de Aut(7T). Nous dirons
que T' posséde la propriété de Selberg s’il admet un sous-groupe IV d’indice
fini, tel que le groupe d’un sommet qui n’est pas intérieur & un sous rayon
cuspidal de T"\\T soit trivial. Par exemple, c’est vrai si ['\\T n’a pas de sous-
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rayon cuspidal de I'\\T soit trivial (voir [Ser]). Par le lemme de Selberg [Alp],
c’est aussi vrai pour I un réseau de G = G(K) agissant fidelement sur I'arbre
de Bruhat-Tits de (G, K), avec K un corps local non archimédien et G un
groupe algébrique linéaire connexe semi-simple sur K de K- rang 1. Cette
propriété est aussi vérifiée si tout stabilisateur de point parabolique borné
dans I est résiduellement fini, car on peut alors utiliser le résultat susnommé
de [Ser] pour enlever la torsion sur le graphe privé de ses rayons cuspidaux, et
recoller des rayons cuspidaux correspondant & des sous-groupes d’indice fini
des stabilisateurs de points paraboliques bornés. Rappelons qu'un groupe
est résiduellement fini si I'intersection de ses sous-groupes d’indice fini est
réduite a ’élément neutre.

L’exposant critique 6 = ér de I', qui ne dépend pas de xg, est ’élément
de [0, +00] tel que la série de Poincaré de T’

P(S) = PF,xO (8) = Z e_Sd(wo,’ywo)
yel

converge pour s > § et diverge pour s < §. Le groupe I' est de type divergent
si sa série de Poincaré P(s) diverge pour s = 4.

Si I' est de type divergent et d’exposant critique fini non nul, alors il
existe (voir [Coo|) une famille (u;)zevr de mesures finies sur 97", appelée
mesure de Patterson-Sullivan, unique a scalaire multiplicatif pres, de sup-
ports 01T min, telle que

e Vyel, Velbz = Ky,

o Va,ye VI, VE€IT, () = e Pelrw),

ou fe(x,y) = d(x, z) —d(z,y) pour tout sommet z suffisamment proche de &.

Pour toute géodésique ¢, notons ¢_, £ les points de 9T origine et extrémi-
té de ¢. L’application GT' — 0T x Z, qui a ¢ associe ({_,¢,t) avec t la
distance algébrique sur ¢ entre £(0) et le point de ¢ le plus proche de x,
est un homéomorphisme. Ce paramétrage dépend du point base xg. Si I est
de type divergent et d’exposant critique fini non nul, on définit une mesure
mey Sur G1', appelée mesure de Bowen-Margulis, par

d.uro (E_ )dﬂﬂfo (£+)dt
dfro(gfveJr)% 7

g (0, 01, t) =

ol dy, est la distance sur 9T définie par dg, (¢, ¢1) = e~ * avec u la longueur
de l'intersection des rayons géodésiques issus de o convergeant vers £_ et
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£4. (Lorigine de cette mesure remonte aussi aux travaux de Patterson-
Sullivan, mais nous préférons donner des noms différents a deux mesures
différentes, la mesure de Patterson-Sullivan qui vit sur 9T et celle de Bowen-
Margulis qui vit sur GT'.) La mesure myy, ne dépend pas de zg. Elle est
invariante par la transformation géodésique sur GT et par I'. Elle induit
donc une mesure mgy sur I'\GT', appelée mesure de Bowen-Margulis sur
I'\GT, qui est invariante par la transformation géodésique sur I'\GT. Le
support de mgy est I‘\ngmin. Lorsque I' est cocompact, cette mesure est
la mesure d’entropie maximale pour ¢ (voir [CP, Kai, Bou]). Lorsque T est
un arbre de Bruhat-Tits comme dans I'introduction, alors la restriction de
Mpy & GoT' (défini dans introduction) s’identifie (& un scalaire multiplicatif
pres) avec I'image dans G/M de la mesure de Haar de G.

3. Finitude de la mesure et mélange

Les résultats de ce paragraphe découlent essentiellement de résultats
connus (voir [BM, Rob]). En particulier, les trois premiéres assertions de la
proposition suivante découlent du Corollary 6.5 de [BM], I'avant-derniére
de la Proposition 7.3 de [BM] et la derniére assertion, en utilisant ’avant
derniere et la troisieme, découle de [Rob] (adaptant des idées de [DOP]).
Nous ne donnons la preuve regroupée que par souci de complétude.

ProprosITION 3.1. — Soit T un arbre localement fini et ' un sous-
groupe géométriqguement fini de Aut(T). Si Tt min est uniforme, alors

e Or est fini, non nul;
® ir = 6TF,xnin ;
o [ est de type divergent;

e pour tout point parabolique borné & de T et tout point yo dans VT,
il existe une constante ¢ > 1 telle que L €™t < Card (B(yo,2n) N

Ie yo) < ¢ ™ pour tout n dans N;

e pour tout point parabolique borné & de OT, on a or, = 0r/2;

e la mesure de Bowen-Margulis sur T\GT est finie.

Remarque 3.2. — (1) L’hypothese que T pyin est uniforme ne peut étre
omise. En effet, pour tout n dans N, posons ¢, = 2" et T',, = (Z/2Z)%.
Notons que I';, s’injecte naturellement dans I';, 1. Considérons le graphe de
groupes suivant (de type Nagao au sens de [BL]), qui est géométriquement
fini (et de volume fini) :
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Iy I Iy I3 | | Y
[ | @ @ @ —@ @—————
F() Fl F2 Fn

Soit T le revétement universel de ce graphe de groupes (qui est un arbre
non uniforme, car de valences non uniformément bornées) et I' son groupe
fondamental, pour des choix indifférents de points bases (voir [Ser]). Si xq
est un sommet de T', préimage de ’origine de ce rayon de groupes, alors la
boule de rayon n + 1 et de centre z contient au moins 29 /2In—1 = 2dn-1
points, donc

1
S > 1i log(29%-1) = +o00 ,
r > limsup ——— og( ) = +o0

n— oo

et I'exposant critique de I est infini.

(2) Soit T un arbre localement fini et I'V un sous-groupe discret de Aut 7.
Alors 0/ < 0, car

Pri 4 (s) = (Card F’ Z e~ s5d(xo) < Card I" Z e—sd(z0,y)
yel zg yeVT

qui converge si s > 0. Si I est non élémentaire, alors dr est non nul, car
alors TV contient au moins un groupe libre de rang 2 de Schottky (voir par
exemple [Lub]). Si les valences de T sont uniformément bornées, disons par
q + 1, alors v est fini, car é7 < logg.

Démonstration de la Proposition 3.1. — Quitte a remplacer T par TT min,
nous pouvons supposer que I = 11 yin.

Si T est un arbre uniforme ayant au moins trois bouts, il est bien connu
(voir par exemple [Coo, Bou, Rob]) que dr est fini et non nul, et qu’il existe
une constante ¢; > 1 telle que pour tout « dans VT et n dans N— {0}, pour
toute composante connexe C de T — {x},

p e < Card (B(z,n) NVTNCO) < ¢ e, (%)
1

—sd(zo, : o
En particulier, la série Z yevT € (#0.9) diverge en s = d. Donc la premiére
assertion de la pr0p051t10n 3.1 découle de la seconde remarque ci-dessus.

Soit ¢ un point parabolique borné de 9T. Soit (z;);en la suite des
sommets consécutifs d’un rayon géodésique d’extrémité &, se projetant sur
un rayon cuspidal dans I'\T. Alors I'intersection avec I'c 2y de la sphere
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S(zg,2n) est la réunion des C N S(xzy,n), ot C est une composante connexe
de T — {z,} qui ne contient ni z,_; ni z,+1. Comme 7T est de valences
uniformément bornées, la quatrieme assertion, avec des dr & la place des
dr, de la proposition 3.1 découle de (x). Cette quatriéme assertion implique
en particulier que or, = 07 /2.

Si Ty est le graphe obtenu en enlevant a ’arbre T la réunion de la
famille disjointe I'-invariante maximale d’horoboules ouvertes, alors VTj
ne contient qu’'un nombre fini d’orbites sous I'. Par conséquent, la série de
Poincaré de IT' diverge si et seulement si la série >, v, e~*d@09) diverge.

Montrons qu'’il existe une constante co > 1 telle que, pour toute horo-
sphere H dans T', passant par un sommet de T, bord d’une horoboule HB
ne contenant pas xy dans son intérieur, et pour tout n dans N,

Card (B(zo,n)NH) <Card (B(xzo,n)NHBNVT) < ¢ Card (B(zo,n)NH).

(+4)
En effet, soit &y le point a l'infini de HB. On peut supposer que l'intérieur
de HB rencontre B(xg,n). Notons p la distance de 2o & HB, et y le point du

rayon géodésique entre zq et &y, a distance ”;p de zg. Alors B(xzg,n)NHB =

B(y, "5%), et si B est la réunion des composantes connexes de B(y, “5%) —

{y} rencontrant H, alors B(xo,n) N H = BN S(y, “5%). Or par (%), il existe
une constante cg > 1, ne dépendant pas de y,n, p telle que

Card (BmS(y, n2p)) > Cl Card <B(y’¥)ﬂVT> .
3

L’affirmation (#x*) s’en déduit.

—sd(

Il découle de (x%) que la série Y yevT, € 0.9) diverge si et seulement si

la série ZerT e—#4=0.Y) diverge. Ceci montre que dp = dp, ce qui termine
en particulier la preuve du quatrieme point, et que I' est de type divergent.

Pour montrer que la mesure de Bowen-Margulis est finie, d’apres le
théoreme B de [DOP], comme remarqué dans [Rob, théo. 1.11], il suffit
de montrer que I' est de type divergent, ce que nous venons de faire, et que
pour tout point parabolique borné ¢ dans JT, I'exposant critique Jr, est
strictement inférieur a dr. Or dr, = dr/2 = ér/2 < dr, ce qui montre le
résultat. O

Dans la suite de cet article, si les hypotheses de la proposition 3.1 sont
vérifiées, nous supposerons, quitte & normaliser, que myg,, est une mesure de
probabilité.
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Apres la propriété de finitude de la mesure de Bowen-Margulis, regardons
celle de mélange. Soit T un arbre localement fini et I' un sous-groupe discret
non élémentaire de Aut(7).

Meéme lorsque I est cocompact, la transformation géodésique o sur I'\GT
n’est pas forcément mélangeante. Remarquons par exemple que si T est
la premiere subdivision barycentrique de 7', alors I'" est encore un sous-
groupe de Aut(7™), mais la transformation géodésique sur T\GT'™) n’est
pas mélangeante. De plus, la propriété de mélange de ( n’est pas invariante
par passage a un sous-groupe d’indice fini. Par exemple, la transformation
géodésique pour le bouquet de deux cercles est mélangeante, mais pas celle
pour son revétement connexe a deux feuillets ou aucun des deux cercles
n’est relevable.

Il existe un critére assez pratique pour vérifier que la transformation
géodésique est mélangeante.

Notons Lr le sous-groupe de Z engendré par les distances de translation
des éléments de I' dans T'. Par exemple, si T est I'arbre de Bruhat-Tits d’un
groupe algébrique linéaire connexe semi-simple G de rang 1 sur un corps
local non archimédien K, et si I' est un réseau de G(K), alors le groupe Ly
vaut 27Z.

Si T n’a pas de sous-arbre invariant non vide et propre, et n’a pas de
sommet de valence 2, alors Ly vaut Z ou 2Z (ces hypotheses sont bénignes,
car on peut toujours passer au sous-arbre invariant minimal 7Tt min, et lui
enlever les sommets de valence 2, et elles sont préservées par passage a un
sous-groupe d’indice fini de I'). Une des maniéres de démontrer cette affir-
mation est d’introduire le sous-groupe Ar de Z engendré par les distances
entre sommets de valence au moins 3 de T, qui est donc égal a Z sous notre
hypothese, et de remarquer avec [GL, page 564] que

2Ar C Lt C Ar .

Remarquons quand méme que la suppression des sommets de valence 2 peut
avoir un certain effet dans le cas algébrique. Soit 7" I'arbre de Bruhat-Tits de
(G, K) comme dans l'introduction, et soit I" un réseau de G(K). Supposons
qu'il existe une (alors unique) G(K )-orbite de sommets de valence 2 (ce qui
est le cas par exemple pour G = PGLy). Alors aprés suppression de ces
sommets, le groupe Lr devient Z, et 'action de S/M sur I'\G /M s’identifie

maintenant exactement avec I'action de la transformation géodésique.

Si Lr = 27, fixons xy un point base de T', et notons GyT' le sous-espace
de GT formé des géodésiques dont 'origine est & distance paire de xg. Il est
facile de voir que GoT est invariant par I' et par 2. Pour Iinvariance par
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©?, on remarque que pour x,¥, z trois points d’un arbre, si d(z,y) et d(y, z)
sont pairs, alors d(z, z) 'est. Pour I'invariance par I', on remarque que si
A, est 'axe de translation ou '’ensemble des points fixes d'un élément ~y
dans I' de distance de translation A(v), alors d(z,vx) = 2d(z, A,) + A(7)
(voir par exemple [Ser]), donc d(x,vyx) est pair si A(y) Vest. Si Ly = 2Z,
nous munirons I'\GyT de la restriction de la mesure de Bowen-Margulis,
normalisée pour étre de probabilité.

Le résultat suivant découle alors de [Rob, Theo. 3.1] (en fait d’une version
discrete de ce théoreme). Lorsque I' est un réseau de G = G(K K) agissant sur
larbre de Bruhat-Tits de (G, K ), avec K un corps local non archimédien et
G un groupe algébrique linéaire connexe semi-simple sur K de K- -rang 1,
le second énoncé découle aussi du théoreme de Howe-Moore [Zim], par les
rappels de l'introduction.

PROPOSITION 3.3. — (1) Si I’ est géométriquement fini, si Tr min €St
uniforme et si Ly = Z, alors la transformation géodésique @ est mélangeante
sur T\GT pour m,,.

(2) SiT est géométriqguement fini, si Tr min est uniforme, sans sommet
de valence 2, et si Ly = 27, alors le carré ¢? de la transformation géodésique
est mélangeant sur T\GoT pour mp,,. [l

4. Un premier codage général

Fixons-nous les données suivantes :

e T un arbre localement fini,
e ' un sous-groupe discret non élémentaire de Aut(T),

e (iiz)zeyr une mesure de Patterson-Sullivan pour I de dimension §,
ou 0 < § < 400, telle que pour tout élément elliptique v de T' — {e},
I’ensemble des points fixes de v dans JT soit de mesure nulle pour
/'I’ZD7

e GT l'espace des géodésiques de T et ¢ : GT' — GT la transformation
géodésique,

. J:@N avec N > 1, et
e V'T une partie I'-invariante de VT telle que, pour tout £ dans
GT={egT : (0)eV'T}
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et pour tout ¢ dans Z, le sommet £(t) appartient & V'T si et seulement
¢’il existe n dans Z tel que ¥™¢(0) = £(t). En particulier G'T" est une
partie mesurable ['-invariante de GT', invariante par .

Notons jigy la restriction & G'T de la mesure de Bowen-Margulis de I’
associée & (fz)zevr, ¥ : T\G'T — T\G'T lapplication induite par v, et
Uy la mesure sur Pespace quotient T'\G'T induite par figy.

La condition de mesure nulle de ’ensemble des points fixes des éléments
elliptiques non triviaux est trés souvent vérifiée, et nous pensons qu’elle I’est
toujours si I' est un réseau (uniforme ou non) de Aut(7T'), avec T uniforme.
Donnons ci-dessous quelques arguments pour d’une part étayer cet espoir,
et d’autre part montrer que le probleme n’est pas completement trivial. La
premiere remarque donne une condition suffisante, la seconde montre que
les ensembles de points fixes ne peuvent pas étre outranciérement gros, mais
la derniére montre qu’ils peuvent quand méme étre assez gros.

Nous noterons Fixp () et Fixgr(7y) les ensembles de points fixes dans T
et OT respectivement d’une isométrie v de T', et d, = dpix,(y) 'entropie volu-
mique de Fixy (7). Rappelons que Fixy () est un sous-arbre de T' (éventuel-
lement vide).

Remarque 4.1. — Si T est uniforme, si T' est un réseau (uniforme ou
non) de Aut(T") d’exposant critique égal & §, si v € T' vérifie §, < ¢, alors
1y (Fixgr(y)) = 0 pour tout = dans VT

Preuve.— Soit « dans VT. Par unicité (voir par exemple [BM]), la
mesure p, est (& scalaire pres) la mesure de Hausdorfl de la distance vi-
suelle d,, (voir par exemple [Coo, BM]) sur 97, et § est la dimension de
Hausdorff de d,. Donc si la dimension de Hausdorff & de Fixpr(vy) pour
dy est strictement inférieure & d, alors p,(Fixar(y)) = 0. Or &, < 05 (ce
qui montre le résultat), car il est classique que pour tout arbre localement
fini 77, la dimension de Hausdorff ¢” de son bord pour ses distances vi-
suelles est inférieure & son entropie volumique ¢'. (En effet, soit z{ dans
T’ soit s > ¢, soit (ng)ren une suite strictement croissante dans N telle
que Card B(z(,n) < e, soit (&;)1<i<p, une partie finie minimale de 9T
telle que 9T C (UP%, B(&;,e ™ ), et soit z; le point a distance ny de )
sur le rayon géodésique de z(, a . Alors par minimalité les x; sont deux
a deux distincts, donc sont au nombre de e** au plus. Par conséquent, si
ths o~ (OT') est la borne inférieure, sur tous les recouvrements finis de 9T
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par des boules B; de rayon r; au plus e~ "*, des nombres Zj 73, alors

Pk
fg o= (OT) <Y €™ <1< 400
i=1
Par définition de la dimension de Hausdorff, on a donc §” < s, d’ou
" < o). O

Par exemple, si I' est un réseau géométriquement fini d’un arbre uni-
forme T, d’exposant critique J, dont les groupes de sommet qui ne sont pas
intérieurs & un rayon cuspidal sont triviaux, alors pour tout vy dans I' — {0},
lensemble Fixr () est contenu dans une horoboule de T, et donc son en-
tropie volumique est au plus d/2, par la proposition 3.1, donc p, (Fixgr (7))
est bien nulle par la remarque précédente.

Remarque 4.2. — Si T = Tr min, alors aucun élément non trivial de I" ne
fixe point par point un ouvert non vide de 97T

Preuve. — Supposons sinon que a € I' — {e} fixe un ouvert U non vide
de 0T. Comme I' est non élémentaire et T" = TT min, les couples de points
fixes d’éléments hyperboliques de T" sont denses dans 9T'. Pour tout € > 0 et
tout £ dans 9T, il existe un élément hyperbolique v dans I' ayant son point
fixe répulsif a distance au plus € de &, et 'autre point fixe dans U. Soit x
un point de ’axe de translation de . Pour tout entier n assez grand, y"x
est fixé par « (car celui-ci fixe U point par point). Donc pour tout n assez
grand, v "ay"z = x. Comme I est discret, il existe des entiers distincts n
et m tels que v "ay™ = v~ ™ay™. Dong, en posant p = n—m # 0, ’'élément
elliptique o commute avec I’élément hyperbolique «?. Par conséquent « fixe
I’axe de translation de 4P, qui est I’axe de translation de =, donc o admet
un point fixe a distance au plus € de . Donc ’ensemble des points fixes
de a, qui est fermé et dense dans 0T, est égal a OT. Par conséquent «
vaut l'identité sur 0T, donc sur T, ce qui contredit le fait que « soit non
trivial. (]

Remarquons toutefois que contrairement au cas des réseaux sans tor-
sion, dont tout élément différent de I’identité n’a que deux points fixes dans
Pespace des bouts de 'arbre, il existe des réseaux ayant des éléments (el-
liptiques) non triviaux - dont I’ensemble des points fixes est un espace de
Cantor, avec d., arbitrairement prescrit.

Remarque 4.3. — 1l existe une partie S dense dans ]0,+oo|, telle que
pour tout s dans S, il existe un triplet (T, T, ), avec T un arbre localement
fini, T un réseau uniforme de T et v un élément non trivial de I", tel que
0y = 5.
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Preuve. — Soit S 'ensemble des s > 0 tels qu’il existe un réseau uni-
forme d’un arbre localement fini dont I’entropie volumique est s. Il est bien
connu que S est une partie (dénombrable) dense de 0,400 (par exem-
ple, Ientropie volumique de la p-éme subdivision barycentrique de ’arbre
régulier de valence ¢ + 1 est lo%).

Soit s un élément de S, et I'g un réseau uniforme d’un arbre localement
fini Ty, d’entropie volumique s. Notons Aj, Ay deux copies du groupe Z/2Z.
Considérons le graphe de groupes G, obtenu a partir du graphe de groupes
To\\7p en y remplacant chaque groupe d’aréte ou de sommet par son produit
direct avec Aj, avec monomorphismes évidents, en rajoutant au graphe
To\Tp une aréte partant d'un sommet quelconque et d’extrémité libre, le
groupe de la nouvelle aréte étant trivial, et le groupe du nouveau sommet
étant Ao. Notons T I'arbre de Bass-Serre de G, I' le groupe fondamental
de G pour un choix indifférent de point base dans T'g\Ty (voir par exemple
[Ser]), et v I’élément de I" correspondant & 1’élément non trivial de A;. Alors
I’ (isomorphe au produit libre (I'g x A1) * As) est un réseau uniforme de
T, 7y est un élément elliptique non trivial de I', ensemble Fixpr(7y) est un
espace de Cantor dans OT (c’est I'espace des bouts du sous-arbre Fixp(7y)
de T, qui est isomorphe a 1), et I'entropie volumique d, de Fixp(7y) est
égale au nombre prescrit s. 0

Bien str, dans cet exemple, ér > J,. Nous ne savons pas s’il est possible
de trouver des triplets (T, T',v) (disons en imposant une borne fixée sur les
valences des sommets de T') tels que la différence dr — 0, soit arbitrairement
petite.

Revenons au cadre initial de cette partie. Dans toute la suite de cette
partie, nous supposons que le systéme dynamique mesuré (T\G'T, v, fisy)
est de probabilité et mélangeant.

Par exemple, dans le cas ou I' est géométriquement fini et Tt min est
uniforme, la proposition 3.1 assure que psy est une mesure finie que I’on nor-
malise pour étre de probabilité. La proposition 3.3 assure que (I'\G'T, ¥, sy )
est mélangeant, d’une part pour N =1 et VT = VT si Lt = Z, et d’autre
part pour N = 2 et V'T le sous-ensemble des sommets & distance paire d’un
sommet donné de T', si Ly = 2Z et si Tt min n'a pas de sommet de valence 2.

D’abord, nous introduisons les notations qui vont permettre d’énoncer
le résultat principal de cette partie.

Pour z dans V'T, notons G'T'(x) le sous-espace mesurable I-invariant et
-invariant des éléments £ de G'T tels que, pour une infinité de temps positifs
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et de temps négatifs ¢, le point £(t) appartienne a 'orbite 'z (ou de maniére
équivalente par I’hypothése sur V'T, 'origine de la géodésique z’/; t¢ appar-
tienne a I'z). Par passage au quotient et par ergodicité de (I'NG'T, ¥, tiu),
il existe un point xg dans V'T tel que X=g T(xg) soit de mesure plelne
dans G'T. On appelle X D’espace topologique quotient F\X et m: X —» X
la projection canonique. On note de la méme maniere les restrictions de 1/1
et fipw & X, ainsi que celles de 1 et pupy & X.

Soit )N(o le sous-espace fermé I'-invariant des géodésiques de X d’origine
dans I'zg. Pour tout £ dans Xo, notons ¢y > 0 le premier temps de retour
de l'orbite de £ sous w dans X ; par ’hypothese sur V'T, c’est le minimum
des entiers strictement positifs ¢ tels que £(¢) appartienne & I'zg.

Notons wo XO — XO I'application de premier retour définie par woé =
w teg, qui est I-équivariante. Notons X I'image de Xo par 7. L’application
1 est 'application induite par passage au quotient de g a XO La mesure
mo sur Xo est la mesure induite par passage au quotient de la restriction
mg de figy & Xo. Renormalisons les mesures de sorte que la mesure mg soit
de probabilité, ce qui est possible car la mesure pg, est supposée étre de
probabilité.

Notons S lensemble des + dans I' — I'y, tels que lintersection
| 2o, yxo[ N Tz soit vide. Remarquons que S est invariant par translations
a droite et a gauche par I',.

Nous renvoyons par exemple a [Kit] pour les définitions sur les décalages
o de Markov. Rappelons que la mesure de Markov up sur SZ . associée A
une matrice Il = (7a,5)a,pes stochastique (ie. > 5cgma,p = 1 pour tout
a dans S) et & une mesure de probabilité v = (vg)aes sur S qui est
II-stationnaire (i.e. >, cqVaTa,g = Vg pour tout B dans S), est I'unique

acs
mesure borélienne de probabilité sur SZ, invariante par le décalage o, telle
que, pour tout k dans N et tous ag,...,a; dans S, on ait

k—1
//LH[ZO = «Qp,- . ~7Zk = O[k] = Vay, (H 7T(Xi7ai+1> .

i=0
Enon(;ons maintenant le résultat principal de cette partie.

THEOREME 4.4. — Il existe une mesure de Markov puy sur S%, de sorte
que le systéme dynamique probabilisé (Xo, o, mo) soit un facteur du systéme
de Markov (S%, 0, jr).
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Avant de démontrer ce résultat, nous allons énoncer et démontrer ses
corollaires.

COROLLAIRE 4.5. — Si le systeme dynamique mesuré (T\G'T, v, tipy)
est de probabilité et mélangeant, alors il est lachement Bernoulli.

Preuve. — 1l suffit de montrer que le systéme dynamique probabilisé
(X, %, sy ), qui est de mesure pleine dans (I\G'T, ¥, gy ), est lachement
Bernoulli.

Remarquons que Xy est une transversale totale du systeme dynamique
probabilisé (X, ¥, ppw ), dont 1y est Iapplication de premier retour, I'¢ +— ¢,
le temps de premier retour, et mg la mesure induite, et donc (X, 1, gy ) est
une suspension mélangeante de (Xo, 1o, mo)-

Rappelons qu’une transformation 7' définie sur X est markovienne, s’il
existe une fonction f définie sur X et prenant un nombre fini ou dénombrable
de valeurs réelles telle que le processus (f o T™),,cn soit markovien et si la
plus petite tribu qui rende mesurable tous les itérés foT™ de f est la tribu
tout entiere de ’espace sur lequel est définie T'.

Avec le résultat de Adler, Shields et Smorodinsky [ASS] dans le cas
d’un décalage de Markov sur un espace d’états fini et sa généralisation
pour un espace d’états dénombrable (il suffit d’utiliser une généralisation du
théoreme de Perron-Frobenius, voir le chapitre 7 du livre de Kitchens [Kit]),
on peut caractériser les transformations markoviennes : une transformation
markovienne est le produit direct d’une rotation sur un espace d’états fini
et d’un schéma de Bernoulli.

Cette propriété est stable par passage a un facteur, donc un facteur d’une
transformation markovienne est encore une transformation markovienne.

Comme toute suspension mélangeante d’une transformation markovi-
enne est un systéme lachement Bernoulli (voir par exemple [Thol), le théo-
reme 4.4 implique bien le corollaire 4.5. O

Ce résultat permet de déduire les deux énoncés suivants. En prenant N =
1 et VT = VT, nous obtenons 1’énoncé du théoréme 1.1 de I'introduction,
que nous rappelons ci-dessous.

COROLLAIRE 4.6. — Soit I' un sous-groupe discret non élémentaire de
Aut(T) et soit figy une mesure de Bowen-Margulis pour T' sur GT, dont la
mesure de Patterson-Sullivan sur 0T ne charge aucun ensemble de points
fizes d’élément elliptique non trivial de I'. Si le systéeme dynamique mesuré
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quotient de (GT, @, figy) par T est de probabilité et mélangeant, alors il est
lachement Bernoulli. O

Nous obtenons un second résultat dans le cas algébrique.

COROLLAIRE 4.7. — Awec les notations Q,I?, G, S, M, T de l'introduc-
tion, pour tout réseau I' de G, si GoT est le sous-espace de GT formé des
géodésiques d’origine un sommet a distance paire d’un sommet donné de
T, alors le systéme dynamique probabilisé (T\GoT, v, sy) est lachement
Bernoulli.

Ainsi, Uaction par translations a droite de S/M sur T\G/M est lachement
Bernoulli.

Preuve. — Quitte a remplacer G par son groupe adjoint, et I' par son
image dans celui-ci, nous pouvons supposer que G, et donc I, agit fidelement
sur T. Nous allons utiliser le corollaire 4.5 avec N = 2, V'T I’ensemble des
sommets & distance paire du sommet donné de T de sorte que G'T = GyT, §
lentropie volumique de T, et (iz)zcyT la mesure de Patterson-Sullivan
de dimension § pour I' (unique par [BM] par exemple). Rappelons que
tout réseau de G est géométriquement fini et possede la propriété de Sel-
berg. Soit IV un sous-groupe d’indice fini de T" tel que le groupe de tout
sommet non intérieur & un rayon cuspidal de I"\\T soit trivial. Alors par
I’exemple suivant la remarque 4.1, la mesure de Patterson-Sullivan sur 97T
pour IV, qui coincide avec celle pour I', ne charge aucun ensemble de points
fixes d’élément elliptique non trivial de IV. Par la proposition 3.3 (1) ap-
pliquée a T ou I'on a enlevé les sommets de valences 2 s’ils existent, ou la
proposition 3.3 (2) sinon, le systéme dynamique probabilisé (I"\GoT, v, tipn)
est mélangeant. Donc par le corollaire 4.5, le systeme (I"\GoT, v, tpy) est
lachement Bernoulli. Comme tout facteur d’un systeme lachement Bernoulli
lest encore (voir par exemple [Thol), la premiere assertion en découle.

La seconde assertion découle de la premiere par la correspondance rap-
pelée en introduction. O

Ce résultat est plus faible que le théoreme 1.2 de l'introduction. Celui-ci
sera completement démontré dans la partie 5.

Démonstration du théoréme 4.4.— Définissons une matrice de transition
A = (A g)a,pes. Pour tous a, § dans S, posons A, g = 1 si xy appartient
au segment géodésique entre o'z et Bxg, et Ay g = 0 sinon. Remarquons
que A, g = 1 si et seulement si la réunion [zg, axg) U [axg, afzg] est un
segment géodésique.
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Notons (X 4, o) le sous-décalage défini par la matrice de transition A, i.e.
XA = {(ai)iEZ € SZ :Vieg Z, AOL«L,OLH—l = 1} )

muni de la restriction de la topologie produit, et ¢ la restriction a X4 du
décalage vers la gauche des suites bilateres de SZ.

Construisons une application © : X4 — X de la maniere suivante. Soit
(0vi)iez € X a, définissons une suite (y;);cz dans I' par récurrence, en posant
~o I'élément neutre e de I', et v;41 = ;441 pour tout ¢ dans Z. Alors les
points (v;20);cz sont consécutivement alignés sur une géodésique ¢. En effet,
comme Ay, o,,, = 1, la réunion [xq, a;xo] U [0, a0 4120] est un segment
géodésique, donc son image par y;—1 aussi et donc v;_1xq, VT, Yi+1Zo sont
bien alignés dans cet ordre. Paramétrons ¢ de sorte que £(0) = zo et que
~v;xo converge vers les extrémités /4 de £ quand ¢ — +oo. Par définition de
Xo, la géodésique £ appartient & X,. Posons alors O((a)sez) = 7(0).

Montrons que © est surjective. En effet, soit ¢ un élément de Xg. Choi-
sissons un relevé £ de £ dans Xy tel que £(0) = z¢. Notons (7;70);cz la suite
des points consécutifs de ¢ dans I'zg, ot I'on peut supposer que vy, = e.
Posons a; = 727_11%, qui appartient a S. Puisque 7;—1x0,V:Z0, Vi+1To sont
alignés dans cet ordre sur £, nous avons A, ., = 1. Par construction, nous

avons alors O((;);ez) = 7(¢) = £.

Par définition de la topologie produit sur SZ et de la topologie de GT,
I'application © : X4 — X est continue. Il est immédiat que le diagramme
suivant est commutatif :

XA — XO
ol Lo . (*)
XA e XO

Donc topologiquement, le systéme dynamique (Xo, ¢) est un facteur du
systéme dynamique symbolique (X4, ).

Nous allons maintenant construire une mesure de Markov sur le sous-
décalage X 4, dont I'image par © sera mg. Nous commengons pour cela par
définir une mesure (V4)acs sur l'ensemble dénombrable discret S et des
probabilités de transitions (74,8)a,8cs, aprés quelques notations.

Pour tout « dans S, notons el (respectivement e, ) I'aréte (orientée)
d’origine auxg (respectivement xg) et contenue dans [zg, azg]. Remarquons
que pour « dans I';, et § dans S, nous avons 046:3r = ezﬁ. Pour «, 8 dans
S, nous avons A, g = 1 si et seulement si «0_+T = 9__+T est contenu dans

? 76 € «e
s s

9,:T.
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Notons dyT ’ensemble des points & de IT tels qu’il existe une infinité de
points de l'orbite 'z sur le rayon géodésique entre zq et £. Il est invariant
par I'.

Comme la géodésique entre deux points de 9T est contenue dans la
réunion des rayons géodésiques entre x( et ces points, une géodésique £ de
T appartient & G'T(xq) si et seulement si ses extrémités ¢ appartiennent
A 8T. En particulier, X = {¢ € G'T : (+ € 8T} et Xg = {¢ € GT
£(0) € Txo,ly € 0T} (remarquons que si £ € GT et £(0) € Tzg, alors
£ € G'T). Par le paramétrage de Hopf, 'image de X est donc contenue dans
OoT x 0yT x Z. Comme X est de mesure pleine dans G’T pour la mesure de
Bowen-Margulis, et par les propriétés de celle-ci, nous en déduisons que 9T’
est de mesure pleine dans 97" pour la mesure de Patterson-Sullivan fi,,,.

Comme I' est non élémentaire, quitte a remplacer T par son unique sous-
arbre non vide invariant minimal, nous pouvons supposer que 7T soit sans
aréte terminale, et que le support de la mesure de Patterson-Sullivan soit
égal a OT. En particulier, pour tout sommet x et toute aréte e de T, on a
pe(0.T) > 0. Rappelons que le groupe I'y, est de cardinal |T'y,| fini.

Pour tout « dans S, posons maintenant

1
‘2 Hag (8 T) Hao (8 +T) >0.
zo

Vo =

T
Pour tous «, 8 dans S, posons 74 3 = 0 si Ay g =0, et sinon

1 /’LCEO (aa CZT) > 0
Ta, = .
O aol 2y (0,4 T)

Remarque 4.8. — (1) Pour a dans S, les parties 0,-T, 0, .+ T ne dépendent
que de la classe a droite de @ modulo I';,, et pour « ﬁ dans S, égalité
Aq g = 1 ne dépend que de la classe a gauche de o modulo I';, et de la
classe a droite de § modulo I',.
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(2) Pour tous 7,7,y dans I'y, et tous a, 8 dans S, par invariance de
la mesure p,, par I'y,, on a

Vo = Vyay €t Ta g = Tyay 1y - (§)

LEMME 4.9. — La matrice Il = (74,8)a,8es €st une matrice stochas-
tique sur S, de mesure stationnaire v = (Vy)acs-

Preuve. — 11 s’agit de montrer que ) .qVa = 1, que Zﬁes Tag = 1
pour tout o dans S, et que ) g VaTa,s = Vs pour tout § dans S. Nous
commencons la preuve par quelques notations et résultats ensemblistes.

Pour tout x dans V'T et toutes les parties B_, By de 9T tels que toutes
les géodésiques entre un point de B_ et un point de B passent par x, notons
By x B_ x {z} l'ensemble des géodésiques ¢ de T telles que £(0) = z,{_ €
B_,{, € B,. Par définition de la mesure de Bowen-Margulis, remarquons
que si By, B_ sont mesurables, comme JyT est de mesure pleine,

fion(B_ x By x {}) = ua(B_) a(Bs) -

En particulier, pour tout a dans S, on a

Vo

1 ~
= e Lo (0,-T x 0,+T x {zo}) .
zo

LEMME 4.10. — Nous avons les réunions disjointes suivantes (ot nous
notons de la méme maniére une classe et l'un de ses représentants) :

(1) T = || (04T NT),

aGS/I‘T,O
(2) pour tout a dans S, 9,+T N T = |_| (0,,+TN0OT),
BES/Tuag: Aap=1
(8) pour tous B dans S, QQ;TﬂaoT: |_| (0p-1,=TNOT),
! a€E FxO\S :Aq,p=1
) Xo= || = ((86;T NOGT) x (9,+T N T) x {xo}).

@€ Ty \S/Tay
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Preuve. — Les objets sont bien définis, par la remarque 4.8 (1).

Montrons (1). Soient «, 3 dans S, et supposons qu’il existe { dans 9,+ 7N
[“)e:;T N 9T, alors le rayon géodésique de xg a £ passe par axg et par Bzg.
De plus, ces points coincident, car ce sont tous les deux le premier point de
T'zg — {x0} rencontré par le rayon. Donc ol',, = fI';,. Par conséquent, la
réunion dans I'assertion (1) est disjointe.

Pour tout £ dans 97, le rayon géodésique de xy a £ passe par un premier
point de l'orbite I'zg différent de xy. Ce point s’écrit axg avec a dans S,
donc £ appartient a 8e(+ T, ce qui montre (1).

Les autres assertions se montrent de maniere analogue. (]

Par le lemme 4.10 (4), et le fait que l'action de I'y, sur (0T, pg,) soit
essentiellement libre, nous avons

1 ~
Z Vo = W Z yBM(ae;T X 8egT x {xo})
a€es ol aes
1 ~
= ﬁ Z MBM(ae;T X aeiT X {Z‘o})
o a€S/Ty,
1 ~
= Z —_— uBM(ae;T X 662T x {zo})

a€ T4 \S/Tay |F[I07awo] |

= Z mo(ﬂ'(ae;T X aegT X {1’0})) = mO(XO) =1.
a€ Iy \S/Ty,

Par le lemme 4.10 (2), nous avons ZBES Ta,3 = 1. De plus, si Aq g =1,
puisque toute géodésique entre un point de J,-T et un point de 9, +7T'
a 5

passe par axg, et par invariance de figy, alors

1
V‘Xﬂ.avﬁ = |l—\—3 /J‘ﬂﬂo (aeiT)lux() (aa 5+T)
ol “ A
1
= m MBM(aegT X GMZT X {Oé.’l?()})
1
= m /,LBNI(aa71 e;T X ae;T X {ZL'O}) .
Donc
1
D VaTas = > T Pen(Og-1 o T % 04+ T x {wo}) = v
a€ES a€ Tyg\S: Ag p=1 Zo
par le lemme 4.10 (3). Ceci conclut la preuve du lemme 4.9. O
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Comme 7, g = 051 Ay,3 = 0 pour tout «, 8 dans S, la mesure de Markov
urr associée a (I, v), définie avant ’énoncé du théoreme 4.4, est & support
dans X 4. Nous notons encore uyy sa restriction a X 4.

LEMME 4.11. — Les mesures O, ur et mg coincident.

Preuve.— Pour ay, ..., a, dans S tels que pour tout ¢ dans {1,...,n—
1}, nous ayons Aq, a,,, = 1, notons Uy, ... q, I'image par 7 de I'ensemble
(7041,,__,% des ¢ dans )?0 tels que les n+ 1 premiers points de I'xy rencontrés
par ¢ a partir de I'instant 0 soient xp, 120, ..., 01 ... n20. Les Uq, ... q,, €t

leurs images par les puissances de vy sont des boréliens de X, qui engen-
drent la tribu des boréliens de X, par définition de Xj.

€ Qp...0p 1€ -
0. T . T~ 9 . T
g 2 -\ Q1...Qn—1 €qay,
R ) a1 Zo Qp...0nTo -

Par commutativité du diagramme (x), les mesures O,um et mg sont
deux mesures de probabilité sur Xy invariantes par 1g. Pour montrer que
O, ur = my, il suffit donc de montrer que

@*MH(Ual,...,an) = mO(Ual,...,an)

pour tous les ai,...,a, dans S tels que Ag,o,,, = 1. Procédons par
récurrence sur n, le cas n = 0 étant clair, car O, un(Xo) = mo(Xo) = 1.

Rappelons que, par définition de ©, pour tout (Z;);cz dans X4, on a
O((Z;)iez) = m(¢') ou les n + 1 premiers points de I'zy rencontrés par ¢ &
partir de l'instant 0 sont xg, Z12g, ..., Z1 ... Zpxo. Remarquons que 7(¢')

appartient & m(Uq, ... a, ) si et seulement s’il existe Gy, f1,..., 3, dans I'y,

tels que
Vie{l,...,n}, ﬁalal...aiﬁi:Zl...Zi. (%)

Donc O((Z;);ez) appartient a Uy, ... o, siet seulement s’il existe 5o, 81, - - ., On
dans I';, tels que

Vie{l,....,n}, Z; =B ap;. (% * )

Par définition de la mesure de Markov et les propriétés d’invariance (f)
des v, Tq,3, NOUs avons, pour tous B, B1, ..., B, dans 'y,

n—1
H[Zl = ﬁ(]_la1617 . '7ZTL = ﬁ;_llanﬁn] = Val (H Wai,aprl) .
i=1
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Définissons une relation d’équivalence ~ sur F;?:rl par

(607/617"'35n) ~ (/6(/)75177ﬁ41)
& (Vi e{1,...,n}, ﬂ;llaiﬁi = ﬁ/i_—llaiﬁz{) .

Le cardinal de chaque classe d’équivalence est égal a celui du stabilisateur
Llzg,a1...anzo] (car, par 'équivalence entre les assertions (x ) et (x*x*), dans
une classe donnée, 3y est uniquement déterminé modulo ce stabilisateur,
et les ; pour ¢ > 0 sont uniquement déterminés par (). Donc le nombre
Na,.....a, de classes d’équivalence vaut

Lo [+

Noyooovon = (o s s )

‘F[xo,alu.anxoﬂ

Par les propriétés d’invariance des mesures de Patterson-Sullivan (g, ) zer,
pour toute partie mesurable A de 9T et tous les points x,y de T, si le
rayon géodésique entre z et chaque point de A passe par y, alors . (A) =
e_éd(xvy)uy(A). En particulier, pour 1 < i < n,

/‘LIO (862_ T) = /1’011‘..047;,110 (041 e ai*lae:_ T)

_ e&d(xo,al..ui,lxo)

Mg (041 ce Oziflaesz) .

Il vient alors

n—1
NH(@il(Ual,...,an)) = Nozl,...,an Vay (H 7Tai,o¢,y+1>
=1

2=y, (0 T)
N, I Hao (O et
A1 yeenyQipy N O_T . b T i+1
‘F$o|n+1 ILL 0( Coa )HJ 0( 621 ) < Mwo (aeii )

i=1

n-1 i 04 T)
N, . /’Lwo(al Q105 el

— Q1,...,0n . a B T - 8 T i+41
‘1—\10|n+1 K O( €aq )/’L 0( eil ) (H Mz (Oll L OGq ae:, T)

i=1
Nalv“'ao‘n
=T, [t Hee Oz, THo Oy e, T)
Nalv"'aan ~
— 7\1“ i HBM(GE;IT X 8a1___an_1 ea*nT x {xo}) .
zo

Comme I';, agit essentiellement librement sur 97", et que tout élément
de U,,,...,a, est I'image d’exactement |F[m0’a1___%mo]\ éléments de 0,- T X
@1

n
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0 + T x{xp},ona

Q1..Qp—1 €4,

1

mo(Uala“-yan) ﬁBM(aeng X 8a1...an,1 einT X {.130}) .

T (20,01 .-ctn o] |

Par (x % xx), on a donc pun(© ' (Ua, ... .an)) = mo(Uas....a, ), ce qu’il
fallait démontrer. O

Le lemme 4.11 achéve de montrer que © est un morphisme surjectif
entre les systémes dynamiques probabilisés (X 4, o, um) et (Xo, %o, mo). Ceci
conclut la preuve du théoreme 4.4, car uyy est a support dans X 4. O

5. Codage du flot géodésique sur un graphe de groupes
géométriquement fini

Le but de cette partie est de montrer le résultat fin suivant, améliorant
pour des groupes géométriquement finis le corollaire 4.5.

THEOREME 5.1. — Soit T un arbre localement fini, I' un sous-groupe
géométriquement fini de Aut(T') ayant la propriété de Selberg, avec Tt min
uniforme, sans sommet de valence 2.

Si la transformation géodésique sur T\GT est mélangeante pour la mesure
de Bowen-Margulis, alors elle est Bernoulli d’entropie finie pour cette mesure.

Si la transformation géodésique sur T\GT n’est pas mélangeante pour la
mesure de Bowen-Marqulis, alors son carré est Bernoulli d’entropie finie en
restriction a T\GoT', ot GoT est le sous-espace de GT' formé des géodésiques
d’origine un sommet a distance paire d’un sommet donné de T

Preuve. — Nous pouvons supposer que T = T nyiy.

Notons X = I'\T le graphe quotient, et X, le sous-graphe complémen-
taire des rayons cuspidaux maximaux ouverts. Pour tout 5 dans EX), fixons

un relevé E de B dans ET, de sorte que = 5 Numérotons de 1 a r
les rayons cuspidaux maximaux. Notons (a; n)neN la suite consécutive des
arétes, orientées vers le bout, du i-eme rayon cuspidal maximal. On fixe
un relevé dans T de ce rayon, dont on note (a;,)ncn la suite consécutive
des arétes, orientées vers un point a l'infini noté & de T'. Notons I'; ,, le
stabilisateur du sommet o(a; ), de sorte que I'; ,, soit contenu dans I'; ;1 1,

et que I'e; = U en Tin-
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Rappelons qu'un facteur d’une transformation mélangeante (resp.
Bernoulli d’entropie finie) 1’est encore (voir par exemple [Orn]). Comme
I' possede la propriété de Selberg, il existe un sous-groupe d’indice fini
I de T' dont tout stabilisateur de sommet ne se projetant pas dans un
rayon cuspidal ouvert est trivial. Supposons le résultat démontré pour I".
Si la transformation géodésique de TV\GT est mélangeante, alors elle est
Bernoulli d’entropie finie, et son facteur I'\GT est aussi mélangeant et
Bernoulli d’entropie finie. Sinon, le carré de la transformation géodésique
sur I"\GyT est Bernoulli d’entropie finie. Si GyT est invariant par T', alors
le facteur T'\GoT" de I"\GoT est aussi Bernoulli d’entropie finie pour le carré
de la transformation géodésique, et la transformation géodésique de I'\GT
n’est pas mélangeante. Si GoT n’est pas invariant par ', alors T\GT est un
facteur de I"\GoT, donc le carré de la transformation géodésique de T\GT'
est Bernoulli d’entropie finie, et donc la transformation géodésique de T'\GT'
est Bernoulli d’entropie finie (donc mélangeante).

Dans la suite, nous supposons donc que le groupe G, est trivial pour
tout sommet x dans Xj.

Par exemple, le graphe de groupes suivant est isomorphe au graphe de
groupes quotient de 'arbre de Bruhat-Tits de SLy sur le corps Fo((X 1))
par le réseau (de congruence) I' = ker(SL(2,F5[X]) — SL(2,F3)), avec
I; = {P € FyX] : P(0)=0,deg P = i}.

En ce qui concerne le probléeme du codage du flot géodésique, la nou-
veauté par rapport au cas cocompact est de coder les excursions dans les
rayons cuspidaux. La remarque fondamentale (voir [Ser]) est que la pro-
jection dans T\T d’une géodésique de T est un chemin d’arétes, dont les
seuls aller-retours possibles sont dans les rayons cuspidaux maximaux ou-
verts, et qui, s’il fait demi-tour en montant vers un bout, est alors obligé de
redescendre pour sortir completement du rayon cuspidal maximal.
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Considérons ’alphabet suivant, qui est dénombrable infini, sauf si I" est
cocompact (auquel cas il est fini),

A=EX U U (@insr = Tin)/Ti, x {+})

1<i<r, neN

U (T \Tingr — Ti) x {=}) -

Nous munissons 4 de la topologie discrete. Notons que le passage a l'inverse
induit une bijection de (I'; 11 — T n)/Tipn sur Iy n\(Ting1 — Tip) et réci-
proquement. L’alphabet A est muni d’une involution 8 — 3, avec 3 laréte

opposée de Bsi 3 € EX, et (g,4) = (97", —) si g € (Tint1 — Tin)/Tim-

Nous allons définir une partition P de T'\GT, indexée par A, de la ma-
niére suivante. Pour une géodésique ¢ dans T, notons (¢;);cz la suite de ses
arétes consécutives, de sorte que t(¢;—1) = o(¢;) = £(i). Notons qu’avec T
I'application de renversement du temps, on a 7(£); = £_;_;. Pour tout 3
dans A, définissons une partie non vide Eg de GT par :

si B e EXq,alors Eg = {(€GT : {o=(},

Sy Gio Ain  Gingg

sif=(g,+) avec g € (T'i 41 —Tsn)/Lin, alors Eg = {0 € GT : o = ajn,

U = gain, {—p =aip },

sif=(g,—)avec g € s, \(Tint1 —Lin), alors Eg ={l € GT : {y = m,

_ =1 _
1=y Qj,my b, = a0 },
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N — s —
/ N Qio Qin  Aini1
)/ £0)

Les parties du second type codent les géodésiques qui a l'instant ¢t = 0
avancent dans un rayon cuspidal, et vont continuer d’avancer. Celles du
troisieme type codent les géodésiques qui a l'instant ¢ = 0 avancent dans un
rayon cuspidal, et vont faire demi-tour. Celles du quatrieme type codent les
géodésiques qui a l'instant ¢ = 0 viennent de faire demi-tour. Enfin celles
du dernier type codent les géodésiques qui a I'instant ¢ = 0 descendent dans
un rayon cuspidal, et qui descendaient aussi a 'instant d’avant.

LEMME 5.2. — Les parties Eg de GT, pour § dans A, sont compactes,
ouvertes et deuxr o deux disjointes. Leur réunion E est un domaine fonda-
mental strict pour Uaction de T (i.e. TE = GT et si YE N E est non vide
pour un v dans T, alors v =1).

Preuve. — Comme I'; ,, fixe 'aréte a; ,, (et son aréte opposée), les parties
L3 sont bien définies. Par définition de la topologie compacte-ouverte, et
comme 'arbre T est localement fini, elles sont bien compactes et ouvertes.
Comme ga;, # aint1 pour tout g dans I'; 41 — I'; ,,, ces parties sont
deux a deux disjointes. Toute géodésique dans T'_est équivalente modulo
I' & une géodésique ¢ telle que ¢y vaut ou bien 8 pour un § dans F X,
ou bien a;, ou bien a;, pour un n dans N et ¢ dans {1,...,k}. Dans
les seconde et troisieme alternatives, on a respectivement w(¢_,) = a; ¢ et
m(¢n) = @ 0. Donc, quitte & faire agir un élément de I'; ,,, on peut supposer

respectivement que ¢_,, = a; o et £, = T,o- I’ensemble des arétes d’origine
t(a;n) est exactement

{90in : 9€ Tins1—Lin)/Tin} U{tin, aini1} -

Comme une géodésique n’a pas d’aller-retour, on obtient que I'E = GT.
Enfin, comme les stabilisateurs des a;¢ pour ¢ dans {1,...,7r} et des 8
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pour 3 dans E X, sont triviaux, la réunion F est un domaine fondamental
strict. O

En notant encore Eg I'image de Eg dans I'\GT', on obtient donc une
partition P = {Eg}gea de I'\GT, par parties compactes, ouvertes et non
vides.

Considérons la matrice de transition (Ay g)a,gea définie par Ay 5 =1
si 'une des conditions suivantes est vérifiée

(1) a,feEX, t(a) =0(p), #

(2) die {1, . ,7"}, dneN, 3 g € (Fi,nJrl — Fi,n)/Fiyn,
a € EX, = (g,+), ta) = oain), o # @iy

ou

(3) J4 € {1, - ,7’}, dn e N7 3 g € (Fi,nJrl — I‘i,n)/Fivn,
= (g7+)7 ﬂ = (9_17_)

ou

(4) d7 e {1, e ,’f'}, dn e N7 3 g € I‘iﬁn\(r‘i’n+1 — Fi,n)v
a = (97_)7 6 € EXa 0(6) = t(m), ﬁ 7é Qi n

et A, g = 0 sinon. Remarquons que dans le cas (2), on a & = ajp—1 si
n>1, et dans le cas (4), ona S =a; ,—1sin > 1.

Considérons ’espace topologique produit AZ, on pour tout z dans AZ
on note z; la i-me composante de z. Notons o : A% — AZ le décalage
défini par o((z;)jez)i = it1. Notons & : AZ — AZ Vinvolution définie
par £((7;);ez)i = T_i—1. La matrice de transition (As,g)a,se4 définit un
sous-décalage (invariant par o et par k)

Xa={(i)icz €AL - Vi€Z, Ay, 0., =1} .

PROPOSITION 5.3. — L’application itinéraire © : T\GT — X, définie
par £ — (z;);cz o pour tout i dans Z, on a ¢'({) € E,, est un homéo-
morphisme, rendant les diagrammes suivants commutatifs :

\GT -2 Xy Ngr -2 X,
el lo Tl LK
NGT -2 Xy NGT -2 X,
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Preuve. — On vérifie que pour tous les «, 8 dans A et £ dans GT tels
que @~ !(¢) appartienne & TE,,, on a A, 3 = 1 si et seulement s’il existe une
géodésique ¢’ dans T telle que £’ et £ coincident sur |—oo,0] et £/ € T'Eg. Ceci
montre que 'application © est bien a valeurs dans X 4, et qu’elle est surjec-
tive. Comme une géodésique est déterminée par la suite des arétes qu’elle
traverse et comme le stabilisateur d’une aréte de X est trivial, ’application
O est injective. Les parties de la partition P sont définies par des conditions
ne portant que sur l'aréte £y d'une géodésique ¢, et éventuellement sur un
nombre fini d’arétes supplémentaires. Par définition des topologies sur GT'
et A%, on en déduit que © est un homéomorphisme.

Le premier diagramme est commutatif par définition de ©. Pour montrer
la commutativité du second diagramme, on vérifie que pour tout 5 dans A
et £ dans I'\GT', on a (par une étude cas par cas pour la seconde équivalence)

Oor(l)g=p <= 7({) € By <= ¢({) € B < £oO({)g=7.

1 1

En utilisant que poT =709 et ok =K00™
commutativité du premier diagramme. O

, on conclut alors par la

A T’aide de la mesure de Bowen-Margulis m,,, construisons une mesure
de probabilité v sur ’ensemble discret dénombrable A. Posons, pour tout 3
dans A,

vg = v({B}) = meu(Ep).
Comme my, est une mesure de probabilité sur T\GT, et que P est une
partition de T'\GT', la mesure v est bien de masse totale 1. Comme les Eg
sont des ouverts non vides, et que mg,, est une mesure de support total car
T = Tt min, les vg sont strictement positifs.

Considérons la matrice I = (74 3)q,gea, définie par

-1
ﬂ-a,[j:mBI\/I[@(g) c Eﬁ | Y c Ea]: mBM(<)0 (Eﬂ) A EO&) — mBM(SO(Ea) N Eﬁ) .
VQ VOC
La matrice II est une matrice stochastique sur A, de mesure station-
naire v. En effet, comme P est une partition de T'\GT', et comme mgy est
invariante par ¢, on a immédiatement que ZB Ta,3 = 1 pour tout a, et
Y o VaTa,3 = Vg pour tout 3.

Notons sy la mesure de Markov sur A% associée & (IL, v) (voir les rappels
précédents I’énoncé du théoreme 4.4).
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PROPOSITION 5.4. — La mesure de Markov uy est de support X4, et
O.mpy = .

Preuve. — On remarque que 7, 3 est nul si et seulement si A, g est nul,
ce qui montre, avec le fait que les vg sont strictement positifs, que le support
de pry est X4.

Puisque myy est invariante par ¢, comme © est un homéomorphisme qui
conjugue @ et o, la mesure ©,mgy est une mesure borélienne de probabilité,
invariante par o. Comme mpy(Eqy) = Vo, = 11|20 = ap), pour établir que
O.mgy et pr sont égales, il suffit de vérifier que ©,mg,, vérifie la propriété
de Markov, c’est-a-dire que pour tout k dans N et tous a_y,...,a_1, a0,
dans A, on a

O.mpuZ1 =120 =0, Z-1 =a_1,..., 2 = 0} = Tay3 -

=1
et que Aq, g = 1, sinon le résultat est immédiat. Notons F), = W*(Es_, )N
gok’l(E,L(kfl))ﬂ. ..NEq, et F| = F,N¢~1(Eg), qui sont donc des compacts
ouverts non vides. Le membre de gauche de 1’équation ci-dessus est égal a
Mpm(Fy)/Men(Fi). Comme 7oy 3 = Mpy(F§)/mem(Fo), il suffit donc de
montrer que Mpy (F})/Mpum(Fi) ne dépend pas de k.

On peut supposer, pour tout ¢ dans {1,...,k}, que A,_

i X—(i—1)

Soit ag I'aréte de T définie comme le relevé précédemment choisi de oy si
ap est dans EX, par g = @;,, sl ag = (g, +) avec g € (T 41 —Lin)/Tin,
et par ag = ﬁ siag = (g, —) avec g € T'; ,\(I'; 41— ). Nous utiliserons
le paramétrage de GT par 0T X Z défini par le point base u = o(ap).

Montrons que Fj, (resp. F}) est 'image injective par la projection cano-
nique @ : GT — T\GT d’une partie F}, (resp. ﬁ,;) de GT de la forme
Vi x U x {0} (resp. Vi, x U’ x {0}), avec U,U’, V, des parties de 9T, telles
que U, U’ ne dépendent pas de k et sont disjointes de V4, et telles que toute
géodésique entre un point de Vj et un point de U (resp. U’) passe par u.
Alors pour tout (_, &) dans Vi, x U (resp. Vi xU’), on aura d,,(§—,&4) = 1.
Donc, par définition de la mesure de Bowen-Margulis (voir la partie 2.2),

mBM(F]:;) - mBM(ﬁ]:;) _ Mu(U/)

mBM(Fk) mBM(ﬁk) Mu(U) ,

qui ne dépendra pas de k, ce qui montrera le résultat.

Comme les F}, sont des compacts non vides décroissants en k, il existe
au moins une géodésique £* (que 'on fixe) dans T" dont I'image par 7’ est
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un élément de (), 7, telle que £5 = ap (ce qui est possible, car Fj, est
contenu dans E,, ). Par définition des Eg, tout élément de F}, (resp. F}) se
releve en au moins une géodésique £ de T telle que £y = £7,, ..., Ly = £§
(resp. b_p =L, ..., Lo = £, 01 = [}), et en particulier ¢ passe & l'instant
t = 0 par le point u. Nous allons maintenant définir V}, et U (resp. U’) en
discutant suivant les valeurs de av_, et g (resp. ), voir le dessin ci-dessous.

a_ € EX) ag € EXy
o — { Qi n Q= A5 m
* e ) °= L (h+)
y h, —
Ok = {Sj : ap = {(a— )
1M 7,m

Si a_y est dans E Xy, posons Vi, = aﬁikT
Si a_y vaut a;, ou (g,+) avec ¢ € (I 41 — Iipn)/Tin, alors posons
Vi, = 8@* o nT.
Si a_y vaut (g,—) ou @, avec ¢ € T'; ,\(Tiny1 — I'in), alors posons
Vi, = (%* 1T.
Si ag est dans EXy, posons U = 8—T
Si o vaut aj,, ou (h,+) avec h 6 (Tjmt1 — I'jm)/Tjm, alors posons
U= &IT
Si ag vaut (h,—) ou @, avec h € I'; ) \(I'jm+1 — I'jm), alors posons
U= BZTT
Si 3 est dans EX(, posons U’ = 8—T
Si 8 vaut a;., ou (h,+) avec h = (Tjm+1 — I'jm)/Tj.m, alors posons

= %T.
Si B8 vaut (h,—) ou @, avec h € I'; ,\(T'jm+1 — I'jm), alors posons

=0—T.
1n+1

Par construction, les parties U et U’ ne dépendent pas de k et sont
disjointes de Vj. Toute géodésique entre un point de Vj et un point de U ou
U’ passe par u. On vérifie que si Fj, = Vj, xU x {0} (resp. F}, = Vi xU’ x{0}),
alors par construction des EAY7 tout élément de Fj, (resp F] ) admet un
unique relevé dans Fj, (resp. Fk) Donc la restriction de 7/ & F}, (resp. Fk)
est injective, d’image F}, (resp. F}). Le résultat en découle. O

PROPOSITION 5.5. — L’entropie de la partition P est finie.
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Preuve. — Notons pour simplifier I'y = T'g,, 6 = or, 6; = or, et
u; = 0(ai0).
Rappelons que 'entropie hp de la partition P pour la mesure mg,,; est

hp = Z Vo(—logry) .

acA

Calculons v, pour a dans A — EXy (car EXy est fini). Par définition,
la partie E, de GT est, dans le paramétrage de GT défini par le point
base u; (pour un certain ¢ dépendant de «, précisé ci-dessous), de la forme
V xU x {to} pour un t, dans Z et U,V deux parties disjointes de 9T, telles
que toutes les géodésiques entre V' et U passent par u;. Donc

sl a = @ p, alors vy = iy, (6(;‘;T)/Jui (0 —==1T),

A n+1
—~— —_— —~
RN ai,o ai'n ai,n+ -
Lo Ui £(0) ~o

sl o =Gy, alors vy = fiy, (0 == T) i, ((“)(;:T),

Qj,n41

sia = (g,+)avecg € (I'; nt1—T%0)/Tin, alors vg = py, (6‘(}~(}T),uui (0 ~T),

gai n
~sago 4(0) ain

o - °
_ /,’U,l - //.
gai,n

1
‘.

sia= (97", —)avec g € (Tipnt1 — Lin)/Tin, alors
Vo = Hu; (agﬁjLT)Nui(at{;)T)
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Par le théoréme de la densité fluctuante de Sullivan (voir [HP1, Theo. 4.1]),
si &; est un point parabolique borné, si I" est de type divergent, et s’il existe
une constante ¢y > 1 telle que

1
— et L Card{y €Ty : d(ui,yu;) <n} <coe’™,
Co

alors il existe une constante c¢; > 1 telle que pour tout n dans N, on a

Ciez(ai—a)n <, (0—=T) < c1e2=0m
1 @i,n

(Pour les variétés riemaniennes (complétes), cette propriété a été démontrée
par Sullivan dans le cas de volume fini et de courbure négative constante,
et par Stratmann et Velani dans le cas géométriquement fini et de courbure
négative constante. Dans [HP1], elle est énoncée dans le cas de la courbure
négative variable, mais la preuve est faite d’une part par des arguments de
comparaison avec les arbres, qui sont valables dans notre cas, et d’autre
part par des arguments de limites, mais une limite (pour la topologie de
Hausdorff-Gromov pointée) d’arbres de valences uniformément bornées est
encore un arbre localement fini. Voir aussi [HP2, Prop. 3.2].) Notons que les
hypotheses de ce résultat sont vérifiées, par la proposition 3.1. Comme de
plus d; = 6/2 par la proposition 3.1, on a

—e g < o, (6‘—T) cre 0.
C1 Aj,n

Remarquons, pour g € I'; 41 — I'; »,, que o(ga; o) appartient & l'orbite
de u;, et que d(u;, 0(ga; o)) = 2n. Par le lemme de ombre de Sullivan (voir
par exemple [Rob, Lem. 1.3] dans un contexte plus général), il existe donc
une constante ¢z 2 1 telle que pour tout n dans N et g dans I'; ,, 11 — I' p,

i —2né

e < f, (8

T) < 026_2”5 .
Co gai,o

Remarquons que 8 NT C 8 —~ T Cc o=T.

Aj,n

Posons c; = min; i<y flu, (8 T) et c3 = maxjci<r fu; (8 T) Comme les

valences de T sont umformement bornées, il existe un N dans N qui majore
le cardinal de (I'; 41 — I n) /T pour tout ¢ et n. Donc

Z - (VaL o logve, ,, + v log g n)
1<i<r, neN
< Z 2rcred e 0t (5(n 4 1) 4 log C—1> )
neN “s
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et, la premiére somme suivante portant sur les g dans (I'; 41 — L'y ) /Tin,
pour 1 <7 < retndans N,

> = (Mg log g + Vg1 ,—) log vg-1.1))

c
< Z 2Nrczc§e_26"(25n + log —E) .
C3
neN
Comme § > 0 (voir la proposition 3.1), ces deux sommes convergent, ce qui
montre le résultat. (]

Terminons maintenant la preuve du théoreme 5.1. Par les propositions
5.3 et 5.4, les systémes dynamiques mesurés (I'\GT, mpy, ©) et (X a, g, o)
sont conjugués par O.

Supposons tout d’abord que Ly = Z. Alors (T\GT, mpy, ¢) est mélan-
geant par la proposition 3.3, donc (X 4, 1, o) aussi. L’homéomorphisme ©
envoie par construction la partition P de I'\GT sur la partition génératrice
{{(zi)iez : 2o = a}}aeca de Xa. Donc par la proposition 5.5, le systéme
(Xa,pum,0) est un décalage de Markov mélangeant sur un alphabet
dénombrable, de partition génératrice d’entropie finie. Il est bien connu
qu’un tel décalage est conjugué a un décalage de Bernoulli, voir par exem-
ple [FO] lorsque I'alphabet est fini, et [Tho, sect. 8] pour l'extension & un
alphabet dénombrable de partition génératrice d’entropie finie.

Si Lt # Z, alors Ly = 27, car T' = Tt min €t n’a pas de sommet de va-
lence 2. Donc (I'\GT, Mgy, ) n'est pas mélangeant, mais (T'\GoT, My, ©2)
lest, par la proposition 3.3. En remplagant les arétes par les suites de deux
arétes consécutives d’extrémités deux sommets de T a distance paire du
point base de T', on construit de maniere analogue a ce qui précede un
codage de (I'\GoT, mpy,»?) par un décalage de Markov sur un alphabet
dénombrable, de partition génératrice d’entropie finie. Le théoreme 5.1 en
découle. (|

Le théoreme 1.2 de I'introduction est un corollaire du théoreme 5.1, par
la discussion précédant la proposition 3.3.

6. Le flot géodésique sur un graphe de groupes

Dans cette partie, nous nous intéressons au codage du flot géodésique
sur un arbre quotienté par un sous-groupe d’automorphismes, sans supposer
le sous-groupe discret ni méme ’arbre localement fini.
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6.1. Flot géodésique d’ordre 1 sur un graphe de groupes

Soit (X, G,) un graphe de groupes. Posons :

Q= H Pe! (Ge/)\Go(e)/pg(Ge) :

e,/ €EX : o(e)=t(e’)

On munit Q x EX de la topologie discréte et ¥ = (2 x EX)Z de la
topologie produit. Si (X, G.) est un graphe fini de groupes finis, alors Qx EX
est fini, et X est compact. On note o le décalage a gauche sur X.

Notons ¥ ’ensemble des éléments (g;, €;);cz de ¥ tels que, pour tout ¢

dans Z,

(1) ofei) = t(ei—1)

(2) gi € pei—l(Gei—l)\Go(ei)/pa(Gei)

(3) sie; =e_1, alors g; ¢ pe(Ge,) -
Cette derniere condition dit simplement que si e; = €;,_1, alors g; n’est pas
la double classe triviale.

On appelle flot géodésique d’ordre 1 sur (X, G4) le sous-décalage (3¢, o).
Il est immédiat que o préserve X, et que les conditions définissant ¥y sont
«locales». Ainsi, lorsque (X, G,) est un graphe fini de groupes finis, le sous-
décalage (X, 0) est de type fini.

PROPOSITION 6.1. — Soit T un arbre, et I' un sous-groupe de Aut(T).
Si (Xo,0) est le flot géodésique d’ordre 1 du graphe de groupes quotient
I'\\T', alors il existe une application continue surjective 0 : T\GT — ¢ qui
rend le diagramme suivant commutatif

NGgr - TI\GT
0] 16
20 —_— EO

Preuve.— Soit (X,G.) = T\\T' et 7 : T — X = I'\T la projection
canonique. Dans un premier temps, on construit une application 0: agTr —
Y- Soit f une application simpliciale de R dans T'. Pour ¢ dans Z, notons f;
Paréte f([i,i+ 1]) d’origine f(i) et posons e; = 7(f;). On a alors t(e;—1) =
mo f(i) = o(e;).

On reprend les notations de la définition du graphe de groupes quotient
I"\T dans la partie 2.1, ou l'on avait fixé des relevés € et v dans T' d’une
aréte e et d’'un sommet v de X, et choisi un élément g. dans I' pour toute
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aréte e. Comme 7(f;) = w(€;) = ey, il existe h; dans T tel que h;f; = €;.
L’élément h; est bien défini modulo multiplication a gauche par un élément
du fixateur de l'aréte €;, qui est un élément de G.,. Posons

9 =9, " hioihy g (%)
L’élément g; fixe 7o f(i), il appartient donc a Go(e,) = Gy(e,_,) (voir la fig-
ure suivante). L’élément g; est défini modulo multiplication & gauche par un
élément de g; ' Ge,_ ge,_, = pe,_,(Ge,_,), ainsi que modulo multiplication
a droite par un élément de g;_ilGei ger = pe(Ge,). Nous noterons encore g;
la double classe de g; dans le double quotient pe, , (Ge,_,)\Go(e,)/pei(Ge, )

—_—
f@)  ~~__h
e (
/ \,

» 4
—— *—»
oo w._ v o
€i-1 gei_1 == -/Q\_—/‘ -7 gEi €

™o f(i)
LT
y
€i—1 €

Remarquons que si e; = €;_1, alors
fz 1*h 162 1*h 162 1*h 161~

Donc f est localement injective si et seulement si pour tout ¢ dans Z, on a
fi # fi_1, donc si et seulement si

e ou bien e; #¢€; 7 ;

e ou bien ¢; = ;7 et giggjlé + gelilé'i .

Cette derniére inégalité est équivalente a la non-appartenance de g; a pe(Ge, ).
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Posons alors 6(f) = (g, €i)iez- Par construction, 'application 0 est
valeurs dans g, et est invariante par I, elle induit donc une application
0 :T\GT — %;. Par construction, on a fop =0o 0 6.

Montrons que 6 est surjective, ce qui entraine que 6 est surjective.
Soit (g, €i)iez un élément de Xg. Pour tout entier relatif 4, on choisit un
représentant dans la double classe g;, encore noté g;. Posons fy = € et
ho = id. Montrons par récurrence sur n > 1 que pour tout 1 <k <n—1,il
existe des arétes fr de T et des éléments hy de G tels que

t(fo—1) = o(fx), hi'ern=fu et gr=g." hu_1hy 9o -

Pour n = 1, on prend h; = gagflge_ol et fi = hi'ey, alors : o(f)) =

Geo 919 0(€1) = geogr0(er) = ge,0(e1) = t(€y) = t(fo). Supposons que
I’hypothese de récurrence soit satisfaite au rang n. Posons :
hn, = (h;ilgenflgnge;nl)il .

Alors la relation g, = g;!  hn_1hy, ' ger est vérifiée, et h, ! envoie o(e;,) sur
(fn 1) En effet

hpto(en) = hilige, 1 gngero(€n) = hylige, ,gnolen)
= h, llgen 1 ( ) - hn lt(efn\:l) = t(fn—l) .
Maintenant, posons f, = h,'e,. L'origine de f, est bien ¢(f,—1). Pour

1 <k <n, les arétes fi et les elements hi de G vérifient donc ’hypothese
de récurrence au rang n + 1.

On fait une construction similaire pour n < 0. Notons f : R — T
lapplication simpliciale telle que pour tout ¢ dans Z, f([i,i + 1]) = f;.
Alors f appartient & GT (par la condition (3) de la définition de %) et
H(f) (94, €i)icz, ce qui montre la surjectivité de 0.

Montrons maintenant que § est continue, ce qui entgaine que 0 est con-
tinue. Si f et f’ sont deux géodésiques de GT, posons 0(f) = (gi, e:)icz €t
g(f’) = (9., €});ez- Supposons que f et f’ coincident sur [—N, N], alors pour
tout entier ¢ de [-N, N], on a e; = w(f;) = n(f!) = €}, et on peut supposer
que h; et h; coincident. La formule (x) montre alors que g; et g, coincident
pour i entier dans [—(N — 1), N — 1]. Ceci montre que 0 est continue par
définition de la topologie-produit. O

Malheureusement, I’application 6 n’est pas toujours injective. Elle 1’est
si les stabilisateurs d’arétes G, pour e dans FX, sont triviaux. Mais quand
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il existe un élément (non trivial) de T' qui fixe un rayon géodésique de T,
cela crée des problemes de propagation d’éléments dans des stabilisateurs
d’arétes.

6.2. Actions acylindriques de groupes sur les arbres

Soit k un entier strictement positif. Comme le fait Z. Sela [Sel], nous
dirons qu’une action simpliciale (sans inversion) d’un groupe I" sur un arbre
T est k-acylindrique si le fixateur d’un chemin (localement) injectif de k
arétes consécutives est trivial. Nous dirons qu’une action est acylindrique
'l existe k dans N — {0} tel que action soit k-acylindrique. Par exemple,
une action est l-acylindrique si elle est a stabilisateurs d’aréte triviaux.

Remarque 6.2. — En fait, dans la définition originale, Z. Sela demande
aussi que laction soit minimale (i.e. sans sous-arbre invariant non vide
propre) et réduite (i.e. si le stabilisateur d’un sommet v admet exactement
deux orbites d’arétes d’origine v, alors chacune de ces deux orbites est de
cardinal au moins 2.) Ici nous n’aurons pas besoin de ces deux hypotheses.

Remarque 6.3. — Beaucoup d’actions de groupes sur des arbres sont
acylindriques, voir [Sel], mais il existe des arbres T localement finis et des
sous-groupes discrets cocompacts I' de Aut(T), tels que l’action de T sur T
ne soit pas acylindrique. Par exemple, 'action du groupe fondamental du
graphe fini de groupes finis suivant

0
sur son arbre de Bass-Serre n’est pas acylindrique.

Avant de donner dans la partie 6.3 un théoréme de codage pour des
actions acylindriques, nous donnons quelques exemples. Le résultat suivant
est sans doute bien connu, nous n’en donnons une preuve que par souci de
complétude.

PROPOSITION 6.4. — Soit T un arbre localement fini, I' un sous-groupe
de Aut(T), tel que T\T soit fini et les stabilisateurs d’aréte soient finis.
Alors Daction de I' sur T n’est pas acylindrique si et seulement s’il existe
des éléments h,g de T tels que
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e h est non trivial et admet un point five dans T,
e g n‘admet pas de point fire dans T,

e h et g commutent.

Preuve. — Supposons qu’il existe h et g comme dans I’énoncé. Comme g
n’a pas de point fixe, il admet un axe de translation A,. Cet ensemble A, est
(I'image d’)une géodésique de T, et est invariant par g. Sur A,, Papplication
¢ induit une translation de distance de translation A = inf,cp d(z, gz) > 0.
D’ailleurs, Ay est I'ensemble des points  de T tels que d(z, gz) = A (voir
par exemple [Ser]).

Comme h commute avec g, I’application h préserve A,. L’ensemble des
points fixes de h (qui est non vide) rencontre tout sous-arbre non vide de
T invariant par h (voir par exemple [Ser]). Donc A, contient au moins un
point fixe x de h, et pour tout n dans Z, I'isométrie h fixe g"x. Donc h fixe
la droite géodésique A4 (qui est de longueur infinie). Donc I'action n’est pas
acyclindrique.

Réciproquement, soit N dans N tel que N — 1 soit le maximum des car-
dinaux des stabilisateurs des arétes de T (ces stabilisateurs sont en nombre
fini modulo conjugaison). Soit N’ le nombre d’arétes (tenant compte des
deux orientations possibles) de T'\T'. Soit ¢ un chemin d’arétes géodésique
dans T, fixé par un élément non trivial A’ de T", dont la longueur est stricte-
ment supérieure & k = N’(N + 1). Alors il existe au moins N + 1 arétes de
¢, notées (€;)icqo,..., N}, orientées compatiblement le long de c et numérotées
dans l'ordre ou on les rencontre en parcourant c¢, dont les images par la
projection canonique m : T — T'\T coincident (en tenant compte aussi de
Porientation). Il existe donc g1, ..., gy dans T tels que g; envoie eq sur e; en
préservant 'orientation. Comme A’ fixe ¢, il existe h; dans le stabilisateur
de eg tel que A’ = gihigjl. Par définition de N, il existe i # j tel que
hi; = hj;. On peut toujours supposer (quitte & permuter) que l’aréte e; est
entre I'aréte ey et 1'aréte e; sur c¢. On pose alors h = h; = h;. L’élément h
est bien non trivial (car k' I’est) et fixe un point de T'.

Rappelons (voir par exemple [Ser]) que si une isométrie v d’un arbre
envoie une aréte e sur une aréte distincte ¢’ (en tenant compte aussi des
orientations) et s’il existe un chemin d’arétes orienté géodésique contenant
e et €’ avec orientations compatibles, alors v n’a pas de point fixe, et admet
un axe de translation contenant e et €’.
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Posons g = gj_1 g;- Comme l'aréte e; est contenue dans le sous-chemin
d’arétes orienté de c entre ey et e;, et comme g; envoie ey sur e; (avec les
orientations), on en déduit que les arétes g; lej et eg sont contenues avec
orientations compatibles dans un chemin d’arétes orienté géodésique. Donc
g, qui envoie g; 'e; sur ey (avec orientations), n’a pas de point fixe. De plus,
onah' = gihigi_l = gjhjgj_l, donc les éléments h et g commutent. O

Remarque 6.5. — Un automorphisme sans point fixe d'un arbre est
d’ordre infini. Rappelons qu’un groupe est localement finisi tout sous-groupe
de type fini est fini. Si T\T et les stabilisateurs d’aréte sont finis, alors, par
la proposition 6.4 précédente, I’action de I sur 7" est acylindrique si l'un des
deux cas suivants est vérifié :

e le centralisateur de tout élément d’ordre infini est cyclique,

e le centralisateur de tout élément non trivial ayant un point fixe est
localement fini.

PROPOSITION 6.6. — Soit T un arbre localement fini, et I' un sous-
groupe géométriguement fini de Aut(T). Alors, il existe un arbre T' et une
action de T sur T’ qui vérifient :

o I\T" est fini,
o les stabilisateurs d’aréte de T' sont finis,
o les stabilisateurs de sommet de T’ sont localement finis,
e il existe une application simpliciale équivariante de T dans T'.
De plus, la transformation géodésique de T\GT, en restriction a un Gs-dense

de mesure de Bowen-Margulis totale de T\GTT min, $’obtient par suspension
topologique de la transformation géodésique de T\GT".
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En outre, si I' posséde la propriété de Selberg, alors il existe un sous-
groupe d’indice fini I de I dont l’action sur T' est acylindrique.

Remarque 6.7. — Lorsque IT" est un réseau uniforme, ceci est évident. En
effet, T = T convient et, par des arguments de [Ser], le groupe I" contient
un sous-groupe libre d’indice fini, agissant librement sur 7', donc de maniere
1-acylindrique.

Preuve. — Comme T se rétracte de maniere I'-équivariante sur 7Tt min,
nous pouvons supposer que 1" = Tt min. Par définition, le graphe de groupes
quotient (X, G.) = T'\\T est réunion d’un graphe fini de groupes finis et d'un
nombre fini de rayons cuspidaux (maximaux), notés (Ry, Gs), ..., (R, Gx).
Pour i dans {1,...,7}, notons R, le rayon R; privé de son sommet origine
et de son aréte ouverte initiale, et (v; n),eN les sommets consécutifs de R;.
Notons 7 : T'— X la projection canonique. Soit ~ la relation d’équivalence
sur T engendrée par © ~ y si et seulement s’il existe ¢ dans {1,...,7} et
une composante connexe de 7~ !(R}) contenant x et y. Notons T” I'espace
quotient de T' par ~. Comme les composantes connexes des 7~ (R.) sont
des sous-arbres deux & deux disjoints de T, ’espace T” est un arbre, et
la projection canonique f : T — T’ est simpliciale. Puisque la relation
d’équivalence ~ est invariante par I', si ’on munit 7" de I’action quotient
de T', alors f est I'-équivariante.

Pour tout sommet v de T, si v n’appartient pas a 7—'({J;_, R}), alors
le stabilisateur dans I' du sommet f(v) de T” est fini (égal au stabilisateur
de v dans T'). Si, par contre, v appartient & une composante connexe de
7 Y(R!), alors le stabilisateur de f(v) est conjugué au groupe localement
fini qui est la limite inductive des groupes des sommets de R;.

Notons G*T le Gs-dense de GT formé des géodésiques dont aucun bout
n’est un point parabolique borné pour I'. Posons X1 = X —n~! (U._; R/).
Notons G1 T le sous-espace I-invariant de G¢T formé des géodésiques ¢ telles
que d’'une part £(0) appartienne & Xi, et d’autre part si £(0) est dans
7 {vi1 : i € {1,...,7}}), alors £(—1) ne soit pas dans lintérieur de

Uiz B

Pour ¢ dans G1T', notons 7(¢) 'entier non nul, valant 1 si £(1) € X5 et
valant 1+min{n € N—{0} : ¢(n) € X;} sinon. Il s’agit du temps de premier
retour dans G, 7" de 'orbite de ¢ par la transformation géodésique . Notons
Y : GiT — G T Papplication de premier retour, définie par 1 : £ — 7 (¢).

Soit £ une géodésique appartenant & G4T. Alors chaque composante con-
nexe de ((R) N7~ (|J;_, R}) est un segment compact. La restriction & ¢(R)
de f écrase en un point chacune de ces composantes connexes. L’image par
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f:T — T de {(R) est donc I'image d’une géodésique 8¢ de T’, d’origine
0¢(0) = £(¢(0)), de sorte que f : £(R) — 0¢(R) préserve l'orientation. Notons
¢ : GT" — GT’ la transformation géodésique pour T".

T/

L’application 0 : GiT — GT" définie par ¢ — 6¢ est un homéomorphisme
qui rend le diagramme suivant commutatif:

ar - gr
Y| iy
ar -+ gr

De plus, ce diagramme commute avec ’action de I'. Donc la restriction
a T\G!T de la transformation géodésique sur I'\GT est topologiquement
conjuguée & une suspension de la transformation géodésique pour T'\GT".
La mesure de Patterson-Sullivan de tout point parabolique borné est nulle
(voir [DOP] dans le cadre des variétés, et [Rob] plus généralement). Comme
il n’y a qu’un ensemble dénombrable de points paraboliques bornés pour T,
le sous-espace G*T est donc de mesure pleine.

Si T possede la propriété de Selberg, alors il existe un sous-groupe I'
d’indice fini de T, tel que le graphe de groupes quotient IT'\\T soit réunion
d’un graphe fini de groupes triviaux, et d’'un nombre fini de rayons cuspi-
daux. Tout élément non trivial de TV, fixant un point de T”, fixe donc un
unique point de T”, dont le stabilisateur est localement fini. Par la seconde
assertion de la remarque 6.5, I'action de I sur T” est donc acylindrique.
O

Remarque 6.8. — Soit T un arbre localement fini, et I' un sous-groupe
de Aut(T') tel que T'\\T soit réunion de n rayons cuspidaux de groupes,
recollés en leurs origines. S’il existe m dans N — {0} tel que 'action de I" sur
les m-uplets de points deux a deux distincts de 9T soit libre, alors 'action
de T sur 7" (construit dans la preuve ci-dessus) est (2m — 1)-acylindrique.
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Remarquons que le graphe de groupes T'\\7” est alors une étoile de
groupes de la forme

Ga N

avec, lorsque T est discret, G,GY, ..., G des groupes finis, et Gy,...,G,
des groupes localement finis.

Preuve.— La projection dans T'\T’ d’un chemin d’arétes géodésique ¢
dans 7", de longueur 2m — 1, comporte m — 1 allers-retours plus une aréte,
donc est la projection d’'un chemin d’arétes géodésique de T pénétrant
dans m — 1 + 1 horoboules distinctes de la famille I'-invariante maximale
d’horoboules d’intérieurs disjoints. Tout élément de I fixant ¢ fixe donc dans
0T les m points a l'infini de ces horoboules. (]

Les hypotheses de cette remarque sont vérifiées, avec n = 1 et m = 3,
lorsque l'on considere le groupe I' = PGL(2, F,[X]) agissant sur I'arbre de
Bruhat-Tits T’ de (PGL2,F,((X™1))). En particulier, comme annoncé dans
I'introduction, I’action de I" sur T' n’est pas acylindrique, mais celle de I" sur
Parbre T” associé a T par la preuve de la proposition 6.6 est 5-acylindrique.

6.3. Flot géodésique d’ordre k sur un graphe de groupes

Soit (X, G) un graphe de groupes et k > 0 un entier. Un k-chemin de X
est une suite (eg, e1,...,ex) d’arétes de EX telles que t(e;—1) = o(e;) pour
i=1,...,k Pour tout k-chemin, le groupe produit G., x G¢, X ... X G,
agit sur 'ensemble Goe,) X Goey) X -+ X Go(e,,) PAr

((O‘Oa Qp, ... 70‘16)’ (gla cee agk) = (pﬁo (Ozo) 9 Pa(afl)a B
P (k1) gr per(a 1)) -

Notons G(eg, e1,...,ex) ensemble quotient. Nous noterons [g1,...,gx] la
classe d'un élément (g1, ..., gx) de Goe,) X Goey) X -+ X Go(ey)-

Considérons les trois applications
(917--«79k) = (927"'7916)7 (glv"'7gk) = (glv"wgkfl) et (glv"‘vgk) — gk
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(les deux premieres n’étant définies que si k& > 2). Elles induisent des sur-
jections pr; : G(eg,e1,...,ex) — Gler,...,ex), pry : G(eg,e1,...,65) —
G(eg,...,er—1) et prg : G(eg, e1,...,ex) — G(eg—_1,ex).

Remarquons d’ailleurs que G(ex—1,€x) = pey_, (Ge,_1 )\Go(er)/ Per(Gey)-

Notons €’ la réunion disjointe des ensembles G(eg, e1,...,€ex) pour tous
les k-chemins (eg,eq,...,ex) de X. Munissons I'ensemble ' x EX de la
topologie discréte et 'ensemble X' = (O x EX)Z de la topologie produit.
Remarquons que si (X, G.) est un graphe fini de groupes finis, alors ' x EX
est fini. Notons encore o le décalage & gauche sur ¥'.

Notons ¥j Pensemble des éléments ([g:.1,gi,2,- - -, 9i k)]s €i)icz de X' tels
que pour tout entier i,

(1) ofe;) =t(ei-1)

(2) (9159625 9ik) € Gl€imky-- - €i—1,€:)

(3/) pr ([91179227-”791 k]) :pr2([gz+1,1>gi+1,27'~-agi+1,k])
(4") sie; =e1, alors pr3([gi1, 9i2s -+, Gik)) & Per(Ge,) -

Définissons alors le flot géodésique d’ordre k sur (X, G.) comme le sous-
décalage (X, o). Lorsque k = 1, on retrouve la définition de la partie 6.1.

11 est immédiat que o préserve Xf, et que les conditions définissant X
sont «locales» (au temps i, elles ne dépendent que du temps i et des k
termes précédents). En particulier, (X, o) est un sous-décalage de type fini
lorsque (X, G,) est un graphe fini de groupes finis.

Montrons maintenant le résultat suivant :

THEOREME 6.9. — Soit T un arbre et T' un sous-groupe de Aut(T).
Supposons que Uaction de I' sur T soit k-acylindrique. Alors la transforma-
tion géodésique quotient est topologiquement conjuguée a un sous-décalage.

Plus précisément, si (3{,0) est le flot géodésique d’ordre k du graphe de
groupes quotient T\\T', alors il existe un homéomorphisme ' : T\GT — %
qui rend le diagramme suivant commutatif

NGgr % TI\gT
ell lel

o

pIA — poA

Lorsque T est localement fini, et I' un sous-groupe discret cocompact,
ce résultat est déja connu : voir [Moz] pour un cadre algébrique (rappelé
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en introduction), qui s'étend en rang supérieur; voir [CP] pour le cadre
plus général des groupes hyperboliques, par des méthodes utilisant leur
dynamique sur leur espace a 'infini.

Preuve.— Considérons 'application 0. GT — X4, définie par

@(f) = ([gzekﬂa e agiflagi]vei)ieZ )

en reprenant dans la démonstration de la proposition 6.1 les objets f;, e;, hi, g;
associés a f. Elle est bien définie, car la classe de (g;—g+1,---,9i—1,9;) dans
Pensemble quotient G(e;—g, ..., e;—1,€;) ne dépend pas du choix des h;. On
vérifie immédiatement que les conditions (1’)-(4’) ci-dessus sont satisfaites

pour GN’(f)

De la méme maniere que pour 5, I’application 0 :GT — %{, est continue
et I'-invariante. L’application
p: (9,15 9i25 -+ Gk, €i)iez = (Pr3([9i15 Gi2s -+ Gik])s €i)iez

est une application continue de 3, sur Xg. Il est immédiat que p o 0 =0.

Montrons que 0’ est surjective. Soit ([g:,1,9i,2, - - - §i k], € )icz Un élément
de %j. Montrons que pour tout entier i, il existe un élément g; de G, (c,) tel
que

Gi—kt1s--1G9i-1,0i) = [91‘,1,92',27 e ,gi,k]

dans G(€;—gy1,..-,€i—1,€;). Posons g_x41 = goa, -+, g-1 = Gok—1 €t
go = go,k- Construisons les g, pour n > 1 par récurrence sur n (et de
maniére similaire les g_,, pour n > k).

Soit n > 0, et supposons construits g_x41,- . ., gn. En particulier, I’égalité

[gnfkﬂrla <oy 9n—1, gn] = [gn,h In,2, - agmk]

est vérifiée dans G(ep—g+1,---,€n—1,€y). Par la condition (3'),

Pry [gn—kﬂ, s 7gnflagn] = Pf2[9n+1,1,9n+1,27 cee ,gn+1,k] .

Donc il existe hy dans G .., hi dans G.,, tels que

€n—k+1) °
Irn—k+2 = Pen iy (P1)Gnt1,1P8, _in(h2) ™',
gn = pen_l(hkfl)gwrl,kflpén (hk)il .

Posons maintenant gn+1 = pe,, (Ak)gn+15. Clest un élément de G
De plus,

€n41°

[gn—k+27 <- 5 89n, gn-‘rl] = [gn-i-l,la In+1,25- - 7gn+1,k] )

ce qui termine la récurrence.
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Par la surjectivité de 0, il existe f € GT tel que 6(f) = (g;, ei)icz.- Alors,
par construction de 09’ il est immédiat que 0’(f) ([9i1, 9525 - - Gik)s €i)iezs
ce qui montre la surjectivité de 0.

D’apres ce qui précede, 'application ¢’ induit une application continue
surjective ¢’ : T\GT — ;.

Montrons que 6" est injective. Soient f, f’ dans GT tels que 5’(]‘) =
9~’(f ). Montrons qu’il existe v dans T" tel que f' = ~f. Notons f/, e}, hl, g
les objets correspondants pour f’ & ceux introduits dans la démonstration
de la proposition 6.1 pour f. Comme 60'(f) = 6'(f’), on a e, = e;. Quitte
a remplacer f et f’ par leurs images par des éléments de I', nous pouvons
supposer que fo = f} = €p, et dans la construction, nous pouvons alors
prendre hg = h) = id.

Comme 9~’(f) = 9~’(f’), il existe pour tout ¢, une suite (a; —k, ¥, —k+1; - - -
a; o) dans Ge, , X ... x G, , X G, telle que, pour tout j =1,...,k,

Gk = Pesiiyr (ijo1-k) Gimkj Permiy (OG5 _p) - ()

La démonstration du lemme suivant est technique. Ceci s’explique par
la possibilité de propagation de fixateurs d’arétes dans des suites d’arétes.
C’est pour lui que nous avons besoin de I'hypotheése que 'action est k-
acylindrique.

LEMME 6.10. — Pour tout i dans Z, on a oy, —1 = —1,0-

Preuve.— Le terme de gauche de 1’égalité (xx) étant inchangé en rem-
placant simultanément ¢ par i — 1 et j par j + 1, il en est de méme pour le
terme de droite. Donc, pour tout j =1,...,k—1,

Pei s (@i 1-1)Gikjpem (@)

1
= Pei—ktj—1 (aiflyj*k)gikarjpeq,—kﬁ-j (aifl,j%»lfk)'

Ceci équivaut a

-1 -1 -1
pei—kJrj—l(aifl,jfkai)j_l_k) = Yi—k+j Pei—ry; (aifl,jJrlfkai,j—k) gif(k#»j )
* ok *

Comme a,, ¢ appartient a G I’élément o 1 Qi j—1—k de I fixe 'aréte
—_— N—

Ci—k+j—1,

€m409 17— 1]
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. -1 _ -1 —
Notons e,k = gc,”,€i—ks E€ikt1 = Yi-kt1l Jo—y Ci—k+1, €6 pour
i=2,...k—1,
_ o _ -1 _ -1
Cimktj = (Gi—kt1 oy ey (Gimk+2 e gei—kJrZ)

(gl—k+j 1 gm Jei_jij— 1)gl—k+] gc T el—k-‘rj

Comme g, fixe L‘(/ez\—/ﬁ = o(ey), et puisque 96_71 envoie o(ey) sur o(ey), la
suite (€;—k,Ei—k+1,- - -,Ei—1) €st, par un argument de récurrence, un (k—1)-
chemin de T' (voir la figure ci-dessous).

€i—1

€i—2

1
gei—k+1

-1 —
Ei—k= YGe. ,€i—L ~ -
: Jei-i® Y Gi—k+1 Yot

gi—19e; 3 ez—
-l -1
‘gl—l ; 9i—10e;— Ge; 1

-1 o~
gei_lel—l
Remarquons que, pour £ =0,...,k—1,élément p,, , ., (a;ll £+17kai7g,k)

fixe I'aréte g, kHez,kH

L’élément p., , (a;_lm_kai’,k), qui fixe g;ikefifk = g;_k, est égal, d’apres
légalité (x * *) pour j =1, & un élément fixant

Gi—k+1 g 61—k+1 = Ei—k+1 -

Donc pe,_, (0‘;—11,1—k0‘iﬁk) fixe (g;_k,&i—k+1). D’aprés la condition (4),
cette suite de deux arétes consécutives n’est pas un aller-retour. Une récur-
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rence immédiate montre que I'élément pe,_, (a; ) |0 1) fixe le (k —1)-
chemin (g;_g,&i—k+1,---,8i—1), qui est localement injectif. Il vaut donc
I'identité, car l'action de I' est k-acylindrique. Puisque les morphismes p.,,
sont injectifs, on a donc a;_1,1-; = @; _. Une récurrence immédiate util-
isant les égalités (x * *) pour j = 1,...,k — 1 montre alors que

Qi—1,0—k = Q4 0—1—k

pour £ =1,...,k, ce qui montre le lemme en prenant ¢ = k. O

Reprenons la démonstration de I'injectivité de 6’. Par 1'égalité (xx) pour
7 =k, et par le lemme précédent, on a

9i = Pe, (i, 1) gi pa (i) = pe,_, (@iz1,0) gi pa (ajy) -
La formule (*) de la démonstration de la proposition 6.1 donne donc
9ot By 1 (h) " ger = pe,_ (@im10) 9ot hi1hy g pa (aig),

ce qui équivaut a
r(n! -1 _ . =1 -1
hi(hi_)™ = @i ohih; _yo 7y g -

Posons " = agq L. Alors, par naturalité, pour construire 0( "), on peut
prendre b} = hiag . Donc, pour tout ¢ dans Z,

aNi -1 __ -1 -1
hi(hi_y)™" = ai,Ohihi—l%—l,O'

Montrons par récurrence sur n = 0 que A, = ay ohy,. Comme hy = h{ = id,
on a hj = hjao,0 = ag,0ho. Supposons la formule vraie au rang n — 1, alors

" "
h,, = anohy hn 106~ 10h 1 =g 0hy .

Un raisonnement analogue pour n < 0 montre que pour tout ¢ dans Z, on a
encore h} = a; oh;. Donc, puisque «; o fixe 'aréte €;, on a

fl =) e =hlaggei =hité = fi .

Donc f” = f, ce qui montre bien que f et f’ sont dans la méme orbite par
I". Donc 6’ est injective.

_ Cette démonstration montre aussi que si les i-emes termes des suites
0'(f) et ¢'(f") sont égaux pour ¢ dans [-N — 2, N + 2] N N, alors f
et f’ coincident sur [-N,+N]. Donc (¢’)~! est continue. Ceci termine la
démonstration du théoreme 6.9. 0
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