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Solutions globales des équations d’Einstein-Maxwell

JULIEN LoizeLeT®

RESUME. — En adaptant une méthode de Lindblad et Rodnianski, on
prouve l’existence de solutions globales pour les équations d’Einstein-
Maxwell en dimension d’espace n 2> 3. Les données initiales considérées
sont lisses, asymptotiquement euclidiennes et suffisamment petites. On
utilise la jauge harmonique et la jauge de Lorenz.

ABSTRACT. — Adapting a method of Lindblad and Rodnianski, we prove
existence of global solutions for the Einstein-Maxwell equations in space
dimension n 2> 3. We consider small enough smooth and asymptotically
flat initial data. We use harmonic gauge and Lorenz gauge.
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1. Introduction

On constate un intérét croissant pour l’étude des solutions asympto-
tiquement euclidiennes des équations d’Einstein en dimensions supérieures,
cf.[1, 5, 6, 7]. Les premiers travaux sur le sujet de Christodoulou et Klain-
erman [4] prouvant la stabilité non linéaire de l'espace de Minkowski &
quatre dimensions utilisent les équations de Bianchi et, de ce fait, ne se
généralisent pas de fagon évidente pour des dimensions plus grandes que
quatre. L’existence globale sur R™*! avec n > 4 pour des données initiales
suffisamment petites de solutions de systeme d’équations d’ondes quasi-
linéaires du type des équations d’Einstein en coordonnées harmoniques a été
prouvée dans [9, 15], voir aussi [3] pour n > 5 impair, avec des conditions
de décroissance des données initiales incompatibles avec les équations de
contraintes. Dans [14], H. Lindblad et I. Rodnianski ont prouvé l’existence
de solutions globales des équations d’Einstein couplées a un champ scalaire,
quand n = 3, pour des données initiales C*° suffisamment petites et asymp-
totiquement euclidiennes, en choisissant de travailler avec la jauge har-
monique (1.4). Le but de ce travail est de montrer, en utilisant & la fois
la jauge harmonique (1.4) et la jauge de Lorenz (1.5), lexistence de solu-
tions globales des équations d’Einstein - Maxwell avec des données initiales
petites, en dimension d’espace n > 3 :

Ry, — L9, R—8rT,,
{ m 29u W (1.1)

D,F* =0

Ces équations donnent une relation entre le tenseur gravitationnel
Guw = Ry — %gwR (exprimé en fonction de la courbure de Ricci R,
et de la courbure scalaire & = ¢g"”R,, d’une métrique Lorentzienne g,,,
inconnue) et le tenseur énergie-tension 7}, = ﬁ(fwf,,)‘ — %gw,f)"’.ﬁ\p)
d’un champ électromagnétique F,,, = 0,4, — 0, A, , A étant une 1-forme
(4-potentiel électromagnétique). Ces équations sont une généralisation di-
recte des équations en dimension n + 1 = 4.

On considere alors le probleme de Cauchy suivant : on se donne une
variété ¥y (de dimension n) avec une métrique Riemannienne g, un 2-
tenseur symétrique ko et des données initiales (A% = A%dz?, E° = EYdx?)
pour le champ électromagnétique. On veut trouver une variété M (de dimen-
sion n + 1) avec une métrique Lorentzienne g et un potentiel électromagné-
tique A qui vérifient (1.1) telle que X¢ soit plongé dans M, go soit la re-
striction de g sur ¥ , kg soit la seconde forme fondamentale de ¥y dans M
et que (A%, EY) soit la restriction sur ¥y du potentiel vectoriel A;dz’ et du
«champ électrique» F;dx® = Fy;dx’ .
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Solutions globales des équations d’Einstein-Maxwell

On suppose les conditions initiales C'*° et asymptotiquement euclidiennes :
ie. pour r = |z| = 400, @ > 0 et M la masse ADM on a :
(1+ %)&j +O0(r=1=%)  pour n =3,
goij = —n
Y 0i; + O(rlT*O‘) , pour n >4,

Vij=1,..n { AY=0O( =" ~9), (1.2)
kOij = O(’I“_HTH_O‘) R
E° = O(T_TLTH_O‘) .

De plus, on impose que les données initiales vérifient les équations de con-
traintes :

Ro — kK + kiikd; = 2F0iFot + Fiy I,
Vi, j=1,...,n Vikoij — vikéj = Fo; F,0 (1.3)
ViF=0.
ou Ry désigne la courbure scalaire de gy et V la dérivée covariante par rap-

port & go.

Enfin, on choisit de travailler avec deux jauges particulieres : la jauge de
coordonnées harmoniques

Oy (g“”\/|detg|) =0 Yv=0,..,n (1.4)
et la jauge de Lorenz

9, <\/\de—tg|A“) ~0. (1.5)

1.1. Ecriture sous la forme d’un systéme quasi-linéaire

Dans cette section, on utilise les conditions de jauge pour transformer
le systeme de départ (1.1) en un systéme quasi-linéaire de forme adéquate
pour le reste de 'argumentation.

L’équation D, F* =0 de (1.1) entraine * :
0= 0, [ |det g|g"P g** (On A — 65140[)}
9”7 0u(\/|det gg"*0aAg) — g"70,(+/|det glg"* D An) + (Dug””)

[\/ |det g|g"*(DaAp — (%Aa)}

(1) On note Eg = gaﬂaaaﬁ.
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= ¢"#/|det 9|0, Ag + ¢"70,,(\/|det gg"*)0a A — 9”70, (/| det gg"*) s A

=0 d’apres (1.4)

"9/ [Aet 410,05 A +(00"7) [ /Aot glg* (9 g — D3A0)]
(I

Or , d’apres (1.5) :
0= 030u(y/|det glg"*Aa)

05 | 9u(y/|det g|g"™) An ++/|det g|g"* 0, A (1.7)

=0 d’apres (1.4)

V/|det g|lg"*030,Aa + O3 (\/|det g\g““) OnAa .

Ainsi :

(1)

g0 (v/det glg"* ) O Ao (1.8)

= g (% |det gg* (Dpgar) g™ + v |det9‘8ﬁg“a) e
On obtient donc :

~ 1
0= ¢"’0,As + Eg”ﬁgATaggATg’LaauAa (1.9)

=0 d’aprés (1.4) et (1.5)
+9"7(959"*)0uAa + 9" (0u9"") (0 Ap — 0pAa) -
Finalement, on trouve :
Oy A = 99" (04905) (0aAs — 05 Aa) — (959"*) 0 Aa (1.10)
m”ﬁm“aaﬂhw(aaAg — 03Aa) + m"”m)‘a&,hmaﬂfla
+O(|h| |Oh| |0A]) .

Maintenant, prenant la trace de I’équation dans (1.1) : R, — %QWR =
2(F,*Fua — 59uFor F°T), on obtient :

n+1 n+1

R(1 - ) = 2F 0 FT (1= =) (1.11)

Injectant R ainsi trouvé dans (1.1), on a :
1
R/“, = 2]:Ma-7:ya — mguy.}—[”—]:(ﬂ— . (112)
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Solutions globales des équations d’Einstein-Maxwell
Et on calcule que

2F O F o — 1 Gun For FOT = 2m°P (8, Ag — 05A,) (0, Aa — DaA,) (1.13)
1

™ (0, A — 02 Ag) (Da A — 03As) + O] 10A?),

Ainsi, en supposant (1.4) et (1.5) vérifiées, on peut écrire (1.1) sous la forme
du systeme d’équations d’ondes quasi-linéaires :

Oghpy = Fuy(h)(Oh,0h)
—4me? (aﬂA,@ - aﬁA,u)(avAoz - aaAz/)
(1.14.1) + =2, meT O (0, Ay — 0, Ay) (0adg — D5A,)
+O(|h] |0A]%)
|i|gA(7 = m"ﬂm“aa,thw(aaAg — 65Aa)
+mp“m)‘a&,hp)\6ﬂAa
(L14.2)  +O(|h||9h]|04]) ,

(1.14)
ol Fj,,,(h)(Oh,0h) est défini dans le lemme 3.2 de [13] et hyy = guw — Mpw.

Plus précisément,

Fyu (1) (0h, 0h) = P(9,h, 0,h) + Q,u (Oh, OR) + G (R)(0h,0h) ,  (1.15)

ou
1 oo/ 88 1 oo, 88
P(8ﬂh,8yh) = Em QJLM/ m ayhgg/ - im m 8Hhag &,ha/g/ ,
(1.16)
Quv(0h,0h) = dahg, m* mPP D hs,

— maa/mﬁﬁ/ (aahﬁu aﬁ/haly — aﬁlhﬁﬂ aahall,)

+ maa/mﬁﬁl (8Hha/5/ aahgl, — 8aho/g/ (9th,,)

+ maa'mﬁﬁ' (auho/ﬁ’ aagh’ﬁ,u — aah/a’ﬁ’ al/h’ﬁ,u) (117)
1 ’ /

+ imaa mﬁﬁ (6[3/}1@0/ 6uhﬂy - athaa/ 8ﬁ/hﬁu)

1 ’ /
+ memP (9 haw yhy — yhaar Drhy)

est une forme nulle et G, (h)(0h,0h) est une forme quadratique en Oh
avec des coefficients lisses dépendant de h et s’annulant quand h s’annule :

G (0)(0h, OR) = 0.
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Rappelons que ﬂg = g*%9,03, on est alors amené & étudier le systeme :

- (AL, Fo+F,, 0gh%,
() (i) () o
%,—/
Fu

N _ 1 0 0 _ X(r/t)x(r)%éw pour n =3,
ot hy, = hy, +hy, avec hy, (1) {O bowrn S 4.

X € C*, x(s) valant 1 quand s > 3/4 et 0 quand s < 1/2 et :

F(h)(0A,0A) =  — 4m®B(8,A5 — 05A,) (0 An — DaAL) (1.19)
+ %mwm“"mm(&,AT — 0:A5)(0aAp — 034,)
+ O(|h|[0A[)
EA(h)(Oh,0A) = m"Pmld,h,q(0aAs — 05As) (1.20)

+ mPHMAOyhpr 0, An
+ O(|h||0h| |0A]) .

2. Théoreme d’existence globale

Le théoréme suivant est le résultat principal de ce travail. Cette section
ne contient qu’une esquisse de la preuve, les détails étant présentés dans les
sections suivantes.

THEOREME 2.1 (THEOREME D’EXISTENCE GLOBALE). — Soient (Xo,
9o, ko, A°, E°) les données initiales du systéme d’équations d’Einstein-
Mazwell (1.1). Supposons que X soit difféomorphe a R™, que (go, ko, A°, E°)
soient C™ et vérifient les conditions (1.2) et (1.3).

Soit N un entier naturel tel que N > 2["E2] 4+ 6. Soit go = 6 + h) + h{ ot
no = {X(r)géij pourn =3,

J 0 pourn >4,
pour r < 1/2. Posons

avec x € C* wvalant 1 pour r > 3/4 et 0

En~(0) = (H (1+7) 1/2+w+\1\vv1h1H + H P2
0<|I|<N

+ ]|+ )2 IITTTA 2, 4 ||(1 4 r) Y2+ BR[| ) (2.1)

1l existe alors une constante €9 > 0 telle que, pour toutes données initiales
vérifiant

VENA(0)+ M <ey, sin=3 (2.2)

En~(0) < e, sin>4
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Solutions globales des équations d’Einstein-Maxwell

pour un certain vy > 0, le probleme de Cauchy pour le systéme (1.1) posséde
une solution C> globale (g, A) avec (R"*1 g) géodésiquement compléte.

Idée de la preuve :

Il est standard de montrer (cf. section 3) que toute solution h' du systeme
(1.18) avec des données initiales vérifiant (1.3), (1.4) et (1.5) définit une solu-
tion g = m+h'+h° du systeme (1.1). Et puisqu’on peut toujours construire
des données initiales vérifiant (1.3), (1.4) et (1.5) & partir des données ini-
tiales du théoreme 2.1 (cf. section 3), on est ramené a chercher des solutions
globales de (1.18). De plus, on sait que si les données initiales vérifient (1.3),
(1.4) et (1.5) alors il existe une solution locale en temps (h, A) de (1.18) telle
que g = m+ h et A vérifient (1.4) et (1.5) pour tout ¢ dans un intervalle
maximal d’existence [0, Tp]. On note que Ty peut étre caractérisé par le fait
que En(t) — oo quand ¢ — T, .

Soit EAferwell(¢) définie par (10.10), soit 0 < & < 7 et soit T' < Tp le
temps maximal tel que I'inégalité

EMarwell (1) < 20Nne?(1 +1)%° (2.3)

soit vraie pour 0 < t < T. (Les hypotheses du théoreme d’existence globale
font que T' > 0). Le théoréme 7.1 permet de montrer que, pour € > 0
suffisamment petit, I'inégalité (2.3) entraine la méme inégalité avec 2Cy
remplacée par Cny pour 0 < t < T. Puisque 5]{\,4“'"““6” est une fonction
continue, cela contredit la maximalité de T et donc que (2.3) est vraie pour
0 < T < Tp. De plus, puisque I'énergie £ 2well(t) est maintenant finie en
t = Tp, on peut étendre la solution (h,,, As) au dela de T, contredisant ainsi
la maximalité de Ty et montrant que Ty = 4o00. Ceci a pour conséquence
que la solution est globale.

3. Construction des données initiales

3.1. Construction

Dans ce paragraphe, on vérifie qu’a partir des données initiales (go, ko,
A% E%), on peut construire (gi—o, d1g|i=0, Alt=0, 0 Ali=o) satisfaisant (1.4)
et (1.5).

Soit x € C*° valant 1 pour r > 3/4 et 0 pour r < 1/2. On a supposé

X(r)%&-j pour n =3,

go = 0 + h§ + h{ oﬁho--—{
0 0 0 0% 0 pourn >4,
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et on veut

X(r)%éﬂu pour n =3,

Glimo = m + h%|i—¢ + h'|i=0 ot A° |i— {
lt=0 lt=0 lt=0 W|t 0 0 pourn>4.

Soit a? = {“‘%X(T)) pour n =3,
1 pourn>4.

On pose tout d’abord :

Gijlt=0 = 9oij, Goolt=o = —a*,  goilt=0 =0, (3.1)
0tGijli=0 = —2ako;; . (3.2)

Il reste a déterminer 0;go.. Pour cela, on cherche a satisfaire la condition

de coordonnées harmoniques écrite sous la forme :

1
gaﬁaagﬁu = Egaﬁaﬂgaﬁ .

En prenant p = 0, on obtient :

1 . 1 ..
5900815900 = —9""0i908 + 59”@91‘]‘ )

et donc -
degooli=o = 2a°gi koij . (3.3)

Si on prend cette fois = i, on obtient :
00 Bi 1 n%
9" 0goi = =97 039i5 + 59" Oigpuw
d’ou

, 1 A
0tgoilt=0 = azg(’)”@jgom - §a29§Jai90kj —adia . (3.4)

Enfin, il faut construire Al;—¢ et 9;A|i=o.
Pour cela, on choisit Ag|i—g = 0, on pose A;|;—o = AY et 0;A;|1—0 = E? et
on calcule 9y Agl|=o en utilisant que (D*A,,)|t=o = 0.

3.2. Equivalence du systeme réduit et du systéme initial
On a construit (A|;—g, O:Ali=o) tel que :
D, A*|4—9=0. (3.5)
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Solutions globales des équations d’Einstein-Maxwell
On impose que A” soit solution de I’équation d’évolution
044" =R,)VA% (3.6)
avec A, li=o0 et 04 A, |i=0 précedemment construites pour données initiales.

On note que (3.6) vient de :

0= D,F" = D,(DFA” — D¥ A" (3.7)
= —D,D"Al 4+ D,DHA"
= 0,4" — D, D" A"
= 0,A” — g"(R", ;A + D D, A")
——

=0
= 0,4 — R,V A”

Etant donnée une solution A,, du systéme réduit (1.14) vérifiant (3.6), on
veut montrer que A, satisfait la condition de Lorenz D, A* = 0 et I’équation
de Maxwell D,F*” = 0 pour tout ¢.

Dans ce but, on définit :
A:=D,A" (3.8)

et on veut montrer que A = 0 pour tout ¢t. Par construction des données
initiales, on a A = 0 en ¢t = 0. On calcule que

D,F" = —DYA+[,A" — R,V A°

= —DVA, (3.9)

d’apres (3.6). Ceci montre que 9;A = 0 sur Xy si et seulement si on impose
I’équation de contrainte de Maxwell

D;FO—0=0. (3.10)

En supposant cette équation de contrainte vérifiée, on obtient d’apres (3.9) :
0=D,D,F" =-04A .

Ici, on a utilisé que le membre de gauche de la derniere équation est iden-

tiquement nul car F*¥ = D*AY — DV A¥ . 1l s’en suit que A satisfait ’équation

d’onde homogene :
O4A=0.
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Or, par (3.5), on a A = 0 sur Xy et on a ;A = 0 sur 3y d’apres 1'équation
de contrainte (3.10). Ainsi, A = 0 sur tout développement globalement hy-
perbolique de 3y. On voit alors, d’apres (3.9), que D,F* = 0 pour tout
t, montrant que le champ A, satisfait a la fois I’équation de Maxwell et la
jauge de Lorenz pour tout t.

Maintenant, étant donnée une solution g du systéme réduit (1.14) , on
va montrer que g = m + h satisfait la condition de jauge harmonique (1.4)
et I’équation d’Einstein R, — %gWR = 8T}, pour tout t.
Soit g la solution des équations d’Einstein réduites (1.14) , on peut écrire
(avec la notation T = go‘ﬁfg‘éﬁ) :

1
(DT, + D,T,) = N, (3.11)

RW_§

ol NV, est une certaine fonction donnée de g, dg, A et 0A. En effet ( en
notant '}, = $9*(8,9sv + Ovgsy — Os9uv)), on a :

_ g B B e B
R, = 85I‘H L= 8VFM 3 —I‘p I,FM 5+Fp ﬂFupV (3.12)
N—_——
A B C

1 1
A=— _gagaaaﬂgw/ + §gaﬂ(6vaﬁgau + auaﬁgau - 6V8ugaﬁ) (313)

2
1 B 1 0B
+ 5(8@9 )(augow + avgau - 8aguv) - 5(6%‘] )(8ugaﬁ)
1
= Z(Z%Q‘m )(0n9as) (3.14)
1
C= —Tual® - i(aﬁgaﬁ)(augav + Ovgap — Oau) (3.15)
De plus
1 1 o
§(DV1—‘# + DMF,,) = 5(3,,1—‘” + GMF,,) — Flm,,l—‘ (3.16)
1
= igaﬁ(auaﬁgaﬂ + auaﬁgow - 8uaugaﬁ)
1 1
+ E(aﬂgaﬁ)l“,wg + 5(8119@6)11(1#[7 — FMO‘VF@
On trouve alors :
1 1
R/LV = §(Dyr,u + D/LFV) - Egaﬁaaagg,w (317)

1 1
B i(augaﬁ)rauﬁ o §(av9aﬁ)rau5
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Solutions globales des équations d’Einstein-Maxwell

1
- Z(&,gaﬁ)(augaﬁ)
1 1
i= 5 (DT + DuTy) = 5900939, + Ni(g, ) -

Comme g est solution des équations réduites (1.14), on a :

1
_Egaﬁaaaﬁgm/ :Nz(g,ﬁg,A,aA) . (318)
On se ramene donc bien a (3.11).
Pour prouver que I'* = 0, on part de (3.11) et on utilise I'identité de Bianchi
contractée DV R, = %D#R :

0= 2(D"R,, — 3D,R) (3.19)
= DD, +D"D,T, +2D"N,,, — D,D"T, — D,N",
D'D,T, + R, T7 4+ 2D"N,,, — D,N", .

Ainsi I'* vérifie une équation d’onde avec condition initiale I'_; = 0. La
théorie des équations hyperboliques nous dit que si, en plus, Dtl";\:o =0
alors I'* = 0 pour tout t. Et en utilisant les équations de contraintes (1.3),
on peut montrer qu'effectivement D, T} = 0 (cf [2]).

4. Estimations faibles de décroissance

Cette section présente les premieres estimations que ’on obtient lorsque
Pon utilise I'inégalité de Klainerman-Sobolev a poids de la proposition 9.6.
Ces estimations dites faibles seront améliorées (pour n = 3) dans la sec-
tion 6.

Soient § et v tels que 0 < 6 < 1/4 et § < ~y. Supposons (2.3) vérifiée
pour t < T.

COROLLAIRE 4.1 (ESTIMATIONS FAIBLES DE DECROISSANCE). — Soit
0 <t < T. Soient (h', A) vérifiant (2.3) et h® défini par (10.13). Pour

1=0,1avecd’ =0 sii=0etd =y>dsii=1,o0na:

|0Z" A(t, x)| +|0Z h' (t,z)| <

Ce(1+t (] 1= >0
{ e(1+1+1a) T+ (1 + |q) >0y

[n—k?
Ce(L+t+q)) =1+ q))V/2, ¢<0, 2

] L (4.1)
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De plus,

|ZTA(t,2)| + |Z"h (t,2)| <

Ce(1+1 (] =l 0 2

e(1+ +\q|)H (T+1lgh)=", a> 71<N_{n+ } (42)
Ce(l+t+g) =" (1 +1g)"? ¢<0,

et

0ZTA(t, x)| + |02 (t,2)| <

Ce(14t =540 -6 >0,
E e+l T Al g I<N—[
Ce(l+t+lg))= 1+ )% q¢<0,

}—1 . (4.3)

Preuve : Comme les hypotheses sur A et h' sont les mémes, il suf-
fit d’adapter la preuve du corollaire 9.3 de [14], Poutil fondamental étant
I'inégalité de Klainerman-Sobolev & poids de la proposition 9.6.

On ne prouvera les estimations que pour ¢ = 1, celles pour 7 = 0 découlant
d’un calcul direct s’appuyant sur la forme de h°.

Commengons par montrer (4.1). D’apres la proposition 9.6, il existe une
constante C' telle que pour toute fonction u € C§°(R™), on ait

(1 8]+ |2) 7 [(1 + laDw(q)]? [u(t, 2)| <

c ¥ Hw )’ . (4.4)
ITI<[242)
1
Prenant u = 027 (74 ), on a pour tout |J| < N — {n;ﬂ
. hl
(U e+ o)™ 10+ bl oz (7 ) (b (4.5)
17 J hl
<C > Z'0z (A)(t,)L2
I1<[242]
1
H oz (4 )
\K\<N L2
< Ce( 1+t
~—

d’apres (2.3)

- 506 —



Solutions globales des équations d’Einstein-Maxwell
D’ou :
0Z" A(t, x)| + |02 h' (¢, z)| <

1—n

- —1- 5
{C£(1+t+|q) (1+]g)" =71 +4)° ¢>0, lllgN_[njLz}-

Ce(l+t+a) = (1 +]g) 21 +1)°, ¢ <0, 2
(4.6)
Ceci entraine (4.1) et on note aussi que, pour t =0, on a :
I I3l —l-n_ n+2
02" A(0,2)| +|0Z"h* (0,2)| < Ce(1+ |z[)77 7, [I|< N - 5| -
(4.7)
D’apres les hypotheses (1.2),
liminf |h'(0,2) + A(0,z)| — 0. (4.8)
|| —+o00
On a alors
h! n+2
lim |2’ 0 0, [I|<N- : 4.
[z (B o]0 men- [ s

En effet, pour |I| = 0, cela découle de (4.8) et si |I] > 1, cela vient de (4.1)
puisque |Z¢| < C(1 +t + |z])|0¢].

On peut alors montrer (4.2) en ¢ = 0. Soit |X| >> 1, on a, pour tout
1< N =[]

‘ZI (’j) (0, |x|w)‘ < ’Z’ (’Z) (0, [Xw)
+/|X| ‘aZI <’Z> ((]’pw)‘ dp

x|

. hl ‘XIC’ 1—mn ’Yd
< |z 0,1 X|w)| + (14 |p)) 52
2 () Joxi| « [ e
d’apres (4.7)

1 1—n
Al <h > (0, |X|w)‘ +Ce(1+|z))= 7.

< A

(4.10)

Faisant tendre | X| vers 400, on obtient (4.2) en ¢ = 0, en utilisant (4.9).

On a méme :
hl 1—n
‘Z’ ( A) (0,2)| < Ce(1+ |z|) = 7. (4.11)
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Pour montrer (4.2) quand ¢ > 0, on étudie séparément le cas ou r > t et
le cas r < t. Dans les deux cas, on integre (4.1) depuis I'hyperplan ¢t = 0 le

long de lignes ot t + 7 et w = ‘"LT‘ sont fixés :

ecasolur>t;onalg=r—tett+]|g=r:
r(h
’Z (A)(t’m)‘ (4.12)
t+r h1 hl
</ 3ZI(A>(t+7"—p,Pw) dp-f—‘ZI(A)(O,(t—Fr)w)‘
t+r Y

ng/ L+p) =L dp—t+p—r)Tdp+Cec(l+t+r)z

~— r
par (4.1) et (4.11)

t+r — M — 7
< Cs/ (L4+7) T A+ p—t) " Vdp+ Ce(l+t+r) =7
p=r "

1—n F) 1 trr 1-n
<Ce(l+r)= + {——(1—}—,0—75)_'Y +Ce(l+t+r)= 7
g .

1—n

<Ce(l+ _r )%+5(1+7‘—t)_7+05(1+t+r) T 7
=t+|q| =|q|

<Ce(l+t+g) = (1 +g) 7.

ecasour <t;onalg=t—rett+|g=2t—r:

(%) e

<

~

t+r I i
/ YA ( A ) (t+7r— p,pw)‘ dp+ ‘ZI ( A > 0, (t+7r)w)| .(4.13)
T
(I) (I1)
(II) < Ce(l+t+r)=" (4.14)
par (4.11)

Ce(1+t+g) = (1 +q)"/?.

{//\

IT+t+r=3(24+2t+2r)>1

—~

142t —r)>§ (14+t+(ql)

t+r

<"

1
0z" (ﬁl) (t+rp,pw)‘ dp

(I1)
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+/;T azl(ﬁ)(t+7”p,pw)‘dp' (4.15)
I
el (5l o () 52147

En utilisant (4.14) et (4.2) pour ¢ = 0, on obtient

(I) < Ce(l+t+|q)) = To(1+ |g))/2. (4.17)

t+r
2
T

<Ce(l+t+1g| 7 ) [+t +7—2p)1/2]
<COe(1+t+q) =1+ [q])/2.
On a donc bien :
hl
I
‘Z (A) (t,rw)

Finalement, les estimations (4.3) suivent de (4.2) puisque

< Ce(l+t+|g)) = (1 + g2 . (4.19)

06| <C S | 27| /(L +t+a]) -

[I]=1

5. Jauge harmonique et jauge de Lorenz

La section 3 nous assure que les conditions de jauge de Lorenz et de
jauge harmonique se propagent dans le temps. Ces jauges vont nous permet-
tre d’obtenir des estimations plus fines sur certains composants de h et A
(cf lemme 5.1 et proposition 5.3).

Commencons par noter que, si A et g vérifient (1.4) et (1.5), alors
g"o,A, =0. (5.1)
(5.1) entraine le lemme suivant :
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LEMME 5.1. — Pour A et g vérifiant (5.1) on a

0A], < C |0A| + O(|h|[9A]) - (5.2)

Preuve. (5.1) implique que
mt’9,A, = O(|h||0A]) . (5.3)

En décomposant cette égalité par rapport & la familled = {L, L, S1, Sa, ...,
Sp—1} définie dans la section 10, on a

n—1
1 1
—5 L0, AL — SLMO, AL + D 9giAgi = O(|h]|0A]) . (5.4)
=1

En ajoutant et en retranchant la quantité —3(L"0, A, + Z?;ll SHo,AL),
puis en passant a la valeur absolue, on obtient

n—1
3 |\L'OuAL + LFO AL + ) S™9,AL| < O(|h] [0A]) (5.5)
=1
:|3A‘£
n—1 n—1
+3 (L0 AL+ Y SMO,AL + TP, AL +2() | 0siAsi)|
=1 =1

<C|dA4|

d’ou le résultat.

5.1. Etude du terme source F); de (1.18)

Le lemme suivant est fondamental pour 'estimation du terme Z!Fy,
ou les champs Z sont définis dans la section 10, estimation qui intervient
lorsque I’on doit commuter 1’équation (1.18) avec les champs de vecteurs Z!
(cf preuve du théoreme 7.1 et annexe Al) .

LEMME 5.2. — 5% gy = My + hy vérifie la condition harmonique
(14), on a

|[F(h)(9h,0h)| 7y, < C|9h] |0h] + O(|h| |0h]") (5.6)
|F(h)(0h, 0R)| < C |0h|5,, + C |0h||0h| + O(|h| |0R|%) (5.7)
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Si, en plus, A vérifie la condition de Lorenz (1.5) (et donc (5.1) est vérifiée),
alors

’F(h)(aA,aA)’n{ < C|0A|10A] + O(|h| [0A[) (5.8)

(ﬁ(h)(aA, 6A)’ < C|0A]* + O(|h] |0A]?) (5.9)
|FA(R)(8h, 0h)| < C |0h||0A| + C |0A] |8h| + O(|h| |0h] |0A])

Preuve du lemme (5.2). —

Preuve de (5.6) et (5.7).— Cf preuve de la proposition 9.7 de [14].
(I’outil principal est la proposition 5.3 pour |I| = 0).

Preuve de (5.9). — L’estimation est évidente.
Preuve de (5.8). —
Fl,(h)(0A,04) = — 4m*P9,A30,A, (5.10)
—_———

P, (0A,0A)
+ 4maﬂaﬁAM(8VAa - 6«11411) + 4maﬁaMAﬁaaAV

QL,(04,04)

+ % muymagmﬁT(aaAT — 0-A5)(0aAp — O3A,)

Q2,(0A,04)
+O(|h|[0A[)

On peut montrer, en utilisant le lemme 5.1 que
(G1,(04,04) + Q2,(94,04)| < [94]104] + O(In] 0A])  (5.11)
De plus,

‘13”1/(314,314)‘Tu = |m*8,A30,Ad| 1, (5.12)

> |mP0,A50,ATHUY|
TeT,UeU
< C|0A||0A]

(5.11) et (5.12) implique le résultat souhaité.
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Preuve de (5.10). — On a

FA(h)(0h,04) = m"Pmt®0,h,e00As —m”Pmt*0,h,,05As (5.13)
a b
+ mPPMA0,h 00, Ay (5.14)

+ O(|h||0h| |0A)) (5.15)
Comme m%L = 0, on a clairement |a| < |0h| |0A| + |0A||0h].
Pour b, si (8,p) # (L, L), estimation est triviale. Si (3,u) = (L,L), on

est amené & estimer —mLéméLaéh LoOLAL et le résultat suit en utilisant
le lemme 5.1.

Pour ¢, la seule estimation non triviale intervient quand (u,o0) = (L, L),

i.e. on doit estimer
mEEmA O h O Ao - (5.16)

Or, la condition d’harmonicité (1.4), écrite sous la forme

1
gﬁﬂaugaﬁ = igm/aozg;w ,

nous donne

n—1n—1
iqJ
mLLé)LhLA = mLLa,\hLL + Z Z mS o 8,\h51:s,~ (517)

i=1 j=1

n—1ln—1 ) n—1n—1
StgI Stgd
7m£L8Lhékszm agihsj/\fzzm 851'}151:)\

i=1 j=1 i=1 j=1

+O(|n][0h]) -

En injectant (5.17) dans (5.16), on s’apercoit que si A # L, on aboutit
facilement a I’estimation voulue. Si A = L, on a alors a = L et on utilise le
lemme 5.1 pour conclure.

5.2. Estimations de ‘8Zlh|£T et |8Zlh|££

La condition harmonique (1.4) permet de montrer la proposition suivante
(proposition 8.2 de [14]) :

PROPOSITION 5.3 (CONDITION HARMONIQUE). — Soient g une métri-
que Lorentzienne satisfaisant (1.4) relativement d un systéme de coordonnées
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{z"}p=0,...n €t I un multi-index. Supposons que HM = gl — mM vérifie
la condition

|Zz7H|<C, V|J|<|I|/2, VZe€Z (5.18)

Alors il existe une constante C' telle que
|0Z'H| ., < (5.19)

| > |oz7u|+ Y |oz'H|+ > |z"H||oz"H]|

|7|< /1| | 71<|1]-1 |+ 2[< ||

0Z2'H|,, < (5.20)

o | S jez’H|+ Y |oz'H|,,
71<11] l71<IT]—1

+ Y |oz’H|+ > |z"H||oz"H]|
[TI<IT]—2 [Ty |+ 12 |<| 1|

Les mémes estimations sont valables pour hy,, = gy — My, -

Preuve. — Cf. [14, Appendix D]. La preuve utilise uniquement la condi-
tion harmonique (1.4) et ne nécessite donc aucune modification dans le cas
des équations d’Einstein-Maxwell.

Remarque. — La condition (5.18) est assurée par le corollaire 4.1.

Cette proposition entraine en particulier le résultat suivant (qui permet
d’assurer une partie de ’hypothese (7.1) du théoréeme 7.1) :

COROLLAIRE 5.4. — Soit h = h' + h® une solution du systéme réduit
d’Einstein-Mazwell (1.14). Supposons que h' vérifie (2.3) sur [0,T]. Alors
pour tout t € [0,T] on a

—1—n
|5h| +|8Zh| < 05(1+t+|Q|) 2 +6(1+‘Q|)767 g>0.
o FES O+t ) TE (14 g2, g <0,

Ce(1+t+]g) =", ¢>0.
\hler +1Zh|p < { ( |q|)1—_n !

(5.21)
Ce(l+t+1q)= (1 +]g)*/?™, ¢<0.
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Ceci est 1’équivalent des résultats (10.1) et (10.2) de [14]. Les outils
principaux de la preuve sont la proposition 5.3 et le corollaire 4.1.

6. Estimations fortes de décroissance

Dans cette section, on améliore, quand n = 3, les estimations du corol-
laire 4.1. Ces estimations améliorées sont présentées dans la proposition 6.1.
On note que les dimensions d’espace n > 4, cette proposition peut étre di-
rectement déduite du corollaire 4.1 (la terminologie «estimations fortes»
n’est donc pertinente qu’en dimension n = 3) ; les nouvelles estimations
dites fortes serviront d’hypotheses pour le théoremen 7.1. En comparaison
de [14], la difficulté vient de I’étude des nouveaux termes introduits par
I’équation de Maxwell.

Le corollaire 7.2 de [14] permet de montrer le résultat suivant :

PROPOSITION 6.1 (ESTIMATIONS FORTES DE DECROISSANCE). — Soit
(h = ht + h° A) une solution des équations réduites d’Einstein-Mazwell
(1.14). Supposons que (h', A) vérifie (2.3) sur Uintervalle [0,T]. Alors pour
tout t € [0,T], on a :

pour n =3, [0A| + |0h|;,, < Ce(L+t+]q))~ ", (6.1)
pourn =3, [0h| < Cet™'Int, (6.2)
pourn >4, [0A| 4 |0h] < Ce(14+t+|q|) 1. (6.3)

Sous les mémes hypothéses, soient v < v — 6 et y' > 8 > 0 fizés. Alors il
existe des constantes My, et Cy, dépendant de (v, 1/, 0), telles que

|02 A(t, )| + |0Z"h' (t,2)| <

—1+Mye —-1—v
{Ck5(1+t+|Q|) (1+ lal) 420 e N2 12, (6.4)

Cre(1+1t + |g)) " 1HMes(1 4 |g)~1/2+H g <0,

|Z'A(t,x)| + |2t @)| <

1+Myge
{Cmﬂ+t+M) L+ g™ ’q>0’|ﬂzk<Nﬂ+27®@

Cre(1+1t+ g))"1FMes (1 4 |g) 2+, ¢ <0,

Cre(L+t+q)) 2 M1+ |g[)™, ¢ >0,

Cre(1+1t+ g))2FMes(1 4 |g)1/2+H, g <0,

(
(
027 A(t, )| + [027h (t,2)| <
E Il =k < N/2+1. (6.6)

Les mémes estimations sont vraies pour h® avec o' remplacée par Mye.
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Preuve de (6.1), (6.2) et (6.3) .—
e Montrons tout d’abord que |0A| < Ce(1 +t+ |q|)~! quand n = 3.

Posons n(t) = (1+t + |q|) |0A|.
En utilisant la proposition 9.3 avec ¢ = A et F = F4, et w(q) = 1 (donc
a=0)),on a:

t
n(t) < Csup Y ||2"4]|,. +C/O A+ 1) Y e,y dr (6.7)

<t<
o<t<r [1]<1

IT
0 (1)

t
T C/ Z 1+~ HZIAHLOQ(D,)dT
0

[11<2

(I11)
Montrons que (I), (II) et (III) sont majorés par Ce.
(I) < Ce d’apres le corollaire 4.1.
Dans D,;,onal+7~1+7+|r—7|, dol, en utilisant le corollaire 4.1 :
(I11) (6.8)

¢
< 05/ Z(1+T+|7’*7’|)71(1+T+|T*T|)71+6(1+T+|T77—|)1/2

0 i<
t
gca/ (L+7+|r— 7))~ tHE=2
0
t
SC’&/ A4+7+|r—7))"17% aveca >0
0
<Ce

Enfin, en utilisant le lemme 5.2 et le corollaire 4.1, on obtient :

Mo, (©6-9)

t
(1) < C/ (1+7) |||0n]10A] + |0A] |0h] + O(|h| |0h] [2A|
0
t
S 06/(1+7+\r—T\)(1+T+|r_T|>573/2
0
A+7+r—7)" A+ |r—7)"1/2
t
< Ce[asi—r)
0
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¢
< Cs/ (1+|r—7))7'7% aveca>0
0
< Ce
e Pour les estimations sur h de (6.1) et (6.2), on peut adapter les preuves

de (10.3) et (10.4) de [14]. En effet, en utilisant le lemme 5.2 et le corollaire
4.1, on montre le lemme suivant :

LEMME 6.2. — Supposons vérifiées les hypotheses de la proposition 6.1
et (F,F) tel que dans (1.18) Alors

‘F+F]m < Cet =+ |9h| + Cet 319 |9 A] (6.10)

‘F + F‘ < Cet =+ |0h| + Cet 70 |0A| + C |0h|%,, + C |0A]* (6.11)
En utilisant la proposition 9.3, ainsi que |[0A] < Ce(1+¢)~! ;ona:

LEMME 6.3. — Awvec une constante C dépendant de v > 0
(L+ ) [[10h] 7y (8, ) + [OA[ (£, )] oo (6.12)

< Ce+ C’s/ (1+ 7)67% |0h(T,.) + OA(T, ) o dT.
0

(L) [[IOh] (¢, ) + [DA[ ()| L < Ce (6.13)
t
+Ce [+ 1) 0n(r, )+ 0A(7, )~
0
+(L+ 1) 10Bl7y, (7,) + DAL (7, )} T
Et on conclut en utilisant le lemme 10.7 de [14] avec

b(t) = (L + 1) |[[Ohl 7y (2, ) +10A] ()| oo
c(t) = (L+1t) [|on] (t,.) + [0A] (t, )| = et a =1/2—6

LEMME 6.4 (LEMME 10.7 DE [14]). — Supposons que les fonctions
b(t) = 0 et c(t) = 0 satisfont

Cs (1+ s)~1%(s) ds + 1) (6.14)

CE

/Ot
i

(148)" " %(s)ds + 1 +C/ 1+5)"'v?(s)ds (6.15)
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pour certaines constantes positives telles que a > C?c et a > 4Ce/(1—2Ck).
Alors

b(t) < 2Ck, et c(t) <2Ce(l+aln(1+1t)) (6.16)

e (6.3) découle du corollaire 4.1.
Preuve de (6.4), (6.5) et (6.6). —
Pour une dimension d’espace n > 4, le résultat découle du corollaire 4.1.

Pour n = 3, on adapte la preuve de (10.5) de [14] : on suppose que (6.4)
est vraie pour |I| < k et on cherche & prouver lestimation pour |I| =k + 1
(les arguments ci-dessous pouvant étre appliqués au cas k = 0). D’apres
(9.20) on a pour tout |I| < N/2+2 avec N > 6 + 2[%$2]

|0Z%n| + |05 A

1
|Z"Fy| < Ole%I e (6.17)
+C > (|027n| + 1027 Al)(|02% K| + |0Z5 A]).

[T+ K< ]| < K] <] 1]
hl
En utilisant la proposition 5.3 de [14] p. 25 (avec ¢ = ( A ) et F' = Fy),

on a
~ hl
‘Dgzl (A)‘ (6.18)

S C||Z'Fu|+|Z2"FOl+ (1+t+lg) ™ D |27H| ([0250 ] + 027 A|)
IKI<ILIIH(KI=1)4 <I1]

c , ,
vy S|2'H| .+ Y |z'H|_+ Y|z

K< \IJIH+(E =D <I] [ H(K =D <1 KI”IH\K\*UJ&III*?

(|oZKnt| + |0z5 A]) .

Et on conclut en utilisant le méme raisonnement que dans [14], en posant

ne+1(t) = (1+t+|q]) Z |w(q) (|0Z"n'| + ’(“)ZIADHLOO et en se servant

[I|<k+1
1

de la proposition 9.3 avec ¢ = Z7 <h

A > .En effet, la proposition 9.3 entraine

(en utilisant le corollaire 4.1) :
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) (6.19)

t
< Ce+ Ca/ (1+7)"t (Enk+1<t) +e2(1+7)% +e(1+ 7-)_%_“/) dr
0

N(t)

On doit montrer que N(t) < Ce(1+1)“c pour une certaine constante C. Or

IN'()] < C(1+7)! (5nk+1(t)—5—52(14—7)05—&—5(1—&—7)_%_”/) (6.20)

= Ce(1+t)71 (N(t) +e(1+1¢)°9) . (6.21)
d’apres (6.20)
Ainsi
(N(#)(1 +)72C) (6.22)
= (14+1)72C(N'(t) — 2CeN(t)(1 +t)~1)
< (14 t)=2C¢
~—

d’apres (6.21)

Ce?(14+)7HC 4 Ce(1+ )" 'N(t) — 2CeN(t)(1 + )™+

<0

< Ce?(1+1t)71-0¢,
On a donc pour une certaine constante C’
N(t)(1+1t)72 — N(0) < C'e. (6.23)

D’out
N(t) < (C"+ O)e(1 +t)2°¢. (6.24)

Ceci prouve (6.4).

L’estimation (6.5) suit en intégrant (6.4) le long de (w = y/|y|, 7+ |y| =
constante) & partir de 'hyperplan ¢t = 0, en utilisant (4.7), i.e.

VIISN=2  |ZhY0,2)| + |27 A(0,2)| < Ce(1+ |a]) 777,
¢(6.6) vient de (6.5) et de I'inégalité
- 1
07| < C—r—ne AL 6.25
[T T[+1
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7. Théoreme d’estimations fortes d’énergie
Adaptons la preuve du théoréme 11.1 de [14] pour montrer le théoréme :

THEOREME 7.1 (ESTIMATION FORTE D’ENERGIE). — Soit (g, (t) =
hyw (£)+m (t), A (t)) une solution locale en temps des équations d’Einstein-
Mazwell réduites (1.14) satisfaisant la condition harmonique et la jauge de

s - . / 1
Lorenz sur lintervalle [0, T]. Supposons aussi que pour certains 0 < p’ < 3

et 0 < v < %, on ait les estimations suivantes pour 0 <t < T et pour tout

multi-indices |[I| < N/2+1 :
0A| +10H |7y + (1 +|a)) " [H] g + (L4 1a) 7 [ ZH] g, (7.1)
<Ce(l+t+]g) "

O e

A 1+ |q| 1+ |q| A

< {Ce(l +t g+ )T >0
SOl 4t 4 |g) (L + g7, g <0

\/EMazwell(0) + M < e sin=3, (7.3)
\/EMazwell(0) L ¢ sin > 4.

Soit EMarwell (1) définie par (10.4), alors il existe une constante ¢ indépendante
de T telle que si e < c~2 on a lestimation d’énergie :

g]]\\]/[axwell(t) < CN€2(1 + t)cs, 0<t<T. (74)

ou Cn est une constante dépendant uniquement de N.

7.1. Fin de la preuve du théoréme 2.1

Rappelons que T a été défini comme le temps maximal tel que I'inégalité
d’énergie (2.3)
g]]v\/lazwell(t) < 2CN52(]- + t)26

soit vraie pour 0 < t < 7. Ayant supposé cette inégalité, on a pu établir
la proposition 6.1. Or, on peut vérifier que les hypotheses (7.1) et (7.2) du
théoreme 7.1 sont assurées par le corollaire 5.4 et la proposition 6.1.
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La conclusion du théoreme 7.1 montre qu’on a alors :
EMazwell (1) < One(141), 0<t<T. (7.5)

Par conséquent, si on choisit € > 0 suffisamment petit, on peut montrer que
EMazrwell (1) < Cne?(1 +1)2%, contredisant, par un argument de continuité,
la maximalité de T et entrainant que (g, A) est une solution globale. Le fait
que (R™F1 g) est alors géodésiquement complete peut étre établi par des
arguments identiques & ceux de [13] (cf.section 8).

7.2. Preuve du théoréme 7.1

Dans un premier temps, on cherche a appliquer la proposition 9.2 a la
1
fonction ¢ = Z71 (qu )

On a:
~ 1 N 1 o 1 o 1
5921@1) _ 0,7 (Z) _ 2B, (Z) L2, (Z) . (76)

~ 1 . 1
Posant, par analogie avec (11.11) de [14], DY, = O, Z1 (h )—ZIDg (h ),
on a, d’apres (1.18) et (7.6) :

_ 1
’Dng (’2)‘ < |Diy| + |2 Fu| + |2 F° (7.7)
ou FO = Ijgho. On arrive ainsi, en utilisant la proposition 9.2, a :
1\ |2 t _ 1\ |2
/ ‘az’(};) w+/ / ’821<}j4> w’ (7.8)
>, 0/,

2

hl
? ! ‘aZI(A)
w+05// L A2/,
0o JYy .

(1+1)

< f (%)

0

! —1(| I 2 ‘ —1 |l |2
+16/0 /ZTS (| 2" Fu| (1+t)w+16/0 /Z,g |Dis| ) (1 + t)w

(@) (i)
t h,l
+16// |2 F°| 621<A>‘w.
0 /)
(441)
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Les estimations des termes (), (i7) et (i7i) font respectivement I'objet des
lemmes 7.2, 7.3 et 7.4 suivants :

LEMME 7.2. — Pour tout |[I| < N on a :

_1 I 2
Alé;g (|Z"Fu|” (1 + tyw (7.9)

2

zr (M )
<CsZ// ‘8 1(+t)> w+‘5Z‘]<}A>

[J1<I1]|

3
)= AT a0 w+ Ce”.

1 2
o ()]
|f|<\1\ 1/ /
Preuve. — On peut montrer (cf. Annexe A1, (9.1)) une estimation de |27 Fy|
analogue a celle de |ZIF| du lemme 11.2 de [14] p.43. Cette derniere esti-

mation entraine le lemme 7.2 (cf lemme 11.13 de [14] p.43-44). On utilise
I'inégalité de Hardy de la proposition 9.4.

LEMME 7.3. — Pour tout |[I| < N, on a :
t 1 1 2
—1 = I h AI" h
€ /o/ ‘DQZ <A>_Z D9<A>
SEONE
Gl
cox [

_ 1\ |2
w + ‘52‘] <}j4>
[J<I|

2

o (3)
// 1+t1205w+083'

\J\<|1| 1

(1+t)w (7.10)

Preuve. — On peut reprendre la preuve du lemme 11.5 de [14] (p.46) :
on trouve une estimation analogue a (11.21) de [14] avec h! remplacée par

1
. La preuve est ensuite séparéé en deux parties :

A
e |[K| < N/2+ 1 ou on utilise alors I’ hypotheése (7.2) et la preuve reste
1
la méme que dans [14] en prenant <fj4 ) a la place de h'.

- 521 —



Julien Loizelet

N/2, 1a encore, la preuve reste identique a celle de [14] en prenant

o |K| >
1
(A)alaplacedeh.
LEMME 7.4. — Pour tout |I| on a
t hl
// |Z'F| 8ZI<A>’w<CNE (7.11)
0
2
‘azf( ) ! AYE "
>k St [ (e b () o) ]
Vel * o \/3, (L+1)7

ot Cn est une constante qui ne dépends que de N
Preuve. — Méme preuve que celle du lemme 11.4 de [14] p.44 en prenant

(

)

)

1
A)alaplacedehl.
En utilisant ces trois lemmes et (7.8) on a
1\ |2 t _ 1\ |2
/Z ‘321@1) w+/ /Z ‘821@1) W' (7.12)
0
AYE
<8/ 8ZI(A w
22
NE 1/2
I
+CNEJZ<:I|/ +t3/2 </Z ‘az (A wdx) dt
’azl<h1> R
7ZJ ’
—&-Ce;”// a+0 w—i—’@ (A) w
2
b7 ()]
w+ Ce3.

N

|J|<\I\ 1
Soit EMazwell(t) définie par (10.10), soit S axwell() définie par (10.11)
3 (7.13)

on a donc pour 0 <t < T :
SMawwell( ) < 85Mawwell (0) + Cgsé\/laa:well( )+ Ce

g’é\/laxwell( )
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+/ ngMazwell dT+/t CN«“: /(c/’Mazwpll /t ngﬁﬁwwe”(T)
0 0

1 +7- 3/2 (1_’_7_)1705 dr .

On peut alors conclure de la méme facon que dans [14] p.45 : On choisit
Ce < 1/2 de tel sorte qu’on puisse absorber le terme CeSMaswell(t) dans
le terme de gauche S,i‘/[”we” (t), multipliant ainsi par 2 les constantes du
membre de droite :

gé\/[axwell(t) _,'_Sllcwaxwell(t) < 165’2\/Iaxwell(0) + 053 (7-14)

C gMawwell t CN€ 5M‘Mwe” t C 6Mazw€ll
+/ 2 d¢+/ v ) 4r / - ) 4r
0

(1+7)3/2 C(147)-C

On voit ensuite que :

t CN€ gMaa:well 2 2 Mazwell
/ V / 402,22 + 1/4€) (), (715)

(1+7)3/2 (1+7)3/2
1/45Ma:rwell( )
< C 2 k d
e +/0 Gt
< Cne? + 1/28Mazwell(y)  cqr EMamwell ot croissante .

En utilisant 'hypothese £/ 2*well(0) < €2, on obtient alors, pour e suffisam-
ment petit :

gliV[aacwell@) +S’J€\4azwell(t) S CN€2 (716)
t Mazwell t gMaac'well
ceelml) [ G
0 147 o (147)1-Ce

ou le dernier terme est absent pour k = 0 et C'y est une constante dépendant
uniquement de V.

Pour k£ = 0, cela entraine que :

t gMaxwell
gé\/[aa:well(t) < CN82 +/ COEO—(T) dr . (7.17)

0 (1+7)

On utilise alors le lemme de Gronwall suivant : Soient ¥,y : [a,b] — RT
deux fonctions continues vérifiant :

Je>0,Vt € [a,b]:  y(t) < c+/ P(s)y(s)ds
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vteab] ylt) <cexp (/atw(s) ds) .

EMazwell (1) < On(1 4 t)%E, (7.18)
En supposant que (7.4) est vraie au rang k — 1, on obtient, d’apres (7.16) :

alors :

Et on trouve :

t CegMamwell(T) t 063
Mazxwell < 2 k
o (t) < One +/0 B — dT+/0 7(1—&—7)1*05 dr
G(t)
(7.19)
On voit que :
Mazwell 3 3
G < Ceé;, (t) N Ce < CeG(t) Ce .
(1+1) (14+t)=C¢  ~~ (1+t) (Q41t)-C
d’apres (7.19)
(7.20)
On a:
Ce Ce?
1+4)79) = (6'(t) - 1+4)79 < . 21
O+ = (¢0 - 60) a0 < a2

Enfin, en utilisant que pour ¢ > 0, on a Celn(1+¢) < (1+ )%, on obtient
par intégration :

Gt) <GO)(1+t)% +Ce3(1+1)° (7.22)
g NEQ( + t)CE + CES<1 + t)QCE
< One?(1+1)%C=.

Ceci termine la récurrence et la preuve du théoreme.

8. Complétude géodésique

PROPOSITION 8.1. — Supposons que h = g—m satisfait les estimations?
sutvantes :

|h||Oh| + |0h| 71 + |Oh|LL < Cet™, (8.1)

|Oh(t,z)| < Cet™,  pour |z| < t/2 (8.2)

Soit X (1) une géodésique. Alors les valeurs du paramétre T parcourent
Uintervalle [0, 00).

(2) Ces estimations sont consistantes avec les estimations de décroissance prouvées
pour h dans la proposition 6.1.
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On note :

X(r) = (2°(1),2(7)) = (t(r),2(7)) = (t(r),rw(7)), (8.3)

. N B ¥ _
Ko (r) + D (X () XP (X0 () =0, s
X0)=Y X(0)=c.
Prenant oo = 0 dans (8.4), on a :
1
i + E(mOU + 1Y) (Dphyo + Oyhpe — Ophpy)ili? =0, (8.5)
ce qui peut s’écrire :
0~ L (205h0,—0ohg,)i%4 = O(B] 9h] [#2) = O(e|e® + 1|7 |#2)
2 B0y By N y
d’apres (8.1)
(8.6)
Comme on a p
DphoyiP 7 = - (hoy@™) = hoyi™ (8.7)
T
on est ramené a étudier :
d 1 G- .
o —(2° — hg,27) — §8oh57xﬂx" =O0(e|2” + 1’ ER) — hoy@7.  (8.8)
D’apres (8.4) et (8.1), on a
oy < Bl < 2 |2 + 1] Jaf? (8.9)
Ceci nous amene a considérer 1’équation suivante :
d 1 _
(80 = hoy @) = S00hs, i’ = O |2 + 1] La?). (8.10)
Notons ici qu’en dimension n + 1 > 5, on a, d’apres la proposition 6.1 :
550115755%7 = O(e |o* + 1] &%) (8.11)
Pour n = 3, on a seulement |[0h(t,z)| < Cet~!quand |z| < t/2. Comme
Oy = 0s — Oy, on a (d’apres (8.1)) :
ffﬁohg,yx Y = 78 ey iPiY + O(e |:c + 1| ER) (8.12)

Dans I'expression 0, hgﬁb@ﬂ, seul le terme O3hr 1, |x—| n’a pas la décroissance

souhaitée (i.e. 9ghpy |iL | n'est pas O(e |z +1| l£%)).
On peut donc écrire

f%aohm:izﬁﬁ = %aqhﬁ |:z‘:£|2 +O0(e |2+ 1|7 &) (8.13)
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On utilise alors les écritures suivantes :

et

L+L L+ L
Oghoo = 94h(0, 01) = Oyh(——

2 2

1 1 1 1 -1
ZathL+§ath£+ZaqhQ: Zﬁqh£+0(s|x0+1| )

3:0

Soit & une fonction cut-off de ’ensemble r > 5

On a
Oqhoo = (1 —&)0qhoo + 0q(Ehoo) — 0q(§)hoo
= 8q§h00 + O(E ‘.130 + 1’_1)
Ainsi :
a hip [#2) = (40, (€hoo) + O(e [«° + 1]
Or

%(fhoofﬁ = &hoog + q'd%(fhoo)
= ¢hood + G204(Ehoo) + G505 (Shoo) dwa (&hoo)

= &hood + G204(Ehoo) + Or(Ehoo) i aL + 8, (Ehoo) 2

(8.16)

(8.17)

(8.18)

On a duhoo = O(e |2° +1|7"), dphoo = 0(5\x0+1|‘1), D,E(22) = 0 et

Oré(%2) = O(|£CO + 1|71). On a donc
d : ; -
?04(Ehoo) = 7y (&hood) = &hood + O(e |2® + 1| h
et
1 2 d
—§8qh¥ |it|” = E(ﬁhooq) Ehood + O(e |2° + 1| ES)

Pour l'instant, on a

d . . . .

E(xo—hmxv‘irﬁhoofﬁ—%ooq— e |° +1‘ &)
Or

- d .0 jﬁixl .0 &fil'i 1.2 _9 .12

= -5 P af?) — 2 o)
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En utilisant que |&* < |D||¢[* (d’apres (8.4)), que v~ < [¢|~' dans le
support de £ et en se servant de (8.1), on obtient

Ehoo = O(e |2” +1| ElS) (8.23)
On peut ainsi se ramener a étudier

d

E(dco — hoydY + Ehgod) = O(e |a® + 1|7 [2[%) (8.24)

Intégrons entre to et ¢ en utilisant que |#|* < ‘i‘0|2 +C:

|20(t) = @°(t0) — hoyd™ (1) + hoy @7 (o) + Ehood(t) — Ehood(to)| (8.25)
< f:o (Ce |20(s) + 1’_1 ‘JL’O(S)‘2 + CE) ds.

Soit Vo = i%(tp). On a :

BRG] <C(\V0|(1+5)+5+5(t—t0))+/t Ce|2%(s) + 1" |2%(s)|” ds.

(8.26)
On utilise alors le lemme de Gronwall suivant : soient y,z € C1([tg,t1]) et
b € CO([to, t1],RT) satisfaisant pour tout ¢ dans [tg, 1] :

t
d
" / B(s)y(s) ds

alors :

Ve [to,ta] (t) < 2(to) exp (/t:¢(s)ds) +/tt %(s) exp (/:w(u) du) ds.

On obtient :

|2°(t)] <C(IVol (1 +¢) +€) exp (/t Ce|2%(s) + 1’71 |2°(s)| ds,) (8.27)

¢ ¢
+/ Ceexp </ Ce|2°(u) + 1|_1 |20 (u)| du> ds
to s

Plusieurs cas sont alors possibles :

Si Vo > 0 et 2%(ty) > 0 ousi Vo < 0 et 2%¢tg) > 0, on peut montrer
que

#0(1) < C(6) + 1) [([Vol (14 &) + ) (@ (t0) + 1)~ + e(t — )] .
(8.28)
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Ceci peut s’écrire :

d _Ce —Ce

%(J;O(t) + 1) <O [(IVol M +e) +e)(a(to) + 1) +e(t —to)] -
(8.29)

En integrant, on trouve :

€
2°(8) + 1< C [(Vol (1+9) +2)(@"(to) + 1)~ (t —to) + S(t — t0)’]
(8.30)
Ainsi, 2° reste borné en temps fini et, par (8.28), #° reste aussi borné en
temps fini.

9. Annexes

9.1. Al : Estimation de ’ZIFM‘

L’estimation de ’ZIFM‘ est 'objet du lemme suivant :
LEMME 9.1. —

Pour Fy défini dans (1.18) et pour tout |I| < N, on a :

|21 Fy| < (9-1)
Bl , Bl Bl
eloz’ e(1+|q))* ~/2|8z7 e2z’
o A A A
22171411 T aFanT " + e
1
cloz”’ Z )

O L Tt e
Preuve : ~
Daprs (1.18), on a | 2! Fu| < |27 F| + |2/ F| + |2 F4|. On va majorer

chacun de ces trois derniers termes par le membre de droite de (9.1).

i) En suivant le méme raisonnement que la preuve du lemme 11.2 de [14]
(en tenant compte de la dimension n), on montre que |Z!F| vérifie (9.1).

ii) D’apres le lemme 5.2, on a

ZIF(h)(aA,aA)‘gc 3 |oz7Al|oz" 4| (9.2)
1K <]

1)
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+C > |Z7sh| |0z Al |02 A] .

|11+ J2 ] +]Js]<I1]

@)
iii) D’apres le lemme 5.2, on a
|Z"FA(h)(0h,04)| < (9.3)
c Y (|loz7n||0z%A|+ |0z A |0z n))
|J|+1K <]

(3)

+C > |Z75h||0Z7n| |027 A] .

|J1]+[J2]+]J3|< ||

©)
Reste & estimer (1), (2), (3) et (4) :

Notons tout d’abord que

VI, [Z7h%] < Ce(1+t+1q))~ et |0Z7h°] < Ce(1+t+]q)7%. (9.4)

On a:
(1) < 0A[|0Z7 A| + > |0z Al |02 A| (9.5)
|J1<I71 -1, K<
Ce |0z Al Ce |0z’ Al
<—+ Z —— . d'apres(T.1)et(7.2).
1+1¢ I -1 (1+4¢t)1-¢
De plus,
(2) < > |nl|ozAl oz A (9.6)
EARRFANY
+ > |z721||0272 A] |02 A|

[J1 [+ T2 < T|—=1,1<] s < [T - [2£2]

b
> |Z7n| 027> A |0Z7 A] .

|1 |+ 2| <[ 242 ] =1, 1| = [ 242 ] +1<] Js| <]

c
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Or
a< C|0A||0Z' Al +C > 027 A| |0z Al (9.7)
||| I -1, K |< =2
car |h| < C d’apres le corollaire 4.1
Ce |0z A| Ce|0z7 Al
< ———4+ > Tl dapres (7.1) et (7.2)
Lit e (Tn)i=ce
b< C > [0272A]|027 Al car | 2720 < C (9.8)
[J1|+| T2 |<] 7] -1
. n+2 . .
sil<|J5| <N - [ ] d’apres le corollaire 4.1.
Celoz’Al | |
< Z A+nic: d’apres (7.2).
[7]<|T]—1
c< C > |Z7:ht| |02 Al |0z71 A| (9.9)
| T3+ T2 <[ 252 ] =1, 1| = [ 282 ] +1<| s < |
+C > |Z7h°] |027> A| |02 A
[+ Ja <[ 282 ] -1, 11| - [ 242 ] 1< Js| <]
0z’Al  ez'n!| )
< C )Y ( a
2 T T A D
d’apres le corollaire 4.1 et (9.4) (car N > 2 [232] —1).
Ainsi
oz’Al  |z'n ) Celoz’ Al
J<e Y ( d p oy Celozial
S\ Lt (1+t+\q|)(1+\q|) N (1+t)t-Ce
(9.10)
Dans ce qui suit, on utilisera souvent que }&b‘ C'|0¢|. Revenons aux
majorations :
By<c > |oz’nloz¥Al+Cc > o (9.11)
||+ K< [T+ K|<|1|
d e
et on a:
d< ClOA|0Z' | +CloZ"Aljon|+C >~ |0z7n||0zK4A]  (9.12)
[T+ K|<[T]-1

< C|0A||0Z'n' |+ C |0z Al |on!|
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+Ce Y oz’ A1+t
[1<I1]

+C Z ’(79ZJh1| laZKA‘ par (9.4)
[JI+HE <[] -1

1
b (4)]
<
¢ 1+t

|71<H]
+C > |027n']|02%A|  par (7.1) et (7.2)
[T+ <] -1
1
()
y7Jpl K
<CZ ot > C |0z’ n| |0z A|
|71<11] [T+ KIS = 111111 /2, K111 /2
+ > C0z7n'| |9z¥ A
KIS =1, 1211/2,| K|<[1]/2
+ > C0z7nt| |02 A|
[T+ K<L =1, 1< /2, K <] 1]/2
()l
e|0Z
A Ce J hl
< 2).
<C Z 151 +(1+t)1_05 Z 0z (A)‘ par (7.2)
[JI<I1] |J<|I|-1

Un calcul similaire donne

= Ce
J K1l J
e< Y clozlal|ozEnt |+ D |027A] par(94)  (9.13)
[T+ K|<| ] [7I<I1]
hl
b ()l
A w2107 A
<C Z 71 +C Z (+—|C—]|t+| |1‘ o ‘par(7.2).
|J|<|T| [JI<|1] a/
Ainsi, on a

82‘](}2)‘ £(1+ lal) /2027 A
+o Yy 10 (9.14)

B)<c
1+1¢ 1+t 1-Ce
NEl + 1<) +t )

hl
J
0z (A)‘
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Enfin, on a

@)<Y |nl|oz”n]|0z" A (9.15)
EARREASEH

+ > |Z72h| |0272h| |02 A

BARRPANVESSESPARNNIESS]

bl
> |Z75h||0Z 71| |02 A|

| T+ 2 <[ 242 ] = 1,11 | = [ 252 ] +1<] s <1

c!

D’aprs le corollaire 4.1, |h| et |Z73h| pour |J5] < |I| — [*£2] sont bornés
donc :

a+V <y Cloz”nl|loz" A+ D Cloz”nt||oz7 Al (9.16)

[J1|+|T2]<| ] [J1|+[J2]<] 1]
Ce J Japl J
<D0 g lezh Al Yo cloztnt| |0z Al par (94).
|K|<|T] [J1|+]T2]<| 1]

Et par un calcul analogue & celui de I'estimation du terme a (cf (9.7)), on

trouve :
1
mﬂ(@)’ Ce

Y =
1+t ST -1 (14¢t)t-Ce

a +bV <

De méme, par un calcul analogue a celui de lestimation du terme ¢ (cf

(9.9)), on trouve :
h! h!
J 2| g
()] 2l (h)

€
¢<C + 9.18
|%i| L+t L+t +lg))(1+al) (9-18)
Ainsi
1 1
aaZJ(h>’ 2 ZJ(h)‘
W< C ) 20 - (9.19)
|T1< 1] L+t (14t +1[g))(1+ lql)
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1
Ce azJ(h >'
+ Z —A
1+t1 Ce :
l71<]1]-1

Finalement, (9.5), (9.10), (9.14) et (9.19) montrent que (9.1) est vraie.

On peut aussi noter (pour 'annexe A2) que d’apres (10.16) de [14], (9.3)
t (9.2), et en utilisant le corollaire 4.1, on a pour tout |I| < N/2 + 2 avec
N > 6+ 2[22] .

0Z5n| + (025 A

|Z'Fu| < Ce Z (9.20)
eI
+C > (|027n| + 1027 Al)(|02% h| + |0Z5 A]).

[T+ K< ], | JI<| K| <[]

9.2. A2 : Quelques résultats importants

Dans ce paragraphe, on rédige quelques résultats de [14] généralisés
lorsque c’est nécessaire pour n > 3. Ces résultats sont la base méme de
la méthode utilisée pour montrer ’existence globale. C’est pourquoi il sem-
blait utile, pour faciliter la compréhension du lecteur, de les reprendre ici.

On considere le poids suivant :

(g = { (11D quand >0,
(RS Prat i welib i) 021

avec 1 = 0 et 0 < < 1. Notons g = |g|si¢g<0et g =0siqg>0.

La proposition 6.2 de [14] est celle-ci :

PROPOSITION 9.2. — Soit ¢ une solution de ﬁg(é = F avec une métrique
g telle que, pour H*® = g*% —m*8 on ait :

(L+lg) " H|pp + |0H] oo+ |0H| < C'(1+ )7, (9.22)
L+ g)) " [H| + [0H] < C'(L+t+ )72 (1 +[q)) "2 (1 +q-) 7"

Alors pour tout 0 < v <1l et0<e <v/Cq, on a

t B t C / a 2
/E\a¢|2w+/0 Z\aa;fw'gs/z |8¢|2w+16/0/2 (%Hﬂ 06| | w

(9.23)
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La proposition qui suit reprends le corollaire 7.2 de [14] :
Pour o' > —1, p/ < 1/2, on définit cette fois le poids

— _J@+1]g)*,  quand ¢ >0, 9.24
@ =) {(1+|q|)1/2—u’ quand ¢ <0. (9.24)

_ ProposiTION 9.3. — Ici n = 3. Soit ¢, une solution de l'équation
Ogbur = Fu. Supposons que HoB = g8 — moB satisfait

dt 4 e gl +1
)

— <= H < =
T S Hler 4141+ |z|
(9.25)

5/ o
<5 [ IHE o,
0
dans la région Dy = {x € R?; t/2 < |z| < 2t}.

Alors, pour o = max(1++',1/2 — '), pour tout U,V € {L,L, Sy, S} et
un point arbitraire x € Dy, on a :

(141t +[2])[@(0)06(t, 2)|ov S sup Y || w(q) Z"6(7, )| 1= (9.26)

<7<
o<r<t 1<t

+/0 (s’a||w(q)|a¢(t, Novlize + A+ )@@ F (T, )loviizem.)

+ 34D @) 260 o, )

[I|<2

En reprenant la démonstration de I'inégalité de Hardy, faite en dimension
3 dans [14], on obtient :

PROPOSITION 9.4 (INEGALITE DE HARDY). — Soitn > 3 et soit w défini
par (9.21). Alors, pour tout 2 —n < a < 1 et tout u € C§°(R™), on a

|u? wdz 2 wdx
<C ou|* —m8M . 9.27
L. TriE A < fe P Ty O30

Si de plus a < 2min(~, u), alors

/ > (A+g)* wda
e (

< oul® w' dx . 9.28
T+ D2 (et la)i=e (1 + g )% /n‘ ufwide. (9.28)

La proposition suivante (Proposition 6.5.1 de [8]) joue un role fonda-
mental dans la démonstration de I’existence globale :

- 534 -



Solutions globales des équations d’Einstein-Maxwell

PROPOSITION 9.5 (INEGALITE DE KLAINERMAN). — Il existe une con-
stante C telle que

(L1t + )"+ 1] — 2l fut )P < ¢ S0 (|27l )| (9.29)

1Tl<[242]

st u est dans C®°(Jt — 1,t + 1[xR™) et décroit rapidement.

Dans ce travail, on utilise une version a poids de cette proposition, avec le
poids w(q) défini par (9.21). En reprenant la démonstration de la proposition
14.1 de [14] , faite en dimension n = 3, on obtient :

PROPOSITION 9.6 (INEGALITE DE KLAINERMAN A POIDS). — Soit
n > 3, il existe une constante C telle que pour toute fonction u € C§°(R™),
on ait

(L 1+ [2) "7 [+ lahw(@) w2l < ¢ Y ||wl@)} 2, )|

I1<(232)

Lz

(9.30)

10. Notations

10.1. Notations basiques

e Les indices grecs o, 3, pu,v ... et les indices latins 4, j,... parcourent
respectivement 0,...,net 1,...,n.

e On utilise, a de nombreuses reprises, la convention de sommation sur
les indices répétés dans des positions différentes. Par exemple : X, Y#* =

n
PP AL
pn=0
e On note {z#},—0,..n = (t,x) = (—x0o,x1,...,2n),7 = |z| =

Vai+. el etw= .

e Le symbole D dénote la dérivation covariante de Levy-Civita par rap-
port & la métrique g. On note 9, = 9/0x* et O = (04,01, ...,0n).

1sip=v,

At . — SV — SHY —
® ., désigne le symbole de Kronecker : 6, = 0,, = ¢ { 0sip v

n
m = —dt? + Z(dxi)Q est la métrique de Minkowski sur R"*1,
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e On note O, = g*#8,85 et O, = 0= —82 + 82... + 02.

e Pour les symboles de Christoffel, on note :

1
Fﬁ v = §g>\5(6ug5l/ + augéu - 869/uz)

10.2. La famille Z

e La famille de champs de vecteurs Z est composée des champs de
vecteurs suivants :

Ou, «a=0,...,n. (10.1)
Zag = 2300 —Ta0g, 0< < f<n. (10.2)
Zy =Y 2°0a. (10.3)

a=0

On notera Z! tout produit de || champs de vecteurs de Z.

e Notant [X,Y]=XY —YX,ona[J,0,] =[0,Zys] =0et [0, Z] =
200. Soit Z € Z, on définit ¢y par [0, Z] = ¢cz0O et on note Z = Z + cz.

10.3. La famille U/

e En tout point (¢, x), on définit deux vecteurs L et L isotropes pour la
métrique m :

L = 0;+ 9, dénote le champ de vecteur tangent au cone de lumiere futur
1

de Minkowski ¢ — 7 = constante. (On a L° =1, L = :17_’ i=1,...,n.)

]

On utilise les notations :

1 1 1
0s = -LM0, = -0, = - (0, + 0r), avecs=t—+r.
2 2 2
L = 0;— 0, dénote le champ de vecteur transverse au cone de lumiere ¢ —r =
) ¥
constante. (On a L® =1, L' = 7|:L|’ i1=1,...,n).
T

On utilise les notations :

0y =—zL"0,=—-0p, =-(0r —0), avecgq=r—t.
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e On définit alors la famille Y = {L, L, S1,S2,...,S,—1}, ou S1, 59, .. .,
Sn—1 dénotent des champs de vecteurs orthogonaux deux a deux, de norme 1,
engendrant ’espace tangent aux spheres ¢t = constante, 7 = constante.

On utilise les notations dg: = S*9, pour 1 <i<n—1.
e Dérivées :
— On note 9 = (0, 01,04, . ..,0,) les dérivées d’espace et de temps.

— Les dérivées tangentes aux cones ¢ — r = cste sont symbolisées par 0=
0y, 01,...,0p) avec Oy = L*D,, = Oy+0, et 9; = 0;—w;0, pouri =1,...,n.
"

e Décomposition par rapport a la famille U/ :

— Pour tout champ de vecteurs X et tout U € U, on Xy = X, U?, ou
Xa = maﬁXﬁ.

— Tout champ de vecteurs X peut s’écrire
X =X = X"L+ XEL+ Y X558,
i=1

oun XL =-X./2, XL=-X,/2, X% = Xg,.

— Pour tout couple de champs de vecteurs (X,Y), on a :

XY, = _XLY£/2_X£YL/2+ZXSiYSi'
i=1
e Soient (U1,Us) € U X U et k et un 2-tenseur, on note ky,y, =
k(Uy,Uy) = kagUpUY.

En particulier, on a, pour tout ¢,5 =1,...,n—1:
mpp =mpL =mrs; =mrs; =0,

mrrp =mrr = —2,
ms,s; = ij-

e On définit les familles 7 = {L,S1,52,...,5,-1}, L = {L} et S =
{S1,82,..., 5.1}

e Soient V et W deux des familles U, 7, £ ou S, p un 1-tenseur et k un
2-tenseur, on définit :
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ply =Y IpaV®, (10.4)
vey

Oply = Y. 10upalUPVE, (10.5)
Uel,vey

0p|, = > |0upaTV, (10.6)
TeT , VeV

kv = Z |kaf3vawﬁ| ) (10.7)
vey,wew

0kl = Z |5uka,6U“VaWﬁ| , (10.8)

veu,vev,wew

|0k|,,,,, = > |8, kasTHVOWH| . (10.9)
TeT,Vevy,WeWw

10.4. Energies a poids

e On définit :

gMazwell () — gup Z (102712 + 1021 APYw(q)d™x, (10.10)
o<r<t
Zez | I|<N "7 2.r

t
S]I\\/{[azwell(t) —_ Z /0 /Z (‘ézlhl|2+|(§ZIA‘2)w’(q)d”:Cd’/", (1011)

ZeZ,|I|IKN
ou s
N
o-{ Tl g0 0o
avecq=r—t, u>0et0<d<y<a,et
By = hyw — By, (10.13)

X(T/t)X(T)gts,W pour n = 3,

0 n=>4.

ou h,(t) = {
x € C, x(s) valant 1 quand s > 3/4 et 0 quand s < 1/2.
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e Enfin, on reprend ici quelques conditions utilisées dans cet article :

[2]

3]

[4]

7]

(8]

[9]

[10]

(11]

(12]

1
0<d<-
<6<,
0<y <1,

0<qy' <v-4 (10.14)

1
0<5<u’<§,

1
O<pu<=—u.
p<g—h
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