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Résolution des fibrés généraux stables de rang 2 sur P3?
de classes de Chern ¢; = -1, o =2p>6: 1

OLIVIER RAHAVANDRAINY (D

RESUME. — On considére ’espace de modules M(ci,c2) des fibrés
stables de rang 2 sur P2, de classes de Chern ci1,c2, k étant un corps
algébriquement clos de caractéristique quelconque. Si (¢c1 = 0,c2 > 0)
ou (1 = —l,ea = 2p = 6), on sait ([7], [9]) que M(c1,c2) a
une composante irréductible dont le point générique F(c1,c2) a la coho-
mologie naturelle. Nous avons calculé ([16]) la résolution minimale de
F(0,c2). Dans cet article, nous voulons déterminer celle de F(—1,c¢2) si
2
2 > (v+2)(2v” + v = 1), ou v est le plus petit entier tel que
6v+7
RO(F(v)) > 0. Par un procédé standard rappelé dans [16], on se ramene &
des problemes de rang maximum qui sont traités par la méthode d’Horace

({11]).

ABSTRACT. — Let M(c1,c2) be the moduli space of stable vector bun-
dles of rank 2 on Pz, with Chern classes c¢1,c2, where k is an alge-
braically closed field of arbitrary characteristic. If either (c; = 0,c2 > 0)
or (¢ = —1,co = 2p = 6), it is shown in [7] and [9] that M (c1,c2)
has an irreducible component Ir(ci,c2) and the generic point F(ci,c2)
of Ir(e1,c2) has a natural cohomology. In ([16]) we calculate the mini-
mal free resolution of F(0,cz2). We want to determine, in this paper, the
(v+2)(2v2 +3v—1)
6v+ 7
ger such that h9(F(v)) > 0. By standard method ([16]), we can reduce
our problem to rank maximal problems and use the “méthode d’Horace”

({11])-

F(—1,c2)’s one if ¢ > , where v is the least inte-
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1. Introduction

On note X I'espace projectif de dimension 3 sur un corps algébriquement
clos k de caractéristique quelconque, et O le faisceau structural sur X.

Pour a € N;m € Z, et pour un faisceau cohérent F sur &', on pose :

aO(m) = O0(m) @ ---® O(m), F(m) = FRO(m), hi(F(m)) = dim, H (F(m)).

a fois

On dit qu’un tel faisceau a la cohomologie naturelle si, pour tout entier m,
au plus I'un des h'(F(m)) n’est pas nul.

Soient ¢; € {—1,0} et o € N*, on considere I’espace de modules M (¢q, ¢2)
des fibrés stables de rang 2 sur X de classes de Chern c¢; et co. Pour
c1 =0, cg > 0 (resp. ¢ = —1, ¢ pair), on connait (voir [7]) une composante
irréductible de M(cy,cq) : celle qui contient tous les fibrés correspondants
aux réunions disjointes de cg + 1 droites (resp. %2 + 1 coniques) de X. On

note F(c1, c2) le point générique de cette composante. Robin Hartshorne et
André Hirschowitz démontrent, dans [9], que F(0, c2) (resp. F(—1,¢2)), ala
cohomologie naturelle si ca > 0 (resp. ca = 2p > 6). Nous voulions nous
intéresser aux résolutions minimales de ces fibrés. La résolution du fibré
F(0,c2) a été calculée, en deux étapes, dans [15] et [16]. Dans cet article,
nous regardons le cas du fibré F = F(—1, c2).

Soit v le plus petit entier tel que F(v) ait une section globale. On a (voir

—14+ 1+ 12¢
2

le corollaire 2.4) : v = | ] > 3.

Nous obtenons, en utilisant le théoreme 1.2, le résultat suivant :

(v+2)(2v? 4+ 3v—1)

THEOREME 1.1. — Sicy >
L2 6v+7

, alors le fibré F a com-

me résolution minimale :
0 — B20(—v — 3) — O(=v —2) — a1 O(~v) & Bi0(—v — 1) — F — 0,
ot :

o = hO(F(v)) = %(v +1)(0+2)(20+3) - (20+3)%,

By = hO(F(v+1)) — 4h°(F(v)) = (6v + 7)%2 - %(v +2)(20% 4 3v — 1),
By = RNF( = 1)) = 20+ )L ~ Zo(o+ 1)(20+ 1),

1
ﬂ2=ﬂ3+@1+ﬂl—1=(6v+5)%2—§U(2U2+5v+1)+1.
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On considere :

— la réunion générique Y = Y (c2) de %2 + 1 coniques disjointes de X,
— la suite exacte (cf. [9], p. 376) :
() : 0P —0(-2)d0O(1) - Oy(1) = 0,

® étant le noyau du morphisme générique o : O(—2) & O(1) — Oy (1).

THEOREME 1.2. — Pour tout entier n,

i) Uapplication naturelle p(n,Y) de HO((n) ® Q(n+3)) vers H*(Q(n+
3)|y), déduite de la suite evacte (x), est de rang mazimum (c-d-d. elle est
injective ou surjective);

i) On a : R°(Q® F(n)) . K1 (Q ® F(n)) = 0.

Nous allons voir, a la section 2, comment obtenir le théoreme 1.1 a
partir du théoreme 1.2. Quant a la preuve de ce dernier, nous choisissons
la méthode d’Horace initiée par A. Hirschowitz dans [11], puis par M. Ida
dans [12]. Cette méthode n’est peut-étre pas la meilleure possible, mais elle
a su montrer jusqu’ici sa performance pour ce genre de probleme.

L’idée de base de démonstration du théoreme 1.2 est la méme que celle
dans [12] ou dans [15]. Pour n < 1, voir la section 7. Pour n grand, p(n,Y)
est surjective (cf. [6], p. 228).

Pour n > 2, on pose X* = P(O®O(3)), X** =P(n*Q), L, = Ox(1)®
W (Ox-(1) @ 70(n)), Y* = v(Y), Y** = w™1(Y*), ot m : &* — X et
w : X* — X* sont les projections canoniques, v : Y — X* la section
associée au morphisme de O @ O(3) vers Oy (3) déduite de la suite (x).

Le fibré L,, étant de rang 1, on peut définir un sous-schéma T**(n), ne
dépendant plus de co, contenu dans Y ** ou contenant Y **, tel que h°(L,,) =
RO(Ly 7+ (n))- On considere 'application naturelle i, de H%(L,) vers

HO(L"‘T**(,L)). On remarque que si ji,, est bijective, alors on a le théoreme
1.2. Cette bijectivité est équivalente a I’égalité notée H(n) : HO(Ly Ly« (n))
=0, olt Zp+«(y,) est le faisceau d’'idéaux de T**(n). Cette égalité se démontre
par la méthode d’Horace. Pour cela, on construit un autre sous-schéma
T"**(n) de X** tel que h®(Ly,) = RO(Ly, 1+ (n)), de fagon que si I'application
naturelle pf, _, de H(L;—2) vers H%(L,,_oj7s++(n—2)) est bijective, alors on
ait H(n).
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La bijectivité de p7, est équivalente a 'énoncé H'(n) : HO(Ly@Lprs(n)) =
0, qui se démontre aussi par la méthode d’Horace.

2. Preuve du théoréeme 1.1

On note R Panneau klz,y, z,t] muni de la graduation usuelle, V =
H°(O(1)) et A’V la j-eme puissance extérieure de V, j € {0,1,2,3}, et
[S]n la partie homogene de degré n d’'un R-module gradué S.

Nous allons rappeler, d’abord, comment obtenir la forme de la résolution
de F (voir [16] pour plus de détails). Elle se déduit du complexe de Koszul
de k et du lemme de Castelnuovo-Mumford (voir [13], p. 99).

LEMME 2.1 ([16], LEMME 1.1). — Si 0 — My — M; — My —
M — 0 est la résolution libre et minimale d’un R-module gradué de type
fini M, alors, pour tout entier n :

[Mo]n = a(n)R(_n)a [Ml]n = Kerfn / Imfn+1; [M2}n = Kerfn+1 / Imfn+27
ot a(n) est le nombre minimal de générateurs de M de degré n,

et fori  NTVRIM,_j 1 — NV M, 0<j<2,
sont des fleches naturelles.

En prenant :

M =T.(F) = @H(F(n)),

neZ
My =D alp)R(-p), My = P b(g)R(—q), M2 = c(r)R(-r),
pEZ q€Z reZ
on a les résultats suivants. Le premier se déduit du théoreme de Riemann-

Roch (voir [7], Lemme 8-1) :

LEMME 2.2. — Si x désigne la caractéristique d’Fuler-Poincaré, alors
pour tout entier n :

X(Fn) = %(n F1)(n+2)(20+3) ~ 2(20+3).

LEMME 2.3 ([9], PROPOSITION 1.4). — Soit £ un fibré de rang 2 sur X
ayant la cohomologie naturelle tel que c1(E) € {—1,0}, alors :

R (E(n) = h1(E(n) = 0 pour tout n < —2,
h2(E(n) = h*(E(n) = 0 pour tout n > —1.
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COROLLAIRE 2.4. — Si v est le plus petit entier tel que h°(F(v)) > 0,

—1—1—\/14—1202] S 3
2 =

alors : v =

Preuve. — Par le fait que F a la cohomologie naturelle et par les lemmes
22et 23, 0na:

S0+ D0+ 2)(20+3) — 2 (204 3) = x(F(0) = K(F()) > 0
et ol +1)(20+1) ~ 220+ 1) = X(Fo - 1)) = W' (Flo ~ 1) <0,
On conclut que :
viv+1) <3 < (v+1)(v+2),

714’\/14’1202
2

et par suite : v = | ] >3 car ¢co > 6. O

COROLLAIRE 2.5. — Si A = h%(F (v + 1)) — 4h°(F(v)), alors

(v+2)(20% +3v - 1)
6v+7 '

A > 0 si et seulement si cg >

LEMME 2.6 ([16], LEMME 2.1). —

i) L’application naturelle o, de V © H°(F(n)) vers HO(F(n + 1)) est
surjective si n = v + 1.

ii) Le R-module M est engendré par HO(F(v)) ® HO(F(v + 1)).

En faisceautisant la résolution de M = T',(F) et en considérant la suite
exacte d’Euler et les rangs, on obtient les deux corollaires suivants.

COROLLAIRE 2.7 ([16], COROLLAIRES 2.2 ET 2.4). — SiQ), Q* sont les
fibrés cotangent et tangent sur X, on a :

a(v) =h°(F(v)), a(v+1)=h'(Q® F(v+1)), ap, =0 ailleurs,
b(v+1) =h"Q @ F(v+1)), bv+2) =h'(Q*(—4) @ F(v+2)), by =0 ailleurs,
c(v+2) =h%(Q*(-4) ® F(v +2)), c(v+3)=hY(F(v-1)), ¢ =0 ailleurs.

COROLLAIRE 2.8. — La résolution libre et minimale de F est de la forme :
0—>E2—>E1—>E0—>f—>0,
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E(] = al(’)(—v) D ﬁlO(—’U — 1), a1 = ho(j:( ))
FE = 0420(—’0 — 1) D ﬁQO(—’U — 2) Qg = hO(Q ))
ﬁ2:h1(Q*®}-(’U—2)), Egzago( ’U—Q)@ )

as = hO(Q" ® Flv—2)), B3 = h'(F(v—1),

Qg — 51 = 4h0(f(’l))) — ho(f(v + 1))7 Q3 — 52 = Q2 — 51 — ﬂg — Qa1 + 1.

B =h'(Q®F(v+1)),
®F(v+1
3O0(—v —

Le résultat suivant permet d’obtenir le théoreme 1.1.

PRrROPOSITION 2.9. —
1) Ona:ag 31 =0.

i) Si By >0, alors ay = az =0.

Preuve. — La partie i) se déduit du théoréme 1.2.

Pour ii), on a évidemment : ap = 0, et puis @z = 0, par minimalité de
la résolution. O

Remarques. —

— Les dix premieres valeurs de c¢o (et les valeurs de v correspondantes),
pour lesquelles on a le théoreme 1.1, sont :

co | 618]22(28|34 |36 (42|50 |58 60
v |36 | 7|89 |9 (10]11]|12]12

Cela représenterait, a peu pres, un cas sur trois, si l’on en croit aux différents
tests faits pour des valeurs de co comprises entre deux entiers donnés.

—Si B = 0etsiagf =0, alors la résolution de F est aussi completement
déterminée. On pourrait, peut-étre, utiliser la méthode d’Horace pour mon-
trer si ag B2 = 0, mais vu la complexité de nos démarches dans cet article
(on a dii, entre autres, avoir recours aux calculs formels avec le logiciel
Maple, pour débloquer certaines situations...), cette tdche semblerait beau-
coup plus fastidueuse. Il vaudrait mieux utiliser d’autres méthodes moins
lourdes...

Le reste de 'article est consacré a la preuve du théoreme 1.2.
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3. La méthode d’Horace ([11])

3.1. Spécialisation d’un sous-schéma

On va définir deux notions (légerement) différentes de spécialisation.
Pour définir la premiere, nous avons besoin de la

PROPOSITION 3.1 ([6], IIT — PROPOSITION 9.8). — Soient S un sché-
ma intégre et régulier de dimension 1, ty un point fermé de S et Y une
famille plate de sous-schémas de Pg—{to}' Alors il existe un unique sous-

schéma fermé Y de P%, plat sur S, tel que pour tout t # to, )N)t =)

DEFINITION 1. — Avec les mémes notations que ci-dessus, si de plus t,
est le point générique de S, on dit que le sous-schéma Y, est une spécialisa-
tion du sous-schéma générique Yy, . On dit aussi que Vi, est une généralisa-
tion de JN)to (voir la section 4.4, d titre d’ezemples).

Remarque. — Les sous-schémas «spécial» et générique n’ont pas tou-
jours les mémes propriétés (voir, par exemple, les lemmes 4.3 et 4.4).

Maintenant, on va donner la définition d’un autre type de spécialisation.

DEFINITION 2.— Soient B un schéma projectif et U un ouvert non
vide du schéma de Hilbert des sous-schémas fermés de B. On suppose que
ladhérence U de U est irréductible de point générique Yy, alors tout élément
Y €U s’appelle une spécialisation de Y.

Dans cet article, 'ouvert U sera un ensemble de réunions disjointes de
r1 coniques, de ro droites et de r3 points, pour 71,79, 73 € N donnés (U est
un ouvert car le polynéme de Hilbert y est constant (voir [5], [10]).

Le sous-schéma Y, sera donc la réunion générique de r; coniques, de ry
droites et de 73 points (voir, par exemple, la preuve du lemme 4.9).

L’adhérence U peut étre vue comme une famille de sous-schémas yc
B x S paramétrée par un schéma integre (donc irréductible) S, plate sur S.

Le sous-schéma générique Y, correspond ainsi a la fibre ), au-dessus du
point générique t; de S.

Pour les deux types de spécialisation, on note k(u) le corps résiduel d’un
point u de S. Si E est un fibré sur B (B = P" pour la définition 1), on note
E, le faisceau correspondant sur By (y)-
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On note hz(Eu ® Iy ) = dlmk(u) Hl(Bk(u),Eu & Ij}v ) On ale
LEMME 3.2. — Sii € N et sih'(Ey,®I5, ) =0, alors h'(Ey, ® I, ) = 0.
to ty

Preuve. — Par le théoreme de semi-continuité ([6], III - Théoreme 12.8),
Iensemble U = {u € S / dimy,) H (Bj(u) Bu @ I5) = 0} est un ouvert
de S.

Sitg € U, alors, comme tg € S ={t1},ona:t; €U. O
Ce lemme peut étre écrit sous la forme suivante :

COROLLAIRE 3.3. — Soient E' un fibré sur un schéma quasi-projectif T,
Zs une spécialisation d’un sous-schéma Z de T eti € N. Si hi(E®1z,) =0,
alors h'(E ® Iz) = 0.

3.2. Trace et Schéma résiduel ([11], 4.1)

Soient A un diviseur de Cartier sur un schéma quasi-projectif T', et Z
un sous-schéma de 7.

— La trace de Z sur A n’est autre que l'intersection schématique
Z" =ZNA.

— Le schéma résiduel de Z sur A est le schéma Z’ dont le faisceau
d’idéaux est le noyau du morphisme : Iz(A) — Iz» A(A), ot Iz» A est le
faisceau d’idéaux de Z” en tant que sous-schéma de A.

Nous pouvons voir cela localement : si A a comme idéal In = (f) et
Z comme idéal Iy = A, alors Izna = (f) + A, Izn A = (H+A/(f) =
A/(A)N(f)), alors que le schéma résiduel Z’' a comme idéal le transporteur

de (f) dans AN (f), noté [AN(f) : (f)].
On a le résultat suivant :
LEMME 3.4 ([11], 4.4). —

— La trace d’une réunion finie de sous-schémas est égale a la réunion
des traces.

— Le schéma résiduel d’une réunion finie de sous-schémas est égale a la
réunion des schémas résiduels.

Preuve. — 1l suffit de traiter le cas d’une réunion Y de deux sous-schémas
Y'etY”.
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— Pour la trace, c’est évident.

— Si, localement, Y’ et Y sont d’idéaux respectifs A’ et A”, alors Y est
d’idéal A = A’ N A”. Par suite, les résiduels de Y’, Y, Y par rapport & A
sont, d’idéaux respectifs :

AN =N LA (D] TANC) = (N = [AN) : (HDINTA"N () = (F)]-
O

LEMME 3.5 (SUITE EXACTE RESIDUELLE). — Si 2" = ZNA est la trace
de Z sur A\, et Z' = resaZ son schéma résiduel, alors on a la suite exacte
suivante, appelée suite exacte résiduelle :

O—>IZ/(—A) —>Iz—>IZ//’A — 0.

3.3. La méthode d’Horace

Si E est un fibré sur un schéma quasi-projectif 7', Z un sous-schéma de
T et p application restriction de H°(E) vers H(E)z), on dit que :

~ Z est numériquement E-rangé si h°(E) = h°(E,z),
— 7 est E-rangé si p est de rang maximum.
Soient A un diviseur de Cartier sur T' et Z5 une spécialisation de Z.

On note Z” = Z, N A la trace de Z, sur A, et Z' = resaZs son schéma
résiduel.

En utilisant la suite exacte résiduelle : 0 — Iz/(—=A) — Iz, — Izn A —
0, on a les deux lemmes suivants.

LEMME 3.6. — On suppose que Zs est numériquement E-rangé.

Alors, Z' est numériquement E(—A)-rangé si et seulement si Z" est
numériquement E|x-rangé.
LEMME 3.7 (LEMME D’HORACE). — Soit i un entier naturel. Si

hY(E(—A)® Iz) =0 (condition appelée dégue),
h(E ® Iz o) =0 (dime),

alors K'(E® Iz,) =0, et donc h'(E ® Iz) = 0.
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DEFINITIONS. —

— Un sous-schéma Zs est une spécialisée (E, A)— ajustée d’un sous-
schéma Z s’il vérifie le lemme 3.6.

— On dit qu’on exploite un diviseur A si on utilise la méthode d’Horace
avec A.

Remarque. — Les dégue et dime se démontrent aussi en appliquant cette
méme méthode et ainsi de suite ... On arrivera, & la fin, a des énoncés simples
(car & chaque degue, le fibré diminue de degré; et & chaque dime, le sous-
schéma diminue de dimension).

4. Préliminaires

4.1. Notations

Dans tout 'article, @ désigne une surface quadrique lisse de X, € le fibré
cotangent sur X', X* = P(O® O(3)), m : X* — X la projection canonique,
Q la restriction sur @ de Q.

On note py, p2 les deux projections canoniques de @ vers P!, et pour
deux entiers a et b :

Oq(a,b) = piOpi(a) @ p;0p1(b), Og(a) = Oq(a,a),

Q* =711Q) =P(Oq & 0q(3)), D=0(Q), ono:Q — Q est la section
associée & un morphisme surjectif (fixé) : Og ® Og(3) — Og(3),

Q" = w1 (Q), D** = w (D),

De méme, pour un sous-schéma C de X, on pose
C* =n"YC), C* = w(C).

Soient op l'isomorphisme de @ vers D, wp son inverse, wp la restriction
de w sur D**| i (resp. j) Vinjection de D** dans Q** (resp. de D dans Q*),
alorsona:woi=jowpet joop=o.

i

l | lw wp | lw
l ﬁj op 1l 7p o
@ = Q = Q
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On note, pour deux entiers a et b :

Q(a,b) = Q® Og(a,b),(a) = Q(a,a),
Gap = O]P’(ﬂ'p*ﬁ)(l) ®@wp® o ”TD*OQ(GH b), Go = Gaas
Ka,b = OQ**(l) (24 w*(OQ*(l) (2] W*OQ((I, b)),Ka = Ka,a~

Gap est un fibré sur P(mp*Q) et K, p, un fibré sur Q**.

Enfin, on désigne par iquo(a,b) (resp. irem(a, b)) le quotient (resp. le
reste) de la division de a par b.

Pour prouver les énoncés H(n) et H'(n) (voir Introduction), on exploi-
tera le diviseur Q**. Les dimes obtenues se démontreront en exploitant le
diviseur D**. Ainsi, on aura besoin des résultats sur D** (voir la section
4.5).

4.2. Rappels
— On a (voir [14], p. 8 et [12], 3-1) :
2 _ —
RO(Q(n)) = (”1# sin > 1, WO@Qa,b) = 3ab—a—b—1
sia,b>1.

— Comme 7p est un isomorphisme, on a :

ho(Ga,b) = ho(w*Ga,b) = ho(ﬂ'*D (ﬁ(a" b))) = ho(ﬁ(a’ b))

— Si C est une courbe rationnelle de type (1,n) sur Q, n > 1, on a (voir

[4]) :

Wi (Ga7b|C**) = 7T*D(ﬁ(ch b)\C) = Q(a’a b)|C
>220pi((a—1)n+b—2)®Opi((a—2)n+0).
En particulier,

x si C est de type (1,1) (conique), on a : h°(Q(a)|c) = 6a — 5, a > 1.
x si C est de type (1,2), on a : h°(Q(a,b)|c) = 3(2a+ b — 3).
x si C est de type (2,1), on a: h°(Q(a,b)|c) = 3(2b+a — 3).

— Si C est une courbe non plane, de degré 3, de X, on a (voir [3]) :
Q|C = 3(9]}»1(—4).

~Si H est un plan de X, on a : Q) = Qp:2 @ Op2(—1).
~Si D est une droite de X', on a : Qp = Op1(—2) @ 20p:(—1).
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_ —Si D est une droite de type (1,0) (resp. de type (0,1)) sur @, on a :
Q(a,b)|D > Op(b—2)®20p: (b—1), Q(a,b)‘D >~ Opi(a—2)®20p1 (a—1).

— Dans la suite, une courbe de type (a,b) sur @ sera toujours considérée
comme une réunion de a droites de type (1,0) et de b droites de type (0, 1).

4.3. Définitions (voir [1] et [12])

— Une conique (resp. droite) de X* est un sous-schéma fermé [* de A™*
tel que I* = og(r), ou r est une conique (resp. droite) de X, o¢ : r —
P(O,®0O,(3)) est la section associée & un morphisme surjectif de O, ®O,.(3)
vers O,.(3), de noyau O,..

— Un s-point est un point de X**. Un d-point est formé de deux s-
points d’une méme fibre w=!(P), P € X*. Un t-point (resp. t-courbe) est
formé de trois s-points, non alignés, d’'une méme fibre w=!(P) (resp. I'image
réciproque, par w, d’une courbe de X'*).

— Le premier voisinage infinitésimal, dans X', d’'un point P € X, noté
£(P), est le sous-schéma dont le faiscean d’idéaux est ZpZ.

— Soit p € N, une conique-grille de type p (resp. de type (1,p)) dans
@ est 'ensemble des points d’intersection de p coniques de @ (resp. de p
coniques avec une conique fixée).

— Une grille de type (p,q) est I'ensemble des points d’intersection dans
@, de p droites de type (1,0) et de ¢ droites de type (0,1).

— Un point-triple (resp. point-double) est un sous-schéma de X', supporté
par un point, dont I'idéal est défini localement dans k[z1, 2] par (z1,22)?
(resp. (2%, 12)).

— Un t-premier voisinage infinitésimal (resp. une t-grille) est I'image
réciproque, par 7, d’un premier voisinage infinitésimal (resp. d’une grille).

— Dans Q*, des t-points, d-points, s-points sont dits alignés (resp. cocy-
cliques) si leurs projections sur ) appartiennent & une méme droite (resp.
conique).

Le sous-schéma @Q* étant de dimension 3, il peut contenir deux ou
plusieurs coniques disjointes.
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4.4. Exemples de spécialisation, de trace et de schéma résiduel

Quelques uns des résultats suivants nous seront utiles, notamment dans
les sections 5 et 6.

LEMME 4.1. —

i) Si 0 est une droite et H un plan non contenant £ , alors ¢N H est un
point et resgl = L.

it) La partie i) reste vraie si on remplace la droite H par la quadrique Q.
Preuve. —

i) On peut supposer que la droite ¢ (resp. le plan H) a, localement,
comme idéal I, = (z,y) (resp. Iy = (z)). Pour £ N H, c’est évident, alors
que le schéma résiduel resy? a comme idéal : [(x,y) N (2) : (2)] = (x,y).

ii) On suppose @ d’idéal : Iy = (zy — zw) et on procede de la méme
facon.

LEMME 4.2. —

i) Si L est une droite et P un point de £, alors (NE(P) est un point-double
supporté par P et resg(§(P)) est le point (simple) P.

it) La partie i) reste vraie si on remplace la droite { par une courbe C
de type (a,b) quelconque sur Q.

Preuve. —

i) On peut supposer que la droite ¢ (resp. le point P) a, localement,
comme idéal I, = (x) (resp. Ip = (x,y)).

Dans ce cas, {(P) a comme idéal I¢py = (2%, 2y, y?).

Par suite, £ N &(P) a comme idéal I; + I¢py = (z,y?) : ¢’est un point-
double supporté par P.

Le schéma résiduel res;(£(P)) a comme idéal :

(%, 2y,5") N (2) : ()] = [(2%, 2y) « (2)] = (2, ).

C’est le point simple P.

ii) Une courbe de type (a, b) sur @ peut étre considérée comme la réunion
de a droites de type (1,0) et de b droites de type (0, 1). Le point P appartient
donc a 'une de ces droites. Par le lemme 3.4, on se ramene au cas i).
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LEMME 4.3. —

i) Si € est une droite d’un plan H, P un point de £, et si n(P) est
un point-double supporté par P, alors £ Un(P) est une spécialisation de la
réunion disjointe d’une droite et d’un point de X.

ii) De plus, HN(LUn(P)) = £ et le schéma résiduel resy(£Un(P)) n’est
autre que le point simple {P}.

Preuve. —

i) On peut supposer que le plan H est d’idéal Iy = (z), et que la
droite ¢ (resp. le point P) a, localement, comme idéal I, = (x,z) (resp.
Ip = (z,y,2)).

On consideére le point P; ¢ ¢ d’idéal Ip, = (z,y,z — t), avec t € k\ {0}.

Dans ce cas, la réunion disjointe £U{P;} a comme idéal : (z,yz, z(z—1)).
Quand ¢ tend vers 0, on obtient un schéma dont I'idéal est : (x,yz,2?%) =
(x,2) N (z,y, 2?). C’est la réunion de £ avec un point-double supporté par
le point P.

il) HN (L UE(P)) = £ car son idéal est : (2) + (x,yz,2(z — t)) = (z, 2).
Le schéma résiduel resy (¢ U&(P)) a comme idéal :

[(z,y2,2%) N (2) = (2)] = (2,9, 2).
C’est le point simple P.
LEMME 4.4 (VOIR [8], 2.1.1). —

i) Sil etl’ sont deuz droites concourantes en un point P, alors (UL’ UE(P)
est une spécialisation de deux droites disjointes de X.

ii) De plus, si H est un plan transverse a £ et ¢ £/, alors HN (LU U
E(P)) = &(P), et le schéma résiduel resg(l UL UE(P)) nest autre que la
conique dégénérée £ U L',

iit) La partie ii) reste vraie si on remplace le plan H par la quadrique Q.
On obtient facilement aussi le

LEMME 4.5. —

1) Sil etl' sont deuzx droites d’un plan H, concourantes en un point P,
alors HN (LU L UE(P)) =LU L, et le schéma résiduel resg(l U1 U E(P))
n'est autre que le point simple { P}.
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it) La partie i) reste vraie si on remplace le plan H par la quadrique Q.
Preuve. —
i) On peut supposer que :

Iy = (2), i = (v,2), I = (y,2), Iegpy) = Ip? = (z,y,2)%

La réunion £ U ¢’ U £(P) a alors comme idéal : (zy,xz,yz, 2%). Par suite,
HN (UL UEP)) a comme idéal : (zy, 2), qui est celui de £U ¢,

Le schéma résiduel resy (¢ U ¢ U&(P)) a comme idéal :
(zy, 22,y2,2%) N (2) : (2)] = [(w2,y2,2%) : (2)] = (2,9, 2).

C’est le point simple P.

4.5. Des résultats sur Q* et D**

LEMME 4.6. — Si £* est une droite (resp. conique) de X* contenue dans
Q* et non contenue dans D, alors £* N D est formé de 3 points (resp. 6
points).

Preuve.— On a : dim(¢* N D) < dim £* = 1, donc dim(¢* N D) = 0.

Posons £* = g (r) ol r est une droite (resp. conique) de X'. Considérons
la section o telle que D = o(Q). On a : oo(r) No(r) =£*ND.

— Si r est une droite, alors les deux sections o¢ et oy, proviennent des
deux suites exactes :

(p,1)

(*) { e OT(?)) (pO—J)) Or(3) — 0,
O, ® 0,(3) — 0,(3) — 0,

ou pg et p sont des formes homogenes de degré 3, distinctes car ¢* ¢ D.
Ainsi, pg — p reste de degré 3 et ses zéros correspondent exactement aux
points de go(r) No(r).

— Si r est une conique, alors les suites exactes () deviennent :

(p,1)

{ Op1 @ Op: (6) P22 Op1 (6) — 0,
Op: @ Op: (6) — Om (6) — 0,

ou, cette fois-ci, pg — p est homogene de degré 6. On conclut comme dans
le premier cas.

— 245 —



Olivier Rahavandrainy

COROLLAIRE 4.7. — Si £* U {'* est une conique dégénérée de Q* telle
que £* ¢ D et 0 C D, alors (¢* UL™)N D est la réunion de £"* avec deux
points, et le schéma résiduel resp(£* U £™*) est la droite £*.

LEMME 4.8 ([12], SECTION 3-2-2). — Dans chacun des cas suivants, le
sous-schéma Z est (numériquement) rangé.

a) E = 75(Qa,b)c), ot C est une conique de D et Z la réunion
générique de a + b — 2 t-points et d’un s-point;

b) E=G1= O]P’(wp*ﬁ)(l) R wp* o WD*OQ(I, 1), Z = 0;

¢) E=Gap =0Op, .q1)@wp omp*0q(2,2), Z : réunion générique
de 2 t-points et d’un s-point;

d) E = Gs3, Z : réunion générique de 4 t-points cocycliques, de 2 t-
points et de 2 s-points (c’est-a-dire : 1 d-point);

e) E = Gyq, Z : réunion générique de 13 t-points dont 12 sont 4 a 4
cocycliques.

LEMME 4.9. — Soient a,b,u des entiers naturels vérifiant :
(I1<a<b<2a) ou(l<b<a<2b), at+b=2 (mod3), 3u = 3ab—a—b—1,
alors la réunion générique F(a,b) de u t-points dans D**, est Gq p-rangée.

Preuve.— On peut supposer que a < b, quitte a échanger a et b.

Le sous-schéma F'(a,b) est, par constructuion, numériquement G p-
rangé, car :

hO(Ga,b) = ho(ﬁ(a,b)) =3ab—a—-b—1=3u= ho(Ga,b|F(a,b))-
Onpose « =2a—b>1sibienquea=a+b—a, b=a+2(b—a).

On va montrer par récurrence sur h, 0 < h < b — a, que la réunion
générique F,(p), numériquement Goqp,at2n-rangée, de u(h) t-points dans
D**| est Goih,at2n-rangée. On note R(h) cet énoncé. Notre lemme corre-
spond & R(b — a).

Le cas h = 0 est un cas particulier du lemme 3-3-1 dans [12].

Supposons que R(h — 1) soit vrai. On définit le sous-schéma F ) de
D** comme la réunion disjointe de Fy,,—1) avec 3a + 4h — 3 t-points d'une
t-courbe C**, ot C est de type (1,2) sur Q.
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On voit que : u(h) = u(h — 1) + 3a + 4h — 3, et que F;(h) est une
spécialisation de [, ). Il suffit alors de montrer I’énoncé pour F, (h)" On
exploite C**.

— La dime: HO(Ga+h,a+2h\C** ®IF2:(h
est formé de 3 + 4h — 3 t-points et

)HCH) = 0, est vraie car F, ; NC™*

Wi (Ga+h,a+2h|c**) = W*D(ﬁ(a + h,a+ 2h)|C’) >~ 30p1 (3a + 4h — 4).

— La deégue est aussi vraie par hypothese de récurrence, car le schéma
résiduel est F(j_1)-

Le lemme suivant est légerement différent du lemme 3-3-4 dans [12], mais
I'idée de preuve reste la méme si bien qu’on ne I’écrit pas ici.

LEMME 4.10. — Soient «, B, u, g, h,p,q des entiers naturels vérifiant :

<h<i

1<a</6’<2a,p<afl,ggpq,h:iquo(qul,Q), g

g (28 — ).

Onpose :a=a—h>21,b=0—-2h>1.

Soit Z(a,b) un sous-schéma G, p-rangé de D**, formé de @ t-points.

Alors, la réunion générique dans D**, numériquement G g-rangée, de
Z(a,b) avec w t-points et g t-points d’une t-grille de type (p,q), est Go. -
rangée.

PRrROPOSITION 4.11. — Soient «, B,u, g, h,p,q des entiers naturels véri-
fiant :

1

I<a<pf <2 p<a-lg<pgh=iquolg+l,2), § <h <z (26— a).

Soit F(a, 3) la réunion générique dans D** de u t-points, de g t-points
d’une t-grille de type (p,q).
Alors, si F(a, ) est numériqguement G, g-rangée, elle est G, g-rangée.

Preuve.— Onpose:a=a—h>1,b=0—-2h > 1.

On remarque d’abord que la condition de rangement numérique pour
F(a,B) :
3af—a—0—-1=3u+g),

implique que :
a+b=a+ =2 mod3.
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3ab—a—b—-1

Par le lemme 4.9, la réunion générique Z(a,b) de @& = 3

t-points de D** est GG, y-rangée.

On considere la réunion disjointe F(a, () de Z(a,b) avec g t-points d’une
t-grille de type (p,q) et de w = w — @ t-points. C’est une spécialisation
de F(a, ). De plus, par le lemme 4.10, F(a,ﬁ) est G g-rangée. D'ou la
proposition.

LEMME 4.12. — Soient a,b,v, 7,6, € des entiers naturels tels que :

1<a<b<2aq,d+e<l, 7<a+b—2.
Soit F(a,b) la réunion générique dans D** de :

— v t-points,
— T t-points, § d-point et € s-point cocycliques.

Alors, si F(a,b) est numériquement G, p-rangée, elle est Gq p-rangée.
Preuve. — La condition du rangement numérique pour F'(a,b) est :
3ab—a—b—1=3v+37+20 +e.

Soit r* la conique qui contient les supports de ces points cocycliques.
On procéde comme dans la preuve du lemme 4.9.
Onpose:a=2a—b>21l,a=a+b—a,etb=a+2(b—a).

Pour 0 < h < b— a, F,;) désigne la réunion générique, numériquement
Ga+h,a+2n-rangée, de v(h) t-points, de 7(h) t-points, d(h) d-points et e(h)
s-points cocycliques.

On montre par récurrence sur h, ’énoncé R(h) : Fyny est Gath,at2h-
rangée.

Le cas h = 0 est un cas particulier du lemme 3-3-1 dans [12].

Supposons que R(h — 1) soit vrai. On définit le sous-schéma F () de
D** comme la réunion disjointe de F,,_1y avec 3a + 4h — 3 t-points d'une
t-courbe C**, avec C' de type (1,2) sur @, dont 3 sont sur la t-conique r**.

7(h —1) = max(7(h) — 3,0), 6(h — 1) =d(h), e(h — 1) = e(h),
y=wv(h) +7(h)—7(h—1) — Ba+ 4h — 3).
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On constate que F (n) €st une spécialisation de F, ). 11 suffit alors de mon-
trer 1'énoncé pour F) (h)- On exploite C**. La dime est vraie comme dans
la preuve du lemme 4.9 et la degue aussi, par hypothese de récurrence, le
schéma résiduel étant F,,_1).

PROPOSITION 4.13. — Soient a,b,v,m,T,0,¢ des entiers naturels tels
que :

1<a<<b<2a,0+e<],7<a+b—-2,2m < 2a+b—6.
Soit F(a,b) la réunion générique dans D** de :

- v+ 2m t-points,
— T t-points, § d-point et € s-point cocycliques.
Alors, si F(a,b) est numériquement G p-rangée, elle est G p-rangée.

Preuve. — Soit r* la conique qui contient les supports de ces points
cocycliques.

Comme 1 < a—1 < b—2 < 2(a—1), le lemme 4.12 nous permet d’affirmer
Pexistence d’un sous-schéma F'(a — 1,b — 2) qui est G4_1 p—2-rangé, avec :

7(a —1,b—2) = max(7(a,b) — 3,0),
0(a—1,b0—2) =6d(a,b), e(a—1,b—2) =¢(a,b),
v(ia—1,b—2) =v(a,b) + 7(a,b) —7(a —1,b—2) — (2a + b — 3 — 2m).

Soit C une courbe de type (1,2) sur Q telle que F(a — 1,0 —2)NC** ={.

On consideére la réunion disjointe F'(a,b) de F(a—1,b—2) avec 2a+b—6
t-points de C** (dont 2m appartiennent deux a deux a m t-droites de type
(1,0) et ne forment pas 4 & 4, de t-grilles de type (2,2)), et de 3 t-points de
C* Nt

Par construction, F”(a,b) est une spécialisation de F'(a,b). Il suffit alors
de montrer I’énoncé pour F'(a,b). On exploite C**.

— La dime est vraie car F’(a,b) N C** est formé de 2a + b — 3 t-points et
Wi (Ga,b\C**) = W*D(Q(CL b)‘c) = 30]P>1 (2(1 + b — 4)

— La degue est vraie par hypothéese de récurrence, car le schéma résiduel
est F'(a,b).
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5. Preuve de H(n), n € {22,27,29} ou n > 31

5.1. Le sous-schéma T%*(n)

On définit T**(n) comme la réunion générique de A(n) t-coniques dis-
jointes, de 7(n) t-points, de §(n) d-points et de €e(n) s-point sur une t-
conique.

Pour que T**(n) soit numériquement L,-rangé, on doit avoir h®(L,) =
hO(Ln|T**(n)).

On remarque que si S** est un s-point (resp. d-point, t-point, t-conique),
alors on a : h%(Ly g+) = 1 (resp. 2, 3, 6n + 13).

Ainsi, on a : h(Ly pen(n)) = A(n)(6n + 13) + 37(n) + 26(n) + €(n).

On prend donc :

A(n) = iquo(h®(L,),6n + 13), 7(n) = iquo(s(n),3), 25(n) + €(n) =
irem(s(n), 3), ou s(n) = irem(h°(L,),6n + 13).
5.2. Spécialisation de T**(n)

On va montrer H(n) : H*(Ly, ® I+ (n)) = 0 par la méthode d"Horace. On
va spécialiser T*(n) en un sous-schéma T’ (n) et montrer que HY(Ly,, ® I7, (n))
= 0.

On consideére les entiers I'(n) et €'(n) tels que :

oy A(n) —3426(n) + €(n) si 26(n) + €(n) > 0,
Fn) = { A(n) sinon.

3e'(n) = hO(L,—2) —1'(n —2)(6n + 1).
On définit Ts(n) comme la réunion :
—de I'(n — 2) t-coniques générales;
—de 7(n) t-points, §(n) d-point et €(n) s-point sur une t-conique de Q**;
—de ly(n) = A(n) — '(n — 2) t-coniques de Q** dont :
* t1(n) sont disjointes,

* [1(n) — t1(n) se rencontrent en €’(n) t-points vérifiant les conditions ci-
apreés qu’on appelera conditions (C) ;
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— des t-premiers voisinages infinitésimaux de ces €’(n) t-points.

Les conditions (C)

Pour un entier m > 6, on note ¥(m) le plus grand entier positif tel que
PY(m)((m) —1) < m. Si m < 5, on pose : (m) = 0.

1++v1+4m

(En fait, ¥(m) est la partie entiere de 3

sim 2= 6).
Pour €’(n) donné, on pose :

e’(n) = ¢(e'(n)), x(n) = €'(n) —e"(n)(e"(n) = 1), e*(n) = ¢(x(n)).

= iquo (m(n —e*(n)(e*(n)-1), 2), rest(n) = irem (x(n)—e*(n)(e*(n)— 1), 2).
On aainsi: e'(n) = e’ (n)(e’(n)—1)+e*(n)(e*(n) — 1) +2e**(n) + rest(n).

On dit que €/(n) t-points vérifient les conditions (C) si :
- e’(n)(e’(n) — 1) forment une t-conique-grille de type e”(n),
- e*(n)(e*(n) — 1) forment une t-conique-grille de type e*(n),

- les t-points qui restent (cas ot h(n) = 2e**(n) 4 rest(n) > 1) appar-
tiennent & une t-conique-grille de type (1, e**(n) + rest(n)).

U'(n—2)

4 AVAR

li(n) — t1(n)

ta(n) :;741
74
K B /

Q**

Figure 1
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On a choisi les entiers I'(n—2) et ¢’(n) de fagon que le sous-schéma T(n)
soit une spécialisée (L,,, Q**)-ajustée de T**(n) et que l'on puisse utiliser la
méthode d’Horace avec le diviseur QQ**.

Dans ce cas, le schéma résiduel T**(n — 2) de Ts(n) par rapport a Q**
sera formé de I'(n — 2) t-coniques disjointes et de e’(n) t-points vérifiant les
conditions (C). Et on a bien :

Y (Ln(=Q™)) = h*(Ln-2) = U'(n=2)(6n+1)+3¢(n) = h*(Ln(=Q) jgres (-

On va montrer que H°(L,, ® Ip,(n)) = 0. On exploite le diviseur Q**. La
dégue H'(n — 2) est vraie par hypothése.

Pour la dime, les I’(n—2) t-coniques de Ts(n) rencontrent Q** en 41’ (n—
2) t-points 4 a 4 cocycliques. Par conséquent, la trace est le schéma S(n)
décrit dans la proposition 5.1 ci-apres, avec : I1(n) = A(n) —'(n — 2).

De plus, comme Ly g+« est isomorphe & K,, = Og+~(1) ® w*(Og-(1) ®
m™0g(n,n)), S(n) est numériquement K,-rangé. On voit que toutes les
hypotheses de la proposition 5.1 sont vérifiées.

5.3. Preuve de la dime

PROPOSITION 5.1. — Soient n, I'(n), l1(n), t1(n), €'(n), 7(n), 6(n), e(n)
des entiers naturels, et S(n) la réunion générique dans Q**, numériquement
K, -rangée :

—de l1(n) = A(n) = U'(n — 2) t-coniques dont t1(n) sont disjointes et
l1(n) — t1(n) se rencontrent en ¢’ (n) t-points vérifiant les conditions (C),

—de 4l'(n — 2) t-points 4 a 4 cocycliques,
— de 7(n) t-points, 6(n) d-point et e(n) s-point cocycliques.

Alors, S(n) est K,-rangée.

Preuve. — La condition de K,,-rangement numérique de S(n) : h°(K,,) =
hO(Kn|5(n)), donne I’égalité suivante :

6n2+14n+19 = I (n)(6n+13)+3(4l'(n—2)+7(n) —e'(n))+25(n)+e(n).

Spécialisation de S(n)

Ona:li(n)—ti(n) =’ (n)+e*(n) + min(1, e**(n) 4+ rest(n)).(e**(n) +
1+ rest(n)).
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On pose : t1(n) = c1(n) + di(n), fr(n) = di(n) + li(n) — t1(n). On a
donc fi(n) +ci(n) =li(n).

On peut supposer que toutes ces t-coniques sont dégénérées, et que, pour
chacune des ¢ (n) t-coniques, I'une des deux t-droites est contenue dans D**.

On considere, alors, le sous-schéma Sq(n) = Ss, (n) U Ss,(n), ou :

— S5, (n) est la réunion de ¢;(n) t-droites non contenues dans D**, et de
u(n) t-points non contenues dans D** non plus (u(n) < 4l'(n — 2));

— S5, (n) est la réunion :
* de fi1(n) t-coniques de D**,
* de c¢1(n) t-droites de D**,

* des t-premiers voisinages infinitésimaux de f1(n)(fi(n)+c1(n))— fi(n)—
e’'(n) t-points : les points d’intersection des f;(n) t-coniques et des c¢1(n)
t-droites de Q* qui n’appartiennent pas aux trois t-coniques-grilles de types
e’ (n), e*(n) et (1,e**(n) + rest(n)),

* des t-premiers voisinages infinitésimaux de p;(n) t-points, parmi les 7(n)
t-points cocycliques (ces p1(n) t-points étant mis sur des droites des f1(n)
t-coniques de D** ou sur celles des ¢ (n) t-droites de D**), uq1(n) < 2f1(n)+
c1(n) (voir figure ci-apres),

x de 41'(n — 2) — u(n) t-points de D**,

* de 7(n) — p1(n) t-points, 6(n) d-point et ¢(n) s-point cocycliques de r** =
w™(r) c D*.

Le sous-schéma S;(n) est une spécialisation de S(n).

On exploite D**. La trace Z” de Sg(n) sur D** est formée de :
— f1(n) t-coniques,

— ¢1(n) t-droites,

—4l'(n — 2) — u(n) t-points,

— 2¢1(n) t-points intersections des ¢1(n) t-droites avec D**,

—7(n) — p1(n) t-points, §(n) d-point et e(n) s-point cocycliques.
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les (41" — u) points
: fitea

1231
« T H1

N Y

D**

Figure 2
Le schéma résiduel est formé de :
— ¢1(n) t-droites,
= fim)li(n) — f1(n) — €’(n) + p1(n) t-points d’une t-grille de type
(1(n) + min(1, 11 (n)), f1(n) + min(1, max(0, ju1 (n) — L (n)))),
— u(n) t-points.

On choisit les entiers ¢;(n), f1(n), u1(n),u(n), ... pour que 'on puisse
prouver les dime et degue a l’aide des propositions 4.13 et 4.11.

—Pour n € {22,27,29} oun > 31, ce choix est possible grace a la propo-
sition 5.2.

— Pour (n < 30, n ¢ {22,27,29}), voir la section 7.

La dime se ramene alors & la proposition 4.13, avec a = n + 3 — [1(n),
b=n+3—fi(n),v=4'(n—2) —u(n), m = c1(n), 7 = 7(n) — p1(n),
6 =40(n), e =e(n).

La dégue se ramene a la proposition 4.11, avec & = n — ¢1(n), 8 = n,
w=u(n), g = fi(m)ls(n) = fi(n) — ' (n) + 1 (n), p = 11 (n) +min(L, 1 (),

g = f1(n) + min (1, max(0, p1(n) — ll(n))), h =iquo(q+1,2).
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PROPOSITION 5.2. — Sin € {22,27,29} ou sin > 31, on pose :
c1(n) = iquo(n, 6) + ¢(n), ot c(n) = irem (2n + 1 — iquo(n, 6), 3),

alors, les entiers a(n),b(n), fi(n), pi1(n),u(n),... correspondants a ce choix
de c1(n) vérifient les hypothéses des propositions 4.13 et 4.11.

Preuve. — Par définition des entiers A(n),l'(n),7(n),e'(n) et l3(n), on

2n® + 13n? 4 37n + 38
Mi(n) = Ma(n) — 1 < A(n) < My(n) = on T 26 ,

Mi(n) —2 <l'(n) < Ma(n), 0<e'(n) <6n, 0<7(n) < 2n+4,

2(12n + 24n% — 5n + 3) 2(12n + 96n% + 163n + 29)
(6n + 13)(6n + 1) (6n + 13)(6n + 1)

La restriction du fibré K,, sur D** est isomorphe a G, 3.

<li(n) <

Pour que S¢(n) soit une spécialisation (K, D**)-ajustée de S(n), il faut
et il suffit que :

3a(n)b(n)—a(n)—b(n)—1 = 3(4l'(n—2)—u(n)+201(n)+T(n)—u1(n))+26(n)+e(n).
L’égalité ci-dessus est équivalente a :
3n(n—ci(n))—=n—(n—ci(n))—1 = 3(u(n) +li(n)(li(n) — c1(n))
—(li(n) = e1(n))) — 3¢/ (n) + 3pa (),
ou encore, en posant ¢1(n) = iquo(n,6) + c(n), a :
(*): A(n) — (3n —3l1(n) +2)c(n) — 3p1(n) — 3u(n) =0,
ou :
A(n) = 3n(n —iquo(n,6)) — 2n + iquo(n,6) — 1 — 3l1(n)(l1(n) — iquo(n, 6))
+ 3(l1(n) — iquo(n, 6)) + 3¢’ (n).
On prend alors lentier ¢(n) € {0,1,2} de telle fagon que :
A(n) — (3n — 3li(n) + 2)c(n) = 0 mod 3,
A(n) — (3n —3li(n) + 2)e(n) = 3u1(n) + 3u(n) 2 0,

—3u(n) + A(n) — (3n — 3l1(n) + 2)c(n) < 3 min(7(n),2l1(n) — c1(n)),
3[r(n) — (2n+4) + 2li(n) — c1(n)] < —3u(n) + A(n) — (3n — 3l1(n) + 2)c(n).

Si3n—3l1(n)+2 > 3n—3l1(n)—1 > 1, et si on veut que ¢(n) € {0,1,2},
on doit avoir :

¢(n) =2n+ 1 —iquo(n,6) mod 3,

o(n) < A(n) o(n) < A(n) — 3[7(n) — (2n 4+ 4) 4 2l1(n) — iquo(n, 6)]
= 3n —3li(n) + 2’ = 3n —3li(n) — 1 ’
A(n) S 9 A(n) — 3[r(n) — (2n + 4) + 211 (n) — iquo(n, 6)] S 9

3n—3h(n)+27 7 3n — 3l (n) —1 ==
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Si3n—3l1(n)+2>3n-3l1(n)—1> 1, et si 'on veut que c¢(n) € {0,1,2},
on doit avoir :

c¢(n) =2n+1—iquo(n,6) mod 3, .

oS 3= ?l(:(i) Tz s 2 = ) 7351271;?2;) illl(n) —lauo(n. 9
A(n) S 9 A(n) = 3[t(n) — (2n 4+ 4) 4 2l1(n) — iquo(n, 6)] S 9

3n—3h(n)+27 7 3n —3li(n) — 1 -

Comme c¢;(n) vérifie : % —1<c(n) <

>3

+2,0n a:

108n3 — 228n2 — 1081n — 120 < hin) < 108n3 + 1284n? + 2447n + 426
6(6n 4 13)(6n + 1) SRS 6(6n 4 13)(6n + 1)

On en déduit des encadrements pour a(n), b(n), a(n), p(n), g(n). Des
calculs simples sur Maple donnent alors :

b(n)fa(n):cl(n)>27120517126,

2a(n) —1—=>b(n)=n+2—-1I1(n) —c1(n) > 0sin > 23,
2a(n) +b(n) — 6 — 2¢1(n) > 0sin > 18,

ﬂ(n)—a(n):cl(n)>%—120817126,

2
2a(n)—1—ﬁ(n)>§+12081n20,
an)—pn)=n—1-04n)—c(n)>0sin > 41,
26(n) — a(n) —3h(n) = 0sin > 27,

An) =21, 3n—-3l1(n)+2>=23n—-3li(n)—1>21 sin>14

A oy G,
3n — 30,(n) + 2

A(n) = 3[t(n) — (2n +4) + 211 (n) — iquo(n, 6)]
3n—3li(n)—1

> 2 sin > 16.

Ainsi, pour n > 41, on prend :

u(n) = % max (0, A(n) — (3n — 3L (n) + 2)e(n) — 3 min (7(n), 201 (n) — c1(n))),
wi(n) = — u(n) + % (A(n) — (3n —3li(n) + 2)c(n))

Par calculs directs, on voit que ce choix de ¢1(n),u(n), u1(n) reste aussi
valable pour 31 < n < 40 ou pour n € {22,27,29}.
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Les autres inégalités telles que : g(n) < p(n)g(n), ... sont toujours vérifiées
pour tout n. On rappelle que :
3ab—a—-b—1=3v4+6m+371+20+¢ < 3af—a—LF—-1=3u+3g.

6. Preuve de H'(n), n € A
Iei, A = {27,32)U{n € N/ n > 37, n ¢ {38,41,44, 45,48, 51,63, 65, 78} }.
Le sous-schéma T"**(n)

Ce sous-schéma est la réunion, numériquement L,-rangée , de I'(n) t-
coniques disjointes et de e(n) = e'(n + 2) t-points vérifiant les conditions
(C), ot I'(n) et €/ (n+2) sont tels que : 3¢/(n+2) = h%(L,) —1'(n)(6n+13).

On va montrer, par la méthode d’'Horace, que : H'(n — 2) = H'(n).

Comme dans la section 5.1, on spécialise 7"**(n) en un sous-schéma
T!(n) (Ln,Q**)-ajustée et on va prouver que : H°(Ly, ® Iri(n)) = 0.

On définit le sous-schéma T7(n) comme la réunion :
— de I'(n — 2) t-coniques non contenues dans Q**,

—delz2(n) =1'(n)—1l'(n—2) t-coniques de @** dont t2(n) sont disjointes,
et la(n) —ta(n) se rencontrent en €’(n) t-points vérifiant les conditions (C),

— de t-premiers voisinages infinitésimaux de ces €’(n) t-points,
— de e(n) t-points vérifiant les conditions (C).

On exploite le diviseur @**. La degue (H'(n — 2)) est vraie. La dime est
une conséquence de la

PROPOSITION 6.1. — Soient n, I'(n), la(n), ta(n), €'(n) des entiers na-
turels, et S'(n) la réunion générique dans Q**, numériquement K, -rangée :

—de la(n) = U'(n) = U'(n — 2) t-coniques dont t2(n) sont disjointes et
la(n) —ta(n) se rencontrent en €' (n) t-points vérifiant les conditions (C),

—de 4l'(n — 2) t-points 4 a 4 cocycliques,
— de e(n) t-points vérifiant les conditions (C).
Alors, S'(n) est Kp-rangé.
Preuve.— La condition de K, -rangement est équivalente a :
6n° + 14n + 19 = I5(n)(6n + 13) + 3(41'(n — 2) + e(n) — €'(n)).
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Comme dans la section 5.3, on a :

la(n) — ta(n) =€’ (n) + €*(n) + min(1, e**(n) + rest(n)).(e**(n) + 1 + rest(n)),
la(n) = f2(n) + c2(n),
fa(n) = da(n) + (I2(n) — ta(n)).

On spécialise S’(n) en Si(n) = S, (n)US,,(n), en mettant, entre autres, les
2¢2(n) t-points sur une grille de type (ca2(n),2). Puis, on exploite D**. La
dime se rameéne & la proposition 4.11 avec : & = n+3—I3(n), 8 = n+3—fa(n),
u = 4l'(n—2)—u(n), g = 2c2(n)+e(n), p = max (ca(n), Iy (n+2)—t; (n+2)),
g=lin+2)—ti(n+2)+2, h =iquo(q + 1,2).

De méme, la dégue se ramene a la proposition 4.11 avec :
a = n—c(n), B = nu = un),g= fn)la(n) — fa(n) —€(n),
p=1l(n), ¢= fa(n), h =iquo(q +1,2).

Comme dans la section 5.3, on prend :
c2(n) =iquo(n, 6) + c(n), c¢(n) = irem(2n + 1 — iquo(n, 6), 3).
On considere :

A(n) = 3n(n—iquo(n,6)) — 2n +iquo(n,6) — 1 — 3l2(n)(l2(n) — iquo(n, 6))
+ 3(I2(n) — iquo(n, 6)) + 3¢'(n).

L’équation d’ajustement pour S’(n) se ramene a :
A(n) — (3n — 3la(n) + 2)c(n) — 3u(n) = 0.

On a alors :

A(n) — (3n = 3la(n) + 2)c(n) =0 mod 3,
0 < 3u(n) = A(n) — (3n — 3la(n) + 2)c(n) <12 I'(n — 2).

Les encadrements des entiers la(n), ca(n) et fa(n) sont les mémes que ceux
de l1(n),c1(n) et f1(n) dans la section 5.3.

Par définition de €'(n),e”(n),e*(n) et e**(n), on a :

1++vV1+24n
S——5

0<e(n)<6n, 0< e’ (n)

14+ +/1+4x2(n —1+ 21+ 24
0< e*(n) < fﬂ)’ ol xg(n) = %’

—1+424/1+4x2(n)

< ot <
0\6 (’I’L) 8 )

0<lh(n+2)—tiln+2)<e"n+2)+e*(n+2)+e*(n+2)+2.
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On peut vérifier que les hypothéeses de la proposition 4.11 sont satisfaites
aussi bien pour la dime que pour la degue :

— pour n > 170, a I’aide des encadrements ci-dessus,

—pourn € {27,32}, oupour (37 < n < 169 et n ¢ {38,41, 44,45, 48,51, 63,
65, 78}), par calculs directs (sur Maple).

—Pour n < 36, avecn ¢ {27,32} et pour n € {38,41,44,45,48,51, 63,65, 78},

voir la section 7.

7. Cas initiaux

7.1. H(n), n<1

On rappelle que 'on veut montrer que I'application naturelle p(n) de
H(Q(n) @ Q(n+3)) vers H*(Q(n+3))y) est de rang maximum si Y est la
réunion générique de r coniques disjointes de X.

— Pour n < =2, c’est trivial car h°(Q(n +3)) = h°(Q(n +3)y) = 0.

— Pour n = —1, p(—1) est injective si r = 1 : exploiter un plan H
contenant Y. On en déduit que p(—1) est injective pour tout r > 1.

— Pour n =0, p(0) est surjective si r = 1 et injective si r = 2.

— Pour n =1, p(1) est surjective si = 2 et injective si r = 3.

7.2. H'(=2), H'(0), H"(1), H"(1)
— H'(—2) est vrai car T"**(—2) = 0.

— H'(0) : le sous-schéma T"**(0) est formé d’une droite et de 4 points.
On a bien : H'(—2) = H'(0), en exploitant une quadrique.

Les énoncés H"(1) et H"'(1) sont nécessaires pour prouver H(3) et
H'(3).

Enoncé et preuve de H" (1)

On veut montrer H”(1) : H(Q(4) ® Zpi(1y) = 0, ott T"**(1) est la
réunion disjointe d’une conique, d’une droite et de 5 points.

En exploitant une quadrique ou un plan, on se ramene a I’égalité fausse
(voir [3] par exemple) : HO(Q(2) ® Zz) = 0, ot Z est formé de 2 points.
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On va donc exploiter une surface cubique S. On sait (voir [6]) qu'une
telle surface peut étre obtenue par éclatement en 6 points non cocycliques
et 3 & 3 non alignés d’un plan projectif, que son groupe de Picard, Pic(S)
est isomorphe & Z7 et est engendré par la transformée totale £ d’une droite
de ce plan, et par les 6 diviseurs exceptionnels e; au-dessus de ces 6 points.
On rappelle aussi que le diviseur A = 3¢ — Z e; est tres ample et donne

K3
lieu au faisceau tres ample sur S, Og(1).

On suppose que 7"**(1) C S. On exploite S. La degue (H°(Q(1)) = 0)
est vraie. On va montrer la dime : H(Q(4)s ® Og(—E) ® Iz) = 0, ot Z
est formé de 5 points.

On considere deux courbes rationnelles lisses de S, de degré 3, T et R
obtenues repsectivement a partir des deux systemes linéaires
|30 —ea —2e3 — ey —e5 —eg| et |30 —e; —e3 — 2e4 — e5 — eg].

On suppose que la conique C (resp. la droite D) de T"**(1) provient
du systeéme linéaire |20 — eq — ea — e5 — eg| (resp. |¢ — e; — e2|). On note
E = C + D. On met sur R un point de T"*(4), et sur T les 4 points qui
restent. On remarque que : T+ R+ EF ~3A, RR=1, T.E =5.

On exploite T'. Le résiduel Z’ (resp. la trace Z") de Z par rapport a T
est formé de 1 point (resp. 4 points). De la suite exacte résiduelle, on a :

H(Q(1)1500s(R)®Zz) — H°((4)500s(—E)2Iz)

— HY(Q),r50r (~ B)sTzn)

Comme Q(4)7807(—E) = 30p: (—4)@O0p1 (12)00p:1 (—5) = 30p1(3), on a la
dime. Pour la degue, on exploite R. En notant Y’ et Y le résiduel et la
trace de Z’, on a la suite exacte :

HY(Q(1) 50Ty 1) — HO((1)500s (R)aLz) — H(QL)re0n(R)sTy)

La degue est vraie car Y/ = 0 et H(Q(1))s) = 0. La dime se déduit du
fait suivant : Q(1)z@ORr(R) = 30p:(—4)20p: (3)00p1 (1) = 30p:, Y étant
formé d’un point.

Enoncé et preuve de H'(1)

On veut montrer H"”'(1) : HY(Q(4) ® Lypis-(1)) = 0, ot T""**(1) est
la réunion disjointe de 3 droites D1, D2, D3 et de 4 points. On procede
comme précédemment avec D; ~ £ —e; —ep (1 <i#j#k<3), E =
Dy + Dy + D3~ 30 —2e; —2e9 —2e3, R~ Aet T ~3A—R— E (dans ce
cas,ona: RR=3, T.E=09).
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7.3. H(n), H(n), 1 <n <12
Dans cette section et dans la section 7.4, on écrira, si nécessaire :

- T**(n) = (A(n); 7(n), 6(n), €(n)) : pour la réunion 7**(n) de A(n)
t-coniques, et de 7(n) t-points, §(n) d-point et €(n) s-point cocycliques,

~T™*(n—=2) = (I'(n=2); €'(n) : "(n), 7(n), e*(n), e**(n), rest(n)) :
pour la réunion T7"**(n — 2) de I'(n — 2) t-coniques, et de €'(n) t-points
dont 7'(n) sont cocycliques et e¢'(n) — 7/(n) vérifient les conditions (C),
7'(n) € [0,7(n)].

(les 7'(n) t-points cocycliques appartiennent éventuellement, avec les
e’(n)(e’(n) — 1) t-points, & une t-conique-grille de type €”(n) + 1).

Pour H'(n — 2) = H(n) (resp. H'(n — 2) = H'(n)), les dégue et dime
obtenues pour prouver le K,-rangement de S(n) (resp. de S’(n)) seront
appelées dégque2 et dime2 (voir les propositions 5.1 et 6.1).

Le schéma résiduel obtenu en exploitant Q** (resp. D**) sera (souvent
une généralisation de) T7**(n — 2) (resp. S(n) ou S’(n)).

H'(1)

On veut montrer que h°(Ly @ Ipissqy) = 0, ot T"**(1) = (0;15 :
4,3,0,0,0).

En appliquant 7, et w,, cette égalité se ramene a : h°(Q(4) ®Ip/(1y) =0,
ou T'(1) = mow(T"™*(1)). Cette égalité est prouvée dans [3].

H(3), H’(3)

— H"(1) = H(3), avec T"**(1) : réunion d’une t-conique, d'une t-droite
et de 5 t-points, et H”(1) est vrai (voir la section 7.2).

- H"'(1) = H'(3), avec T""**(1) : réunion de 3 t-droites et de 4 t-points,
et H"'(1) est vrai (voir la section 7.2).

H(5), H’(5)

On a : H'(3) = H(5), avec T"**(3) = (4;12 : 4,0,0,0,0),
et T*(5) = T**(5) = (9;4: 0,4,0,0,0).

H(7), B*(7)
Ona: H'(5) = H(7).
H'(5) = H'(T), avec T"**(7) = (12;50 : 7,8,0,0,0).
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H(9), H’(9), H”(7)
~ H'(7) = H(9).

- H'"(7) = H'(9), avec T"**(7) : réunion de 12 t-coniques, et de 50
t-points dont 42 = 8 x 6 — 6 appartiennent & une grille de type (8,6) et
dont 8 vérifient les conditions (C). Et H”(7) est vrai car T"**(7) est une
généralisation de T"**(7).

H(11), H’(11)
— H'(9) = H(11), avec T"**(9) = (19;56 : 8,0,0,0,0).

La dégue2 ne s’obtient pas par le lemme 4.11, mais en exploitant 4 fois
une courbe rationnelle de type (1,2) puis 2 fois une courbe de type (2,1).

- H'(9) = H'(11), avec T"*(11) = (27;69 : 8,1,4,0,0). En mettant en
dehors de @Q** les 56 t-points (de la conique-grille de type 8) de T"**(11), et
en posant to = lo = 8, co = 2, on peut utiliser le lemme 4.11 pour la dime2
et la degue2.

H(2), H’(2)
Ces deux énoncés sont les mémes :
T(2) =T"*(2) = (3;5:0,5,0,0,0).

H'(2) se démontre en exploitant un plan, et par transformation élémen-
taire. La démarche est exactement la méme que dans la section 5-3 de [15],
voir aussi la section 5 dans [12].

H(4), H’(4)

Ona: H'(2) = H(4) et H'(2) = H'(4), ou T"**(4) est la réunion de 6
t-coniques et de 13 t-points cocycliques.

H(6), H’(6)

H'(4) = H(6), H'(4) = H'(6), ot T"**(6) est la réunion de 10 t-
coniques et de 30 t-points dont 12 appartiennent a une t-conique-grille de
type 4, et 16 cocycliques.

H(8), H’(8)

H'(6) = H(8), H'(6) = H'(8), ot T"**(8) est la réunion de 15 t-
coniques et de 60 t-points dont 30 appartiennent a une t-conique-grille de
type 6, 12 appartiennent a une t-conique-grille de type 4, et 16 cocycliques.
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H(10), H’(10)

H'(8) = H(10), H'(8) = H'(10), ot T"**(10) = (24;34 : 4,16,3,0,0).
H(12), H’(12)

H'(10) = H(12), H"(10) = H'(12), oi1 :

~T*(12) = T"*(12) = (34;5 : 0,5,0,0,0),

— T"**(10) est la réunion de 24 t-coniques et de 34 t-points dont 12
appartiennent a une t-conique-grille de type 4, 6 appartiennent a une t-
conique-grille de type 3, 8 cocycliques, 4 appartiennent a une t-grille de

type (2,3).

H"(10) est vrai car T"**(10) est une généralisation de T"**(10).

7.4. Les autres cas

7.4.1. H(n), H'(n), n € {13,15,18,19, 20, 22, 23, 25, 26, 28, 30}

Les entiers suivants ne figurent pas dans ce tableau :
A(n), 7(n), 6(n), e(n), '(n—2) = A(n) —li(n) et f1(n) = l1(n) — c1(n),
e(n)=¢€¢(n+2), 7(n+2), ¢'(n+2), e*(n+2), e (n+2) et rest(n + 2).

Signalons que pour H'(11) = H(13), la dégue2 ne s’obtient pas par la
proposition 4.11, mais en exploitant 4 fois une courbe de type (1,2) puis 4
fois une courbe de type (2,1).

n|em)|em | 7n) e | e |rest | u | fi e | ur | fol|ca| ue
13 69 8 1 4 0 0 0 12 | 0 96 12 | 0 96
15 2 0 0 0 1 0 19 9 1 102 9 1 121
18 63 8 7 0 0 0 13 | 13 1 168 | 12 1 206
19 75 9 3 0 0 0 14 (15| 0 196 | 12 | 3 196
20 61 8 5 0 0 0 22 | 13 2 199 | 12 2 247
22 72 9 0 0 0 0 3 14 | 3 | 249 | 12 | 3 | 308
23 101 10 11 0 0 0 3 16 2 283 | 15 2 318
25 65 8 9 0 0 0 31 | 15| 3 | 304 | 15| 3 | 335
26 149 12 17 0 0 0 19 | 18 | 2 | 378 | 18 | 2 | 397
28 54 7 12 0 0 0 12 | 14 6 363 | 15 3 469
30 145 12 11 0 1 0 0 19 4 477 | 18 4 517
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7.4.2. H(n), H'(n), n € {14,16,17,21, 24}

H'(n—2)= H(n), n € {14,16,17,21,24} :

T**(12) = (34;5:0,5,0,0,0). On trouve : pu; =4, f1 =8,¢1 =2,u; = 83,
T+ (14) = (42;74:9,2,0,0,0), g = 14, fi = 13,¢1 = 0,u; = 147,
T**(15) = (49;29 : 5,9,0,0,0), p; =22, f1 =10,¢1 =2,u; = 132,
T*(19) = (75;17 : 4,5,0,0,0), 1 =3, f1 = 11,¢; = 4,u1 = 199,
T*+(22) = (96:100 : 10,10,0,0,0), p1 = 34, fi = 14,¢, = 4,u; = 285.

H'(12) = H'(14) :

En mettant en dehors de D** 48 = 9 x 6 — 6 t-points parmi les 72 t-points
de la conique-grille de 77**(14), et en posant fo = 3, ¢ = 5, on peut utiliser
la proposition 4.11 :

pour la dégue2, avec : =9, B =14, p=8, ¢ =12,

pour la dime2, avec : =9, =14, p=3, ¢=09.

H'(14) = H'(16) :

T**(16) = (54;63 : 8,7,0,0,0). En mettant en dehors de D** les 56 t-
points de la conique-grille de T7"**(16), et en posant fo =9, ¢ = 3, on peut
utiliser la proposition 4.11 :

pour la degue2, avec : a =13, =16, p =10, ¢ =12,

pour la dime2, avec : « =7, 3 =10 (pas de grille).

H'(15) = H"(15) = H'(17) :

T"**(15) = (49;29: 5, 3,3,0,0), et T**(17) = (60;75: 9,3,0,0,0).

H'(15) = H"(15) est vraie car T"**(15) est une généralisation de T"**(15).
Pour H"”(15) = H'(17), en mettant en dehors de D** 48 = 9 x 6 — 6 t-
points parmi les 72 t-points de la conique-grille de T"**(17), et en posant
f2 =9, co =2, on peut utiliser deux fois la proposition 4.11 pour la dégue2 :
— la premiere avec : o =15, =17, p =10, ¢ =11,

— la deuxieme avec : « =5, =9, p=4, q=6.

Pour la dime?2, utiliser la proposition 4.11 avec : « = 9, 8 = 11, p = 3,
q=29.

H'(19) = H'(21) :

T"**(21) = (88;101 : 10,11,0,0,0). En mettant en dehors de @** 5 des
11 t-points cocycliques, puis en dehors de D** les 6 t-points qui restent, et
en posant fy =6, co = 7, on peut utiliser la proposition 4.11 :
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— pour la dégue2, avec : a« =14, B =21, p="7, ¢ =13,
— pour la dime2, avec : a =11, 3 =18, p =10, ¢ = 10.

H'(22) = H'(24) :

T**(24) = (112;149 : 12,17,0,0,0). En mettant en dehors de @** 10 des 17
t-points cocycliques, puis en dehors de D** les 7 t-points qui restent plus
les 132 t-points de la conique-grille, et en posant fo = 12, ¢o = 4, on peut
utiliser la proposition 4.11 :

— pour la dégue2, avec : a« =20, 8 =24, p=14, q =18,

— pour la dime2, avec : o« =11, § =15 (pas de grille).

7.4.3 H'(n), n € {34,35,36,38}
H'(32) = H'(34) :

T**(32) = (195;20 : 5,0,0,0,0), 7"**(34) = (216;198 : 14,0,4,2,0). On
met en dehors de D** les 16 t-points des t-coniques-grilles de type 4 et de
type (1,2), de T"**(34). Puis on pose fy = 18, co = 3, on peut alors utiliser
la proposition 4.11 :

— pour la dégue2, avec : « =31, 8 =34, p=21, q =21,

— pour la dime2, avec : « = 16, =19, p =14, q = 14.

H'(33) = H'(35) -

T"**(33) = (205;130 : 11,0,5,0,0), T"*(35) = (228;220 : 15,0,3,2,0).
On met en dehors de D** 28 = 2 x 15 — 2 t-points parmi les 15 x 14 t-points
de la t-conique-grille de type 15 de T7"**(35). Puis on pose fo = 18, ¢3 = 5,
on peut alors utiliser la proposition 4.11 :

— pour la dégue2, avec : « = 30, =35, p =20, g = 23,

— pour la dime2, avec : « =15, =20, p=13, ¢ = 15.

H'(34) = H'(36) :

T**(36) = (241;192 : 14,0, 3,2,0). On met en dehors de D** les 192 t-points
de la t-conique-grille de type 14 de T"**(36). Puis on pose fo =21, ¢o =4,
on peut alors utiliser la proposition 4.11 :

— pour la dégue2, avec : a« = 32, 3 =36, p=21, ¢ =25,

— pour la dime2, avec : « = 14, § = 18 (pas de grille).

H'(36) = H'(38) -

T"*(38) = (267;211 : 15,0,0,0,1). On met en dehors de D** 182 = 14 x 13
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t-points parmi les 210 t-points de la t-conique-grille de type 15 de T7**(38).
Puis on pose fo =21, co = 5.

La dégue2 se rameéne a la proposition 4.11, avec : @« = 33, § = 38, p =
21, g = 26.

Et la dime2, a la proposition 4.13, avec : @« = 15, § = 20, 7 = 28 =
15 x 14 — 14 x 13.

7.4.4 H'(n), n € {29,31,33,41,44,45,48,51, 63, 65, 78}

On remarque, ici, que : e*(n+2) < €’(n). On spécialise alors S’(n) comme
dans la preuve de la proposition 6.1 en mettant en dehors de D** les e*(n+
2)(e*(n 4+ 2) — 1) t-points de la conique-grille de type e*(n + 2) de S’(n).
Puis, on exploite D**. La dime se ramene a la proposition 4.11 avec :
a=n+3—In), B=n+3— fao(n), u=4"(n—2) —u(n),

g =2c(n) +e(n) —e"(n+2)(e"(n+2) 1),

p = max (CQ(n), Lhin+2)—ti(n+2)—e*(n+ 2))7
g=ln+2)—ti(n+2)—e*(n+2)+2, h=iquo(q+ 1,2).

De méme, la dégue se ramene a la proposition 4.11 avec : @ = n — ca(n),
B =n, u=u(n), g = fa(n)lz(n) — f2(n) —€'(n) +e*(n+2)(e"(n+2) - 1),
p=l2(n), ¢ = fa(n), h = iquo(q +1,2).
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