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Sur les résidus de Baum-Bott
EL Hapjt MavLick Dia(h)
RESUME. — On se donne une variété complexe V', compacte, de dimen-

sion complexe n, un champ de vecteurs v holomorphe sur V, un fibré
vecoriel E de rang r au dessus de V et une C-action 0, sur E. Il est
bien connu que si v n’a pas de singularité, tous les nombres de Chern
cy(E) ~ [V] sont nuls (|I| = n). Si v a des singularités, Bott a démontré
que ces nombres de Chern se localisent prés de ces singularités donnant
lieu & des résidus. Ces résidus ont été calculés d’abord par Bott dans
le cas d’une singularité isolée non dégénérée, ensuite par Bott dans le
cas d’une sous-variété non dégénérée et enfin, par Baum et Bott dans le
cas d’une singularité isolée éventuellement dégénérée. Ce travail fournit
une généralisation des résultats précédents en étudiant, sous réserve de
quelques hypotheses simplificatrices, le cas d’une sous-variété holomor-
phe W, composante non-singuliére du lieu singulier de v, éventuellement
dégénérée. Quelques exemples sont donnés.

ABSTRACT. — Given a compact complex manifold V' of complex dimen-
sion n, a holomorphic vector-fields v on V', a vector bundle E of rank r on
V, and a C-action 6, on E. Tt is well known that if v has not singularity,
all the Chern numbers cr(E) —~ [V] are zero ( |I| = n). If v has singu-
larities, and if there exists a C-action 6, on E, Bott has proved that the
Chern numbers ”localize” near these singularities, giving residues. These
residues are computed first, by Bott, in the case of a non degenerate iso-
lated point, then, by Bott, in the case of a non degenerate holomorphic
submanifold, at last, by Baum-Bott, in the case of a degenerate isolated
point. This work gives a generalization of these results by studying the
case of a degenerate holomorphic submanifold. Examples are given.

(*) Regu le 31/12/2008, accepté le 26,/06/2009

(1) Faculté des Sciences et Technologies de 'Education et de la Formation BP 5036,
Dakar-Fann, Sénégal.
el.dia@ucad.edu.sn
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Introduction
On se donne :

— une variété holomorphe V', compacte, de dimension complexe n,

— un champ de vecteurs v holomorphe sur V'

— un fibré vecoriel E de rang r au dessus de V,

—une C-action 0, sur F, c’est-a-dire un endomorphisme C-linéaire de ’espace
['(E) des sections C* de E, qui préserve les sections holomorphes de F et
vérifie la formule suivante :

Oy(uo)=(v.u) o+ub,(o), Voel'(E), YuecC>®{V).

[Par exemple, v définit toujours une C-action 69 sur le fibré tangent com-
plexe TV en posant : 00 (X) = [v, X]]

Si v n’a pas de singularité, les nombres de Chern ¢;(E) —~ [V] sont tous
nuls (|I| = n), et en particulier les nombres de Chern ¢;(V) —~ [V] de TV :
c’est le théoréme d’annulation de Bott [4].

Si v a maintenant des singularités, Bott a alors démontré que les nombres
de Chern de E se localisent pres de ces singularités au sens suivant. Notons
S =[], A Sa 'ensemble singulier de v, réunion de ses composantes con-
nexes S,. Il existe alors, pour tout a, des nombres complexes Rés(cy, 0, Sa),
appelés «résidus» de c;(F) en S,, relativement & 6, ne dépendant que du
comportement local de v et de 'action 6, sur un voisinage arbitrairement
petit de S, dans V, tels que la formule suivante soit vérifiée :

cr(E)Y~[V] = Z Rés(cr, 0y, S0)-
acA

C’est le théoréme d’existence des résidus.

Avant de résumer les résultats connus concernant le calcul des résidus,
rappelons les faits suivants : soit W une composante connexe de S, sous-
variété compacte lisse de V.

— Pour toute connexion VO sur E, 6, — V2 est un endomorphisme linéaire
de E dont la restriction © a4 W ne dépend pas de V°.

— La compacité de la variété holomorphe W implique que les valeurs
propres p1, - - -, pr de ’endomorphisme ©,, de la fibre E,, en un point m de
W, comptées avec leur ordre de multiplicité, ne dépendent pas de m.

— L’action 69 de v sur TV induit un endomorphisme 62 du fibré normal
Nw de W dans V (dont la donnée équivaut a celle de la partie linéaire v,
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de v en my lorsque W est un point isolé m, ). Pour les mémes raisons que
ci-dessus (compacité et holomorphie de W), les valeurs propres hq,-- -, hq
de 'endomorphisme (62Y) de I’espace normal N,,, & W en un point m, ainsi
que leur ordre de multiplicité, ne dépendent pas de m. On dit alors que v
est non dégénéré le long de W si toutes ces valeurs propres sont non nulles,
c’est-a-dire si (6Y) est un automorphisme.

Le résidu Rés(cy, 0y, So) a d’abord été calculé pour E = TV, dans le cas
ou S, est une singularité isolée non dégénérée m,, de v (toutes les valeurs
propres hy, -+, hy, de (6,),  sont non nulles (Bott[4]) :

Rés(cr, 0, ma) = c1 ()1, ) /en ((80)),0.)-

Cette formule a ensuite été généralisée dans deux directions :

1) Pour un fibré E arbitraire dans le cas o S, est une sous-variété
holomorphe W de V' le long de laquelle v est non dégénéré (Bott [3]) :

Rés(cr, 0y, W) = (cf(@|w + E|W)).(cq(¢9§V + NW)>_1 ~ [W].

Dans cette formule Ej, et Ny désignent respectivement les matrices
diagonales (21, -, x,) et (y1,---,y,) & coefficients dans H?(W), telles que
¢;(Elw) (resp. ¢;(Nw) soit la j-ieme fonction symétrique élémentaire des
x, (resp. des yp). Ces classes z, et y, ne sont pas en général bien définies
(& moins que E|w ou Ny ne puissent se décomposer en somme de fibrés
en droites complexes), mais elles n’interviennent dans la formule des résidus
qu’a travers les fonctions symétriques o;(z1,---, ;) et 0j(y1,---,yq). Par
exemple, si toutes les valeurs propres p1, - - -, p, de 8, d’une part, hq,---, hy
de 0 d’autre part sont distinctes,

(01(9|W + E|W))~(Cq(9iv + NW)>_1

-1
= (01(P1 + X1, 0r +$r))~(0q(h1 +y1, -, hg +yq)) .

2) Dans le cas ou S, est une singularité isolée m,, éventuellement dégénérée
(Baum-Bott [1]) :

Rés(CbeU,moz) = |: CI(GU)Z’Zl /\A/\dzn :|
1Ay, .

o v = Z?:l Aiaiz au voisinage de m,, relativement a des coordonnées
locales holomorphes (z1,--,2,), le terme de droite désignant le symbole
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résidu de Grothendieck. [Ce dernier cas, a été encore généralisé par Baum-
Bott dans [2], en remplacant champ de vecteurs v par feuilletage holomorphe
de dimension un|. Dans [1], n’est considéré que le cas E = TV, mais le cas
d’un fibré E arbitraire était certainement connu de Baum et Bott (cf. par
exemple [7] pour une rédaction dans le cas ou E est quelconque).

Le probleme se pose de généraliser ces résultats au cas ol v est éventuel-
lement dégénéré le long d’une sous-variété holomorphe W de dimension
positive. Ce travail fournit des résultats partiels dans cette direction. Nous
avons en effet fait deux types d’hypotheses simplificatrices :

— d’une part, nous avons supposé qu’il existait un bi-holomorphisme d’un
voisinage U de W sur un voisinage de la section nulle du fibré normal Ny,
de W dans V appliquant W & la section nulle de Ny (il existe toujours au
moins un difféomorphisme C'*°),

— d’autre part, dans la mesure ou ce sont en général les polynoémes ca-
ractéristiques de O|y et de 62, et non les polynomes minimaux qui sont
constants le long de W, nous avons parfois supposé que ces endomorphismes

avaient des valeurs propres distinctes. Résumons les résultats obtenus :

Apres un premier résultat (Théoreme A) ou l'on calcule les résidus en
utilisant le recouvrement Uy U |J, Ux de U \ W, on s’intéressera au cas
ou lon peut se passer de ouvert Uy pour recouvrir U \ W, on obtient
le théoreme B. Le théoreme C est obtenu lorsque 'on peut se passer de
I'un des ouverts Uy. Ces résidus ont été aussi calculés dans le cas d’une
variété produit ; c’est le théoreme D. Enfin des exemples d’application de
ces résultats seront fournis.

La suite de ce travail est organisée de la maniere suivante :

—ala section 1, apres avoir précisé quelques notations et rappelé quelques
outils fondamentaux, on redémontrera le théoreme d’existence des résidus,

— la section 2 est consacrée aux résultats nouveaux,

— des exemples sont fournis a la section 3.
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1. Rappels et notations

1.1. Théorie de Chern-Weil pour les classes caractéristiques
On fera référence essentiellement a ([5] et [10])

Attention : Dans cette partie, nous suivons la convention de signe de
Bott qui est différente de celle utilisée dans [10].

Soit End F 1’algebre de Lie des endomorphismes d’un C-espace vectoriel
F de dimension r. Notons o; : End F — C la i-ieme fonction symétrique
élémentaire des valeurs propres d'un tel endomorphisme, et posons c; =

J
(%) oj. L’algebre graduée I*(F) = Cley,ca,- -+, ¢r] des polynémes sur

End F, invariants par la représentation adjointe de GL(F), est engendrée
par les monomes c;, lesquels sont en outre algébriquement indépendants.

Pour tout multi-indice I = (41, -,4%,), on définit plus généralement le
mondme ¢y = (¢1)"...(¢. ).
¢y est un polynme de degré |I| =141+ 2+ -+ i sur End F.

Pour toute C-algebre commutative A, on notera encore c; et ¢y I’extension
End (F® A) — A des mondmes précédents aux endomorphismes de F'® A.

Remarque 1.1. — On autorise 'algebre A a étre graduée, et les coeffi-
cients de I'élément dans End (F ® A) a étre hétérogenes. Par exemple, A
peut étre lalgebre QP47 (V) des formes différentielles de degré pair sur une
variété V', ou l'algébre de cohomologie HP*" (V).

On notera ¢y la forme multilinéaire, symétrique associée au polynéme c;y
(c’est une généralisation de la forme polaire associée a une forme quadra-
tique).

DEFINITION 1.2. — Etant donnée une connexion ¥V sur E, I’homomor-
phisme d’algébres Clcy, ca, -+, ] — Q*(V) a valeurs dans Ualgébre de de
Rham, qui associe la 2|I|-forme ¢;(V) au mondme cy, est appelé homo-
morphisme de Chern-Weil.

Plus généralement, étant données k + 1 connexions VO, V!, ... V¥ sur
E, Bott a défini un opérateur, qui, & un monome ¢y, associe la (2d —k)-forme
cr(V0, ..., V¥ sur V. Cet opérateur est appelé différence itérée de Bott et
coincide avec I’homomorphisme de Chern-Weil pour & = 0
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Il a la propriété suivante :

k
der(V0, .., VF) =Y " (=1)'er(V°,.., V7, .., VF).
=0

K2

1.2. Complexe de Cech-de Rham — Intégration — Dualités
1.2.1. Définition et propriétés

Soit V' une variété C*° de dimension complexe n , I un multi-indice et
U = {Uqs }aer un recouvrement fini de V. Posons : I, = {ag, - a;p ; ag <
- < ap, oy €1}

Rappelons que l’ensemble des p-cochaines de g-formes sur U noté
CP(U,Q9) est défini par
cru, Q) = @ Q(Uag--ay)
(a0, op)€EIpt1

Notons CDR"(U) le complexe : CDR"(U) = D, ,—, C* (U, Q).
Soit D : CDR"(U) — CDR™ 1 (U) I'opérateur de différentiation défini par

v

P
(D) ayay = S (00 o (1o,
v=0
et le produit extérieur : CDR"(U) x CDR*(U) — CDR"**(U) défini par :
- (r—v)(p—v)
(0 — T)aom% = Z(—l) T G g, AN Ta ey -
v=0

DEFINITION 1.3. — Le complexe CDR*(U) muni de l'opérateur de diffé-
rentiation D et du produit extérieur — est appelé complexe total de Cech-de
Rham associé au recouvrement U.

Remarque 1.4. — Le complexe total de Cech-de Rham associé a un re-
couvrement a deux ouverts est appelé le complexe de Mayer-Vietoris associé
a ce recouvrement.

On a la propriété suivante :

PROPRIETE 1.5. — L’opérateur de différentiation D et le produit extérieur
— wvérifient :
D(c —7)=Do— 1+ (-1)"l6 — Dr.
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Remarque 1.6. — Soit v : Q*(V) — CDR*(U) Vapplication naturelle
définie par

(L(oz))i =«

C’est un homomorphisme injectif qui induit un isomorphisme en cohomolo-
gie. Il permet d’identifier I’algebre de cohomologie H* (CDR* (L{)) du com-

plexe de Clech-de Rham avec la cohomologie de de Rham H3, r(V;C).

u, et (L(Ot))i ., =0 pour k>2

1008

1.2.2. Intégration et dualités

Soit V' une variété de dimension réelle 2n, orientée, U = {Uy}aer un
recouvrement ouvert de V' et { Ry }aer un systeme d’alvéoles (voir [7] ou [§]
pour cette notion) subordonné & ce recouvrement. On définit I'intégration

/ :CDR*™U) — C
\%4

2n
par laformule:/ o= ( Z / O'a0~-~ap> Vo e CDR™U).
v 05\ e Rag---ap

=0 cap)€lp

Cette intégration a les propriétés suivantes :

(i) Elle prolonge I'intégration usuelle des formes différentielles.
(ii) Si Do = 0 alors lintégrale [|, o ne dépend pas du choix de {Rq}.

(iii) Si o est un cobord, c’est-a-dire o € D(CDR?*"~!(U)), alors [, o est
nulle.

Cas particulier : intégration sur le complexe de Mayer-Vietoris
C’est le cas ou le recouvrement U est constitué de deux ouverts.

Soit S une partie fermée de V' et U; un voisinage régulier de S. On pose
Uo = V\S et U = {Uo,Ul}.
L’inclusion
L QN(V) — MV*(U)
a = (aly,,aly,,0)
est un morphisme d’algebres différentielles graduées qui induit un isomor-
phisme en cohomologie, noté (*. Elle permet d’identifier ’algebre de co-

homologie H* (M V*(Z/l)) du complexe de Mayer-Vietoris avec celle de de
Rham Hj,(V;C).
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Les projections naturelles MV*(U) — Q*(Uy) et MV*(U) — Q*(Uy)
étant surjectives, leurs noyaux respectifs MV*(U,Uy) et CDR*(U,S) ont
pour cohomologie H*(V;V '\ S;C) et H*(V;S;C).

Supposons maintenant que V soit compacte, connexe et orientée.

Soit 7 une sous variété a bord de Uy, de méme dimension réelle 2n que
V', dont on notera 97 le bord, telle que S C 7 et 97 NS = ().

Sio = (&, &1, &o1) est un élément de MV?™(U), alors : [, o = fv . &+
fT &1 — faT €o1-
L’application :

(& &, €01) —

[(f(l]v 5{)» f(ln) _’/

V—

7350 A&+ /Tfl N — /87_ Eon NE+ (_1)|£0‘§0 A& |

de MV*(U) dans Hom(CDR*"~*(,C)) induit la dualité de Poincaré :

Py : H*(V,C) S Hyp_1(V,C)
Si f = (0,50,501) € CDRQ"(L{, U()), l’intégrale fvf = fT §1 — fBT 501 est
bien définie.
D’autre part, pour o = (0,00, 001) € CDRF(U,Uy) et 7 = (70,71, T01) €
MV2"_’“(Z/{, U()), le cup—produit : (0,0’1,001) ~ (To,ThT()l) = (07 0'1/\’7'1, 0'01/\

71) ne dépend ni de 79 ni de 7p;.

L’application : (0,0’1,0’01) — [Tl = f7001AT1 - f@TUOl /\7'1] de
MVk(U,Uy) dans Hom(QQ"_k(Ul),(C) induit la dualité d’Alexander-
Lefschetz : [6] [9]

AL : H*(V,Uy,C) S Hyn_i(5;C)

1.3. Connexions spéciales et existence des résidus
1.3.1. Connexions spéciales

DEFINITION 1.7 ([3]). — Soient v un champ de vecteurs holomorphe sur
une variété holomorphe V' et 0, une action de v sur un fibré vectoriel holo-
morphe E de base V.Une connexion V sur E est dite 0,-spéciale si :
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— elle est de type (1,0).
-V o el(Ely\s), Vy (0) = 0,(0).

PROPOSITION 1.8 [3]. — Siv est un champ de vecteurs sans singularité
sur V et 6, une action de v sur un fibré vectoriel holomorphe E, alors il
existe une connexion 0,-spéciale sur E.

THEOREME 1.9 (d’annulation). — Soit V une connexion 0,-spéciale
sur un fibré vectoriel holomorphe E. Alors, pour tout multi-indice I tel que
|| = n, la 2n-forme c¢; (V) est nulle.

COROLLAIRE 1.10. — Sl existe un champ de vecteurs v sans singularité
sur'V et une action 6, sur E, alors, pour |I| = n, tous les nombres de Chern
cr(E) ~V sont nuls.

Démonstration du théoréme 1.9.— Notons F un supplémentaire (C*°)
du fibré vectoriel {v} engendré par v dans TV (par exemple le supplémentaire
orthogonal pour une structure hermitienne sur TV) : TcV = {v} @ F&TV.
Soient (eg, ...,en) une trivialisation locale C*° de F, et et (Zl, ...,Zn) une
trivialisation locale de TV : (v, e, ..., en, Z1, ..., Zy) est alors une trivialisa-
tion locale de TV, dont on notera (1, &2, ..., &n, (1, -ovy Gn) le dual.

Notant k la courbure de V,ona:Vi € {1,...,n}, K(v,Z;) =0 et Vi,j€
{1,...7TL}, K(ZZ,ZJ) =0.

Les coefficients K de la matrice de courbure relative & une trivialisa-
tion locale par des sections holomorphes sont du type : K{ = A(n A &) +
B(€a NE3) +C(€a N (p) ot A, B et C sont des fonctions définies sur V. Par
conséquent, les termes K\' A K4 A ... A K{" sont nuls car chacun d’eux
contient un terme du type £, A &, et que les {\ sont au nombre de n — 1.
O

Plus généralement :

PROPOSITION 1.11. — Soit (V°, .-+, V*) une famille de k+1 connerions
0,-spéciales. Pour tout multi-indice I tel que |I| = n, la (2n — k)-forme
cr(VO, -+, V*) est nulle.

1.3.2. Existence des résidus

Soient v un champ de vecteurs holomorphe sur une variété holomorphe
V' de dimension complexe n, E un fibré vectoriel holomorphe de base V de
rang r et I un mult-indice de hauteur égale a n. Le théoreme d’annulation
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de Bott signifie que si v n’a pas de singularités et s’il existe une action 6,, de
v sur E, alors le monéme de Chern ¢;(E) est nulle. Lorsqu’une telle action
n’est définie qu’en dehors d'un fermé S =[] . , Sa de V, on va montrer
que les classes de Chern cj(FE) se «localisent » au voisinage des singularités
de v.

Soit S = ], c 4 Sa le lieu singulier de v, c’est-a-dire I’ensemble des points
de V sur lesquels v s’annule.

Soient 6, une action holomorphe sur E|y\g, U = {V \ S, U} un recou-
vrement ouvert de V ou U est un voisinage ouvert de S, V une connexion
0,-spéciale sur E|y\ g et Vo une connexion sur Ej, .

On pose : p;(0,) = (O,CI(VO),CI(V7VO))

LEMME 1.12. — L’élément p;(0,) de MV*" (U, V\S) est un cocycle dont
la classe de cohomologie, [pI(GU)}, dans H*(U,V \ S) = H**(U,U\ S), ne

dépend ni de V, ni de V ; elle ne dépend que de cr et du comportement de
0, au voisinage de S.

DEFINITION 1.13. — La classee de cohomologie[p;(@v)} de pr(0,) dans

H?"U,V \ S,C) = H™(U,U \ S,C) est appelée classe caractéristique
résiduelle de Bott relative a ¢y et a 0,.

THEOREME DE LOCALISATION. — L’image de la classe caractéristique
résiduelle de Bott [pl(ﬁv)} par ’homomorphisme canonique 5% : H*(U,V'\
S,C) — H*(V,C) est le monome de Chern ci(E).

Ce théoreme signifie que le monéme de Chern ¢;(E) ne dépend que de
cy et du comportement de 6, au voisinage de S. Si on suppose S compact,
(ce qui est le cas si V est compacte), on définit le résidu a partir de la classe
caractéristique résiduelle.

DEFINITION 1.14. — Si l’ensemble singulier S de v est compacte, le
résidu Rés(cr,0,,S) de 0,, relativement & c; et S est l'image de la classe

caractéristique résiduelle de Bott [,01(91,)} par lisomorphisme d’Alexander-
Lefschetz  ALg : H*(V,V'\ S) — Han_.(5).

On voit alors que Rés(cy, 0,,S) est un élément de Hy(S). D’autre part,
si S =[], ca Sa o1t Sy est une composante connexe de S, alors, Hy(S) est
isomorphe a @, Ho(Sy).
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On notera Rés(cr, 0y, S ) la contribution de la composante connexe S,
au résidu. Cet élément du groupe d’homologie Hy(S,) est obtenu de la fagon
suivante :

si U, un voisinage ouvert régulier de S, et 7, une variété a bord compacte
de dimension réelle 2n vérifiant : S C 7, C U, et 97, NS, = 0, alors, on
a:

Rés(cr, 6y, Sa) z/

er(V0) + / e1(V9, V),
To

0T,

ot VY est une connexion sur E),,. et V une connexion 6,-spéciale sur £,  ,
«@ [e3
et 07, étant orienté par la normale sortante de 7.

THEOREME D’EXISTENCE DES RESIDUS. — Il emiste, pour tout a, des
nombres complexes Rés(cy, 0y, Sq) ne dépendant que du comportement local
de v et de l’action 0, sur la restriction du fibré a un voisinage arbitrairement
petit de S, dans V', tels que la formule suivante soit vérifiée, lorsque V est
compacte :

Z Rés(cr, 0y, S0) = c1(E)~[V].
a€cA

1.3.3. Cas ou S, est une sous-variété holomorphe W de V

On peut choisir pour U, un voisinage tubulaire de W dans V admettant
une rétraction par déformations différentiable 7 sur W : il existe donc un

isomorphisme différentiable ® : 7=1(TV|y) = TU. Si 'on choisit pour V°
. =0 < 19 ..
la connexion <I>(7r_1(V )) correspondant par ® a I'image réciproque d’une
. =0 . . .
connexion V' sur F|y, alors, pour des raisons de dimension, fT cr(VY) =0.
D’ou : '

PROPOSITION 1.15. — Awec les choiz de U et VO faits ci-dessus, et V
désignant toujours une connezion 0,-spéciale sur Ey, ; , on a :

Rés(cr, 8, W) = / cr(VY, V).
T,

2. Résultats nouveaux

Dans toute cette section, on supposera (hypothése dite du «biholo-
morphisme») :

— que W désigne une composante connexe du lieu singulier de v qui est
une sous-variété lisse de V,
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— qu’il existe un biholomorphisme d’un voisinage régulier U de W dans
V' sur un voisinage de la section nulle dans ’espace total du fibré normal
Nyy, appliquant W sur la section nulle de Ny .

Cette hypothese est en particulier satisfaite dans les cas suivants :
— la sous-variété W est un sous espace projectif d’un espace projectif,
— la sous-variété W est une sous-variété de Hopf d’une variété de Hopf,

— la sous-variété W est le produit cartésien de sous-variétés des types
précédents,

— la sous-variété W est un point isolé.

On identifie désormais U & un voisinage de la section nulle dans Ny .
Soit V¥ une connexion sur Ny, . Notant 7 la projection de Ny sur W, on a
alors : TU = V@ H, ou 'H désigne le fibré des vecteurs tangents a U qui sont
horizontaux pour V¥, et V le fibré des vecteurs «verticaux», c’est-a-dire
tangents aux fibres de .

De plus H est canoniquement isomorphe (on dira désormais «égal») a
7 W (TW) et Vanr Y (Nw):

TU=HoVouH=rYTW)etV=n'(Nw).

2.1. Construction de repéres adaptés de TU

Soit 69 I'action de v sur TV définie par 02(Y) = [v, Y] pour toute section
Y de TU. Cette action induit un endomorphisme 62 du fibré normal Ny,
de W. Comme W est compacte et que, pour tout élément m de W, le
polynome caractéristique associé a (62),, est a coefficients holomorphes,
il est constant. Par conséquent, les valeurs propres de (62 ),,, ainsi que
leur ordre de multiplicité, ne dépendent pas de m. Notant A l’ensemble
des valeurs propres de 6, Ny, est alors égal a @Daca N, N désignant
le sous-fibré de Ny, dont la fibre au dessus d’un élément m de W est le
sous-espace caractéristique associé a la valeur propre A. On a alors : TU =
T LUTW) © @y ep 7 (Na).

Pour tout point m de U, notons m = w(m) son projeté sur W.

Dans toute la suite, nous supposerons que ¢ admet ¢ valeurs
propres distinctes.
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Ny se décompose alors sous la forme suivante : Ny = @3:1 Ny (Ny
désigne le sous-fibré de Ny dont la fibre au dessus d’un élément m de W est
le sous-espace propre associé a la valeur propre \). Par conséquent, TU =
7 (TW) & @j_, 7 '(Ny). Considérons un point fixé mg de W. Soient

1, ...,xn,q) un systéme de coordonnées locales holomorphes définies sur
un voisinage T' de mg dans W, et (071, ..., 04) une trivialisation holomorphe de
Nw |r adaptée & la décomposition de Ny |7 en sous-fibrés caractéristiques ;
pour tout m € 7~ 1(T), on note (yl, ceey yq) les coordonnées de m par rapport
ala base (o1(m),---,04(m)) de (Nw)~, clest-a-dire : m = Y{_; yx oa(m).

Posant z; = x; o, (51, oy Ty Yls ooy yq) est alors un systeme de coor-
données holomorphes sur 7—1(T) par rapport auxquelles la sous-variété W
est définie par les équations : yy =0,V A € {1,2,...,q}.

Soit V& une connexion adaptée & la décomposition de Ny ; on a :

VNoy =axon YA€ {1,2,...q} oltay estune l-forme locale sur W.

Notations. — % sera noté 9;, % sera noté dy et 8‘1 sera noté 0;.

Zi

S’il n’y a pas de confusion possible, on écrira 9; a la place de ;.
Notons 9} le relevé horizontal de ; relativement & VY dans 'ouvert 7= (7).

Plus généralement, notons h* le relevé horizontal d’un champ de vecteur
h tangent a W.

LEMME 2.1. — La famille (8;‘, 8,\) est une base de sections
1<i<n—q,1<A<q
locales de TU, et on a :

zq: (y,\ T ax( )) Ox.

La base duale (dazf, §,\) de (8;’6’\)1@‘@ alrcs’ vérifie :

(dx;)" =dx;, (1<i<n—¢q) et & =dyn + ya 7 (ay), (1 <A <q).

Démonstration. — 1) Montrons d’abord la formule suivante :
=0 -l (@) ™).

Soit ; la courbe sur W passant par m définie par : z;(t) = x;(m) +
t, x;(t) = zj(m)pour j # i qui admet 0; comme champ de vecteurs
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tangents. Soit ; le relevé horizontal de ~; relativement & V. Dans les co-
ordonnées ci-dessus, on a : 3; = (Z(t), y(t)), avec Z(t) = (Z1(t), ..., En_q(t)>
et Z;(t) = T;(m) + t, T;(t) = z;(m) pour j # i.

Ecrivant que 9] est tangent a 7;, on obtient :
—q da; (t d
0p = 5o 5 0 + T o

soit O = 0; + 2 0_, W 0.

Ecrivant que 74; est une courbe horizontale, la section si(v(t)) =

S 9_1ya(t) ox(7(t)) de Ny a une dérivée covariante nulle, soit : Y5_; (dfl’—;

+yx ax (81)) oy =0, c’est-a-dire : dfi’—?—i—y)\ ay (81) =0, VAe{L,2,..,q}.
ce qui acheéve la preuve de la formule.

On dispose maintenant de deux trivialisations locales de TU :
—la premiere est By = ((ai)izl__nfq, (8,\)A:1_“q) de trivialisation duale
e (G I (7 N B

Le champ de vecteur v s’écrit :
n—gq a
v = ZAZ(% + Z B)\a)\
i=1 A=1

—la deuxiéme est By = ((5;‘)1.:1___“7(1, (5‘)\))\21“,(1) de trivialisation duale

B; = ((dxi)*izlmn—q’ (fA),\zl.‘.q) Le champ de vecteur v s’écrit :
n—gq q
v=Y A0+ By
i=1 A=1

2) Il reste & démontrer la deuxiéme partie du lemme.

D’une part, il est facile de vérifier que dx; et dz; vérifient les mémes
propriétés par rapport Bs
Donc : daef =dx; Yie{l,2,..,n—q}

D’autre part pour toute forme £y, on peut écrire: &, = Zzl Abdy,+
Yi=i Bjdz;.
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Or, &, doit vérifier les conditions suivantes :

§>\(8A) =1, & (8#) =0 (pour A # pu) et &y (8:‘) = 0 (pour tout 7).

On en déduit : A =0 (pour p # \), Ay =1,, Bi=uy\ w*ak((?i).

Donc, &y = dyx + >/ ya max (5]) dxj. Mais 7" [ 7*ay (5] )dz; =

7r*a>\.

Finalement & = dyn + yamran.

LEMME 2.2. — Les formes différentielles i—i, (A=1---q) ne dépendent
pas de la trivialisation choisie.

Démonstration. — Soient (o1,---0,) et (o7,---0;) deux trivialisations
holomorphes de Ny, au dessus d’'un ouvert de W, adaptées a la décomposition
de Ny . Il existe des 1-forme locales ay (resp. a)) sur W telle que :

N N __/ [
V¥ox =ay oy, (resp. VW oy = ay o)).

Il existe alors, pour tout A, une fonction fy, holomorphe, partout non
nulle sur 'intersection des deux ouverts, telle que : o'y = fi o

On en déduit : yx = fr y) et d)\ =ax+ dff—; Or, & =dyy+
T an et & =dyh +y\T* dl\.
On vérifie alors : & = $
ux Y4
Le lemme 2.2 implique que les formes différentielles locales g—i se recollent
en une 1-forme différentielle globale sur tout 'ouvert U\ W, que I'on notera

encore & .
Yx

2.2. Lemme fondamental

Rappelons que Y admet g valeurs propres distinctes (dont une éventuel-

lement nulle).
q

TU =7 {(TW) & @7 (Na)

A=1

ou N, est le sous fibré de Ny, dont la fibre au dessus d’un élément x de W
est le sous espace vectoriel de la fibre de Ny au dessus de x correspondant
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a 'espace propre associée a la valeur propre «. Le champ de vecteurs v
peut donc s’écrire sous la forme suivante :

q
UZUH-FZU)\ ol 'UHEH:’/T_l(TW) et v,\EV:w_l(N)\).
A=1

Posons : UH = {mEU\W vi(m) # 0} et U = {m € U\W; vx(m) # 0}.
Ainsi : U\ W =U# U, U™
On va maintenant chercher a calculer le résidu

Rés(cr, 0., W) :/ c1(V9, V)
oT

en construisant des connexions adaptées en un certain sens au recouvrement
ci-dessus, et en utilisant l'intégration sur le complexe de Cech-de Rham
correspondant.

2.2.1. Connexions p-adaptées

DEFINITION 2.3. — Soit p € {1,---,q}

On dira qu’une connezion V sur E est pu-adaptée si :
o V est de type (1,0)

o Vx (5) =0 pour tout X dans 7T71N# et pour toute section w-invariante o.
(c’est-a-dire telle que ¢ = 7 1(0) ot o est une section de E|w).

PROPOSITION 2.4. — De telles connexions existent toujours.

THEOREME 2.5. — Si Vg, -,V sont k + 1 connexions p-adaptées
(k= 0), c1(Vo, -+ Vi) =0 pour |I| =n.

Démonstration. — Ona: TcU =TU @& TU, ou TUOU =TU et
7OV =TU.

Mais, TU=H®V ot Hx~n *(TW) et V=@Pi_, 7 *(Ny).

Soit B = <h1,~~~,hn_q, 01,0y, 0x, 0Oy, 717"'717,) une trivia-

lisation locale de T U adaptée a la décomposition précédente. La triviali-
sation duale sera notée

B* = (81,“-,6”7(17 517---£u,~-~€m-~-,C1,-~-Cn> ol (g;) est le dual de
(hi), (&) celui de (0y) et (k) celui de (Z4).

Si k=0 : Soit Vy une connexion p-adaptée ; on note K sa courbure.
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Si X et Y sont des champs de vecteurs purs relativement a la décomposi-
tion précédente de TcU, K (X,Y') n’est non nul que si 'un des vecteurs X ou
Y est dans €D, , 771 (Ny)®H. Par suite, les coefficients K de K s’écrivent

K = Zl,j Ajjes N —I—Z)\’kﬁ)\ AT, avec A#p et 7€ (TU).
On en déduit : K5 A -« AKP» =0, d’ott ¢/(Vg) = 0.

Si £ > 0, on procede de la méme maniere que pour la preuve de la
proposition 1.11.

2.2.2. Choix de connexions spéciales

(i) Soit V une connexion ,-spéciale sur TU),,,, c'est-a-dire :
e V est de type (1,0),
o V, =10,

(i) V0= w*(vo) ott V' est une connexion sur E, .

(iii) v et v*(u # \) n’étant pas colinéaires sur U*, on choisit V* sur Ep
de la maniere suivante :
o V* est 6,-spéciale,
e V% = V% pour tout X dans H & D, 77 (N,) au dessus de
U,
(iv) On choisit V# de la maniere suivante :
o VH est 0,-spéciale,
o VT est p-adaptée pour tout p appartenant a A,

o VH = V% pour tout X appartenant a un sous-fibré K de H dont
la fibre au dessus d’un point m de U est un supplémentaire de
I’espace vectoriel engendré par v (m) dans la fibre H,,, de H au
dessus de m.

Il est facile de voir que les formules suivantes sont vérifiées :

(1) vA=v0+é—*®@ et (2) VE=V'+(®6 ou
A

e ©=0,—- VY

o &, est la 1-forme différentielle sur U* telle que : 5 (vy) = 1 et &, = 0 sur
He @,u,,y,;é)\ Tr—l(NM>‘

e ( est la 1-forme différentielle sur U telle que : ((vg) =1 et ¢ =0 sur
IC S @;J,GA ﬂ—_l(NlL)
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2.2.3. Enoncé et démonstration du lemme fondamental

On se donne maintenant le recouvrement ouvert U = {U*, .- U4, UH }
de U\ W. On notera {1,2,---,q,ig} ensemble des O-simplexes du nerf
N (U) du recouvrement. Plus généralement, la dimension |o| d’un simplexe
ordonné o de N(U) est s si o = (ig--4s), et s+ 1si o= (ig- - isin).

LEMME FONDAMENTAL. — Les cochaines « et 3 de CDR* (U) définies
par

* a=(as)sen(m) OU:

0 si o] <qg—1
0 sioo={(ip ---isH), s<g-1
o, =
(_1)[%]Cl(v07v1’...VQ> si o= (Z’O"'iqfl)
(D) (W0, V... va, VH) si o= (g ig_1n)

e f= (ﬁU)JEN(U) ot :

cr(VO, V) silo]=0
50 =
0 st |o| > 0.

sont des cocycles et sont cohomologues dans CDR*(U).
Démonstration. — Considérons I’élément p de C DR?" 2 (L{) défini par :
o pigi, = (—1)1Fer (VO, v, V0, . Vi)
e

o pigini = (—1) T e (WO, v, Vi, Vs VH)

Dp contient quatre types de termes :
Les termes du type (Dp) , les termes du type (Dp)H7 les termes du type

%

(Dp)im_“is (s 2 1) et les termes du type (Dp)io,misH (s =21).
Calcul de (Dp)l..
(Dp), = der(VP,V,V)
= ¢(V,V) = ¢ (VO V) +¢(V°, V)
= Cr (VO, V)
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Calcul de (Dp)H.

der(VO, v, VH)
= ¢;(V,V") —¢; (VO VH) + ¢, (V2 V)
= ¢ (V" V).

(Dp)H

calcul de (Dp)iO L (s21)

(Do) = (“1%d(pigi) + D (=1)"p

or,

D’autre part, . ,
cI(V,V“’,---,V“) =0

car les connexions V et V% (k=1,---s) sont toutes 6,-spéciales.

Donc " | |
(Dp)iomis = _(—1)[ 2 }CI(V07v107...,vzs).
Ainsi :
e Sis< q— 1, (Dp) . =0 car VO,vig’ .. ,’vis sont toutes u—adaptées

B0t

pour p # ig, -, is
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e Sis=q—1,(Dp) — (=)l (v, V1., v9).

i0-+ s

calcul de (Dp) >1

) . S
B0, is H =

S
(Dp)io...isH = (*1)S+1d(Pi0...isH)+ (fl)kp
k=0

+ (71)S+1pi0...1‘s

~
Q0 igris H

(—1)*F(— 1)) [c, (V,vi0, .- Wi vH) — ¢/ (V0, V0, Vi Vi)

S
+Z(—1)kc1(v0,v,vi0,~~~,§i?,mvis,vH)
k=0

H(=1)" e (VO,V, V0, Vs, )] _

HEDELY T (ke (V0, 9,90, Tk, - v )
k=0
HD)T X ()l (VO 9,70 v ),

Or

s+1

(_1)s+1+[ 2 ]+(_1)[%] =0 et (_1)[ 2 ]+(_1)s+1+[%] —0.

De plus, cr (V,Vio, . -,ViS7VH) = 0 car ces connexions sont toutes 6,-
spéciales. Donc

0 si s<qg—1
(D0) i =
’ (=) e (O, ¥, Ve V) s s=q—1

Remarque 2.6. — La preuve du lemme 2.2 montre que si I’on peut recou-
vrir U\W en omettant I'un des ouverts Ui, ¢;(Vg, V) est alors cohomologue
a0 : cf. 2.4.3 ci-apres (théoréme C).
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2.3. Les formules de résidu

2.3.1. Cas général : (ou1 ’on ne peut se passer d’aucun des ouverts
U ou U?)

THEOREME A.— Si 0 admet q valeurs propres distinctes, alors

Rés(cI,GU,W) =
_ n * -1
(71)[%1(f1) / Sppbe 1 cI(QOE+6> cq(Idf L. QN)
2im Rizeq U1 Ya T15_, Ba B

n—q

(3] |

BN TA=AN C L8, 8 1 OF
+(=1) (%) /Rm..},H‘dCAylA qung cf( o+@)

° BA:E;\ Y, avec v =y A;0F + 5 BaOh,

e O=0,— Vg , QOE est la courbure de VO sur E, QY est la courbure de
VY sur Ny,

n—g—1

° ?W*QN est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont :
7" day,(A=1---¢q).
B

((RA) X RH) est un systeme d’alvéoles sur 97 subordonné au recouvre-

ment induit par le recouvrement ((U )\) X U H)

Démonstration. — Le résidu a calculer devient :

Rés(cr, 0, W) = (—1)[%]/ C[(VO7V1;"‘7V(I)
Ri..q

+ (71)[(17“]/ er(VO, V1, v, v,
Ri2...qH

1) Caleul de (1)) [, ¢ (VO, V1, V9,) ;

Pour calculer ¢;(V°, V1 ..-VY), on introduit la connexion V définie
sur le fibré  E|pinpzn.ape X A — ULNU?N---NU? x A? par

%=<1— i tA) VO + i t,\VA.
A=1

A=1

ou A? est le g-simplexe standard de R?.
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Comme

1
V’\:VO—&—g—Axx@,
Yx B

§=V°+Zm£—*
A

on a :

B,

Sa courbure est :

q q
Q:QO—FZ(dt,\ A g—Axi) @+Z<m§i%) © + R
A=1

P Yx B A

ou R est un terme qui contient &y.

Ainsi,
n—q
O = dt /\ 01 A[ Qo+ (t - QA)®+R +Q.
o (z A ) ( 3 (g
ou @ est un terme de degré inférieur & ¢ en dty,---,dty. D’ou :
_ 4 q ¢ n—gq
cr(Q) = Zth /\— al e, (Qo+ (Z (=) @))
! B, = B
+ terme de degré inférieur & g en dtq, -, dtx A---.

Par conséquent,

][01(6) = (—1)[%1<%>n q!(n”iiq)! q!

§_1 €_qA q na
/Athl/\ Adtg N g A /\chl(@7(QO+A®) )

ou
q A
o A= Z)\:l B—iyA <QN)/\

e { désigne l'intégration le long de la fibre A? pour la projection VxA? —
V.

q

Puisque ¢;(V?, V1, ..., V) = (—1)[5] Jna 01(%)701 (VO, V1, .., V9) est égal &

n! —1\" &1 & «— (n—g) ko~ ok+ n—q—k
m(ﬁ) Athl/\/\dt /\B—/\ /\B mA Cr © q,QO
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I [t ’ B,
Or, AF — Z 11! (: QN) olt on a posé By = yrBx

]
J/\ =k ~° B

U= jiljaleda!)
et / t7dty A A dE S
’ ac T (1] 4 q)!
donc, CI(VO,Vl,...,Vq) =

o) 5008 % ey () @@
2ir/) By qJ/‘JKn_q(U\—&—q)!(n—q—|J|)! B ! o

Calculons maintenant,

(98 +0) (%((”— 5% ))an

D’une part, [cl (Qg + @)

D’autre part,

lcq((ld - %w*QN))] o !
H§:1 (1 - éw*ﬁi")

En posant : p) = ?W*Qi\[, on obtient
A

1 q
-1 (1+p>\+p§+...)
A=1

[cq((fd - %W*QN))

ou encore

-1

S W),

5=>0

lcq((ld — %TF*QN))
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W, étant la fonction symétrique complete de degré s en pq,-- -, pq.
De plus, Z P’ = 1+W1<p1,-~-,pq> +...+Ws<p1,-~-,pq)
|7|=4
donc, cq<(Id—7r*QN)> = Z (:QN) .
—~ \B
[J|=3
Ainsi
-1
er (9 +6) |eg(1d - F*QN)>] ]
n—gq

! ~ * S An—s 1 * J
- ﬁ a((=af) o) Y (Eﬂ Q)
q Jl=j
En posant s =n — ¢q — |J|, on obtient
-1
ch(Q{f —i—@) 1 =
n—q

1 « J n! ~ % n—q—|J| |J|+q
> (579) o () e

[J]<n—q

o (1a-7QY))

Finalement, on a la formule voulue.

2) Calcul de ( [ =n me C](VO,Vl,"qu,VH) :

La aussi, on introduit la connexion V définie sur E|y1q...apn — ULN---N
UH x A%t par :

vV o= (1—t0—2t,\) Vo+t0VH+Zt,\VA
A=1
= V0+<t0§+2m %) ® 0.
A=1

Donc, la courbure Q peut s’écrire : Q= pPRO+ R

ol p=dtg A(+ T4, diy A L et R= QO+(t0d<+Z§:1 t %)@M
A

+ termes en &) ou en (. Donc7

Q" = (peO+R)"
n! —g—1
q+1 q+1 n—q
® 01 ® (Q + A6
@+ Din—q—11" (% )
+ termes de degrés inférieurs a ¢ + 1 en diy, - - - dt,.
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Avec A =tod¢+ Y5 tx N FA

’I’L' 61

~ g+1
Q) = (=l S
@@ = (D ot A dig ACA A
f ~ n—qg—1
B—‘Zc,(@qﬂ,(QHA@) )
_ [141] n! & &,
= (== + Do A dtg ACA == Ao 2L
O T i — g =y @ DNt CNB B,
" (n—q—1) 1—k
: ko (@ktatl gn—a—1-
S ]
K _ (7D, L3V
Or, Ak =3 S t(dgAB)
J;| J|=k
Donc,
(@) = (—1)[%]dto/\dt1/\---/\dtq/\C/\5—1/\5—2/\ ALy
Bo B,
d¢.” | ]!
A nl dC A=
o2 AR X e ST
J;|J|<n—q—1
~ c/}(Ml‘]H'qul’Qg*q*l*‘J‘)
Mais,
J!
L A —
/Aq+1 (|J] +q+ 1)!
Donc,

(—1)[7]/N+1c,() CA%A%A quq

> Ol I+ g (@l I+att great=I7ly e p di) .
J/|J|sn—q—1

On vérifie, en se reférant au calcul analogue fait dans la sous-section précédente,

at1 ~ 1
(_1)[ 2 ]/A C[(Q) _ - Cd< 51 A-
att A1 B

f/q [c, (2 +0) {cq (rd, - %QN)} 11 . O

n—qg—1
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Il peut arriver, dans certains cas, qu’on n’ait pas besoin de 'un des
ouverts précédents pour recouvrir U \ W. Le cacul des résidus se fait alors
de maniere plus simple.

2.3.2. Recouvrement ne nécessitant pas U” (Recouvrement par
les seuls (U*)y.)

THEOREME B.— Awvec les hypothéses du théoréme A, et lorsqu’en plus
U\W C Uyea Un, alors :

Rés(cI,HU,W> :(71)[%1(%)"/, %A

Sl s3]

ol (R))x est un systéme d’alvéoles subordonné au recouvrement (Ux N
6T)>\EA de 07 et R/12...q = ﬂ(/l\:l (Rl)\)

Remarque 2.7. — Si Ry...4 fibre au dessus de W, on peut remplacer
51 N Ng Lq par dyl AN dy“ dans l'intégrale le long de la fibre, laquelle peut

donc se calculer comme un re51du de Grothendieck. Il faut en effet remarquer
que l'expression a intégrer, qui n’est pas nécéssairement holomorphe par
rapport aux variables z, est holomorphe en y pour z fixé.

Cette remarque vaut aussi pour le théoreme B, en ce qui concerne
I'intégral .
tégrale me___q

Démonstration du théoréme B.— Considérons le recouvrement
U' = (Uy) de U\W. La démonstration du lemme 2.2 montre que les cocycles
o et 3 de CDR*(U) définis par
¢ a=(a)oen(w) OU:
0 si Jo|<qg—1
YWY (DBl (VO, VL, V) si o= (ig--ig_1)
e f= (ﬁa)aeN(U) ot :

cr(VO, V) silo| =0
ﬁa =
0 si |o| > 0.
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sont alors cohomologues dans CDR(U’). 1l en résulte que

Rés(cr, 6, W) = (—1)[%]/

/
Rl 2 ...

ol (R))1 < a < ¢ est un systeme d’alvéoles subordonné au recouvrement
U'(OT) induit par le recouvrement U’ de U\ W et R} 5 ...

/
...qu_

Un calcul analogue a celui fait dans 3.3.1 nous conduit au résultat.

On va voir maintenant que le théoreme B est une généralisation du
théoreme de calcul des résidus le long d’une sous-variété non dégénérée ainsi
que du théoreme de calcul des résidus relativement a un point singulier isolé.

COROLLAIRE 1 (Bott [3]).— Si W est une composante connexe non

dégénérée de l’ensemble singulier, alors

Rés(cy,0,, W) =

Pour démontrer ce corollaire, on a besoin du lemme suivant :

LEMME 2.8. — Si W est non dégénérée, les ouverts U™ suffisent a re-

cowvrir U\ W, sans qu’il soit besoin de U .

Démonstration du lemme. — Soit My la matrice de 6V relativement au
projeté de la trivialisation Bs de TU sur Nyy. On a alors

9B, 0B,
Oy1 0y2
OBy 0B>
My = — dy1  Oy2
9B, OB,
Oy1 0y2

D’autre part, dans la méme trivialisation B,

a7 0

0 (%)
My =

0 0

CI(E|W + 01})
Cq(NW + 9{)\[)

cr(VO, V1, ... v9)

n—q

9B1
yq

682
0yq
0By
0yq

.= RiNERyN
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On en déduit, pour tout A,

-1
By (z,y) = —ax ya (1 + e(x,y)) avec €(z,0) =0.
Donnons nous maintenant un point m dans U\ W suffisamment voisin de W.

11 existe alors A € A tel que yy # 0 et par suite By(z,y) # 0 puisque
I’hypothése de non-dégénérescence implique ay #0. On en déduit m € U>. O

Démonstration du corollaire 1.— Puisque

S =dyx + yx Tray,

d
f—/\ = + 7ray.
Yx Yx

Comme on suppose que la restriction & Rj, , de la fibration sur W est

encore une fibration, le résidu Rés (cl, Oy, , W) est égal a

a1 —1\" a dy dy, 1
(=18 (%) / (1)) ][_1A...A_q_~
w U1 Yq HBA

cr (Qf +@) :cq((ld éﬂ'*QN))]_l

+ R> |
n—q
soit

(2”11_>n/w< (Zyll/\.../\dyiqxnlév -cI(QOEJr@) {Cq((fd%W*QN))} 1‘| nq>7

A

puisque dx; figure dans R a une puissance > n — ¢. Mais, puisque v est
non dégénéré le long de W, les termes (B))~! sont holomorphes en y (y
compris en y = 0 ou ils prennent la valeur —a ), et par conséquent, la forme

1
différentielle H;va cr (ng + @) {cq<(1d — %W*QN))] ] peut s’écrire
A
n—gq

sous la forme f(z,y)dx A dZ ou f est holomorphe en y, y compris en y = 0.
Ainsi, pour x fixé,

fiis

= (2im)7 x (—1)7

1

er (08 +0) [cq((ld - :ﬂ—*QN))] _

B

Y1 Yq

n—q

()Y + 0,) [eq(Qn + 0N)] 1]

n—q
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D’autre part, cy (E‘W + Hv) est égal a la classe de cohomologie de
(_—1) 01<Q§‘W + Gv), tandis que cq<NW + 9{,\7) est égal a celle de

2im

q
(_—1) Cq (QN + 9{)’), d’ot1 la formule cherchée. o

2

COROLLAIRE 2 (Baum-Bott [1]). — Si W est une singularité isolée my,

éventuellement dégénérée, du champ de vecteurs holomorphe v = Z?:l Bi%_,
les coordonnées locales holomorphes (y1, -, y,) étant nulles en my,
P o 01(91}) dyl/\/\dyn
Res(cl,ev,mo) = { BB, K

Démonstration. — 1l suffit de remarquer que les courbures QF et QO
sont nulles. Donc,

cI(Qg + @) =cy(6,) et cq<1d — %W*QN)} =1

Comme £ peut étre remplacé par dy, dans 'intégration le long de la fibre
et y»B) = B), on obtient la formule voulue.

2.4. Recouvrement ne nécessitant pas ’'un des ouverts U

Dans le cas ot I'on peut se passer de I'un des U pour recouvrir U \ W
sans, on obtient :

THEOREME C.— Sl existe \g € A tel que U\ W = Uy U U/\#\O Uy ,
le résidu est alors nul :

Rés(cl,Gv,W) —0.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la remarque 2.6.

2.5. Cas d’une variété produit
Soient :

— une variété holomorphe Vj de dimension complexe gq,
— une variété holomorphe W de dimension complexe n — g,

— un champ de veteurs vy holomorphe sur Vy d’ensemble singulier Sy =

Hasom
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— la variété produit V=W x Vj (projections de V sur W et Vj notées
respectivement p; et p2), de telle sorte que

TV = (p1)~ " (TW) @(Pz)fl(TVO)

Notons p 'homomorphisme
p:Rler, o en] — Rley, o e, ] @ R[], - -+, ] induit par 'inclusion
GLj_¢xGL; — GL, :

/!

p(l+er+-Fe) =0+ + 4 A+ ++c)).
Pour tout monéme ¢y tel que |I| = n, posouns :
— I /N N
p(er) = X1 sj=n—q,lix|=g V1K C1CK OO
e (/; est élément de I* (gl(n —q, (C))
o e est dlément de I*(G1(g, C))

. nﬂ « est un coeflicient entier qui ne dépend que des multi-indices I, J et
K.

Soit v le champ de vecteurs v = (0,vg) sur V dont ’ensemble singulier

S=][Wa ot Wo=W xS,

THEOREME D.— Le résidu de cy(V), relativement a 0, et W,, est donné
par la formule suivante :

Rés(cI,HU,Wa) = Z n{LK <CJ(W) —~ [W]) X Rés(cK,HUO,Sa)
|J|=n—q, |K|=q

DEMONSTRATION. — Rappelons (voir proposition 1.4.1) la formule
Rés(cr,0u, Wa) = [,7¢1(Vo, V)  dans laquelle

=0, =0 ., . .

e Vo=7*(V") (V désignant t une connexion sur TV}, ),
o m:U =Ny, — W,,

e V est une connexion 6,-spéciale sur TV|V\WQ.

L. =0 =0 =0 . =0 . =0

soit V- = Vy, + Vy ou Vy,  est une connexion sur TW, et Vy une
connexion sur Nyy,. Comme Ny, = p; " (Ns, (Vo)) (p2 étant la projection
de V sur Vp), W‘l(v?v) = 0. Donc, VY = w*(V?,Va).
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Dans la trivialisation {95, 0}, on a :

w¥ 0
w(‘)/ — ..
0 0

ot wy est la forme de connexion associée & la connexion V¥ sur p; H(TW).
Soit ©® = 6, — Vg , M la matrice de 0, relatvement a la la trivialisa-
tion {97,0x} et M la matrice de © relativement cette méme trivialisation.
Comme wy(v) =0, 0n a:

M=M=
0 —J

_ D(Blﬁ"'Bq)
%‘(Mwww)'

Enfin, on se donne une connexion VYo sur TV, 6,,-spéciale et nyg une
1-forme de type (1,0) telle que :  no(vg) = 1. Soit n la 1-forme sur TV
définie par :

ou

p3no st py (V)
0 sur p; (TW)
On définit une connexion VV sur TV}, ., définie par : VvV =Vl e.

Il est clair que VY est 0,-spéciale. En effet, V,, = V9 + n(v) © = 0,.
Sa courbure est : Q = QY +d(t n) 6, ou

On en déduit :

CI(Q) = Z ”LII,K () i (d(t mo) (=Jo)).
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Par conséquent :

n

aW V)= () X b @) [ el m) (~).
| J|=n—q,| K|=q 0

Donc
—1\" 1
Rés(cr, 00, Wa) = (%) Z ngK/ [CJ(QXV)-/ e (d(tmo) (o)) | -
ll=n—q|K|=q 9T 0
Mais, 97 peut se décomposer sous la forme suivante : 07 = W x 07; ou
7o est un voisinage tubulaire de S,. Par conséquent,

(5)

n

Rés(c[,Gv, Wa)

whic [ yel)
w

|J|=n—q,|K|=q

|/ () ()

(%) S kg (=2im)n e (d,(W) ~ [W]>

[J|=n—q,|K|=q
x (—2im)Rés(cic, Bug s Sa)-

3. Exemples

Dans toute cette section, le champ de vecteurs % sera noté 0, et on fera

de méme avec les autres variables.

3.1. Exemple d’application du théoréme A

On notera [X,Y, Z,T] les coordonnées homogemes dans P3 et (x,y, 2)
les coordonnées sur l'ouvert affine Up : T # 0.

Le lieu singulier de v est S = WU {my} oo W :Y =272 =0 et
my[O,l,0,0].

Soit v le champ de vecteur sur P dont la restriction & C? est définie
par :
v=20, + hydy (h#0).

Prenons pour E le fibré TP et pour 8, le crochet [v, . ] par v.
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Dans la trivialisation (95, 9y, 0.), v peut sécrire sous la forme suivante :

v=A81+an+Uaz ou Azz,?zhyet@zo.
Dans la trivialisation (97, 0y, 0.),v s'écrit :

= A9*+B v B=y(h— = -2 S
v 0;+B0y+C0, ou y(h—z¢) et C z°p avec (x) T3
Onpose: B=y B et C =zC cest-d-dire B = (h—zp(z) et C = —z o(z).

De maniere analogue, relativement aux coordonnées affines ¢ =

Y = X, 2 = é v A9, + B, + C9, on A = —t'7,
B =y'(h—2)et C"=—2".

On en déduit : v = A'0;" + BO,, + CO, ou B' = y'(h — 2'A’) et
C'= —22A" avec A =1 -t/ p(t).

Onpose: B =y B et C' =2 C' Cest-dedire B' = (h—2'A') et
C'=—2 AN

Calcul des résidus en my : L’expression de v au voisinage de my,

relativement aux coordonnées affines ¢’ = %7 2 =X, 2 = Z est:

Yo Y
v= (2" —ha") 0l —h" ! —ht" ).

0, admet h pour valeur propre multiple ; my est alors une singularité
non dégénérée de v.

La formule de Bott donne alors : Rés(c1)® = 27, Rés(cica) =9 et
Rés(cs) = 1.

Recouvrement de U' =U \ W ou U = P35 \ (mymz)

On définit les ouverts U, U! U? respectivement par A # 0, B # 0, C # 0.
Ces définitions se traduisent en coordonnées affines de la maniére suivante :

U240, U':(y#0; h—zp(x) #0), U?:(2#0; o(x)#0).Ona:
U\W=UHuUtuU2

Pour recouvrir, U\W, on ne peut se passer d’aucun des ouverts précédents.
En effet :

— les points de U’ N (mxmy ) n’appartiennent qu’a U*.
— les points de U’ N (mrmyz) n’appartiennent qu’a U*.
— les points de U’ N (mxmz) n’appartiennent qu’a U?.
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Le résidu est alors :

Rés(cr, 0,, W) = fR cr(VO, V1 v?) — meH (VO, v, v2,vH) ou

e 0T = {Ix| = 2I; ITI<|21} v{IXI<izl; |TI=|2]}.
o VO V!, V2 V# sont des connexions définies respectivement sur 7'U, TU‘U17
10, TU‘UH.

e Ris=RiNRy; Riog =R NRy;NRyx ot Ry, Ry ; Ry sont des régions
de 07 définies par (¢ > 0) :

- R ={IX, Y, 2 T eoT: v > 2]},
- R ={IX, Y, 2, T) € 0T: Y| <|2| 5 |X| > = |11}

- RH:{[Xa Y, Z, T| € 0T; Y| < |Z| ; IX\<€|T|}~

{Rl,RQ,RH} est un systeme d’alvéoles subordonné au recouvrement

U(OT) induit par le recouvrement U = {UH, U, UQ} de U".

3.1.1. Définition des connexions

Rappelons d’abord la formule suivante : (TIP’g)lW =TW & Ny.

Or, TW = L®2 et Ny = L®L ou L est le dual du fibré tautologique sur P;.
On définit une connexion sur L dont la fome de connexion associée, rela-
tivement & la trivialisatio (9;), est : ag = —¢ dz ot p(z) = 75 On définit

o . =0 . .
ainsi une connexion V' sur P3|, puis une connexion VY dont la forme de
connexion, relativement & la trivialisation (9%, 9y, 0,), est :

2 0 0
wo=—pdx| 0 1 O
0 0 1

V1, V2% et VH sont définies comme dans (2.2.2). Les formes de connexion
associées sont :

_ d _
wl—w0+€—1®M W2=w0+%2®M et wH:wo—FZx@M, ou

o & =dy—y pdr, & =dz—z pde.
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o M et M sont respectivement les matrices représentant 8, et © = 6, — V9

relativement & la trivialisation (0, 0y, 0,).

On a:
0 0 1
M=—-1]0 h 0
0 0 0
On voit que la matrice de 8 est :
h 0
0 0

Donc, W est une sous-variété dégénérée.

Dans cette méme trivialisation,

—2¢ dx 0 0
wo= | —pdy—y(p?de+dp) —pda 0
_ _ 2 _
p dz z(go d:r+d<p) 0 @ dx
On obtient : Tr(M) =4z ¢ — h.

On vérifie aussi : Tr(Qg) = 4dx A d"¢ o g est la courbure de VO et

d'p = %2 dz.

3.1.2. Calcul de [, (V" V', V?)

On vérifie :
-1\ 4 & S— 11y —
0 1 2 _ - sS4 52 _ _ (= -
cr(V0, V1, v?) = (m) NS | =86 (M, 7, 0) (§+ ~)c,(M)
—1y3
= (5) (Fi+ Kat o) o
Ky =-3% A% (M, M, Q), K== SLASE Adz Ad'p e (M)
et
ng%l % A %2 A dx A d"o cr(M)
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dy A dz
y(h—zp " (- 22p)
dy dz 1

= 12dz AN d"¢ =N — X
o sDy 22 h—zp

K, = -3 (Tr(3D))” Tr ()

1
x — x (4zp — h)?.
¥

Comme Ry fibre sur W, en notant f le long de la fibre, on obtient :

dy d 1 1
][K1 = 12den dp 1 P AL w2 x(dzp— D)2
y 22 h—zp(x) o

= —84x (2in)?dx A d'e.

—1 AT
Ky = E%/\% Ndz Ad"p(x) e (M)

dy dz

—\3
V= p) " (o) (Tr0)

1
= - x dx Ad' ¢
h—zp

La aussi, en intégrant le long de la fibre, on obtient : £ Ky = 10 x (2im)?dx A
d" .

-1 51 52 1" AT
s = 2 EAE nands ()
1 dy dz ——\3
= — xdr Ad'p A Tr(M
(—z9) y(h—zp)  (=229) (Tr(1))
L’intégrale le long de la fibre donne : £ K3 =37 x (2im)2dz A d p.
Donc, f (cl)f(VO,VI,V2) = 5L x37Txdznd"p.
Comme [, dx A d"¢ = 2im puisque ¢1(L) ~ [P1] = 1, on obtient :
1
/ (1)3(VO, VL, V%) = =37(1 —p.) olt  p.= —— dx Ad" .
Rio 227T |I|§E

Notons que p. tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.
3.1.3. Calcul de leZH cr(VO, V1, v2, vH)

3 _
On vérifie : ¢/(V°, V', V2, V) = (1) % A & A $ (A1),
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Donc

3000 ol w2 wHy [ —1\3dz & & —\3
_ (—1\3dx dy dz 3
N (2i7r) z /\y(h_z@) A (—229) (429 —1)".

En intégrant le long de la fibre en z, on obtient : f (¢1)3(V°, V1, V2 V) =

L %37 x ¢ dx.

2¢m

Pour achever le calcul de fR12H (c1)3(VO, V1, V2 V) il reste & intégrer
la 1-forme % x 37 X ¢ dx.

Rappelons que Rz est définie par : |Y| = |Z|;|X| = ¢|T|. En particu-
lier, |z| = € dans Riap.

Posons : x =¢ €, € R (mod 27 Z).

-1 M cem )
/ (61)3(v07v1’v2’vH) - —/ X 37/ c€ B) X iaewd’y
Riz2m um 0 1+¢

-1 w2
= — x 37 —d
%ir /0 112

. —37€?
142
Finalement,
; —37¢2
Rés(()',00, W) = —[=3700-p.)] - {W)

1+ 22
- o ()
3T x 112 7

En faisant tendre e vers 0, on obtient :

Rés((c1)?, 0., W) = 37.

On peut remarquer que la somme des résidus de (c;)® est bien égale au
nombre de Chern (c1)? ~ [P?].
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3.2. Exemple d’application des théorémes B et D

On notera [Y, Z, T] les coordonnées homogeénes dans Ps et (y,z) les

coordonnées affines y = % et z = % sur Pouvert U2 défini pat T # 0.

Le lieu singulier de vy est : So = {mg, mz} ot my =[0,0,1]. et mz =
[0, 1,0].

Soit vy le champ de vecteurs sur P, dont la restriction & C? est :

vo(y,2) =y 0y + 2(y + 0)0., (b #0).

Considérons maintenant le champ de vecteurs v = (0,vg) sur V. Notant
[X, R] les coordonnées homogenes dans PPy, le lieu singulier de v est :

S=WruUWyz ou WT:IPﬁX{mT} et WZ:IE”lx{mZ}.

Expressions de v

En posant z = %, Pexpression de v dans Py x Ur est : v(z,y,2) = 0

Op+B(x,y,2) 0y+C(2,y,2) 0. ot B(w,y,2) =y* et C(x,y,2) = 2(y+2).
Dans Py xUg, I'expression de v est : v(z,y",t") = 00, +B"(x,y",t")0; +
C”(I, y//’ t//)aél 01\.1 B//(:Z,/,7 y//’ t//) — _by// et C’N(:L‘, y//, t//) — _(y// _|_ bt//).

Expressions des restrictions des monémes de Chern
La restriction p : I* (gl(3, (C)) — I* (Ql(l, (C)) ®I* (gl(2, (C)) donne :
pler) =ci+cf, plea) =) +c3, ples) =¢) 5.

On en déduit : p((cl)3) =3¢, p(q 02) = ¢ (+cl?), p(c;;) =cjcf.

Calcul des résidus en W
D’apres le théoreme D,

Rés((cl)?’,HU,WT) = 3J,(Py) ~ [P1] x Rés((c'l’)Q,evo,mT).

Rés((01 02),9v,WT) i (Py) ~[Pq] x (Rés((cg),evo,mrp)
+Rés((c’1’)2,0v0,mT)>.
Rés((Cg,),é’v,WT) = (P)) ~ [Py] x Rés((cg),HUO,mT).
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Notons tout de suite : ¢ (Py) —~ [P1] = 2.

Pour calculer les résidus en my, on calcule d’abord la matrice Jacobienne

Jo = DL
_(2y O
JO( z y+b>'

D(y,z) *
Il apparait alors que myp est une singularité dégénérée de v. Ainsi :

Rés(cK,évo,mT) = (%)2 /% A z(yd—Z&— ) ck(—Jo).

Or, (c1)%(=Jo) = By + )2,  (c2)(=Jo) = 2y (y +b). Donc,

—1\2 dy dz
. 2 _ R 2
Res((61) ,9U0,mT) = (—%) /y2 A WD) (By+b)

= 5.

et

Rés((CQ),HUO,mT> - (%)2 /%/\ﬁ 2y (y+1b)

= 2.
On en déduit :
. Rés((cl)S,Gv,WT) —3 x2 x5=30.
° Rés((q 02),9U7WT) =2 x(245)=14.
. Rés<(03),9U,WT> =2 x2=4.
Remarque 1.— Wy est une sous-variété dégénérée de V.
Remarque 2. — Posons :
o Upy=DPy\{mz} et U=P1 xUj.
o U=P; xUy.
o UB = {m(:c,y,z) e U\ Wy ; By, 2) #0}
e UY ={m(z,y,2) e U\ Wr ;C(y,z) #0}.
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Ona:U\Wpr=UBUU°.

Cela signifie qu’on a un recouvrement de U \ Wy sans U Le théoreme
C est donc applicable.

Calcul des résidus en Wy

Le théoreme D permet d’écrire :
Rés((e1)%,00,Wz) = 3ci(P) ~ [Pa] x Rés( ()%, 0upymz).
Rés((q 02)79v,Wz) = ¢|(Py) ~ [P4] x (Rés((c;’),vamZ)
+Rés((c/1’)2,900,mz>>.
Rés((cs),ev,wz) = (P)) ~ [P1] x Rés((cg),ﬁvo,mz).
La matrice jacobienne est

J” B D(BH,C”) B _b 0
0 - D(y”,t”) - 1 _p

Il apparait alors que mz est une singularité non dégénérée de vg.
Ainsi, Rés((c1)2,9U0,mZ) =4 et Rés((cz),&)o,mz) = 1. Donc
Rés((cl)3,0U,WZ) - 24,Rés((c1 02),0U,WZ) - 1O,Rés((03),9U,WT) — 2.

La aussi, on remarque que, pour chaque cy, la somme des résidus est
égale au nombre de Chern.

3.3. Exemple d’application du Théoréme C

Soit A un nombre complexe différent de 0 et de 1.

Dans C3\ {0}, on définit la relation d’équivalence suivante : (x,vy,2) ~
(Az, Ay, A\z). L’espace quotient [(C3 \ {0}/ ~ } est appelé variété de Hopf de
dimension 3 et est noté Hs.

Soit v le champ de vecteurs sur C*\ {0} défini par : v = (y+2) 0 +y .

Le lieu singulier de v est la droite W : y = z = 0 privée de l'origine. Notons
p: C3\ {0} — Hj Papplication de passage aux quotients, et v le champ
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de vecteurs sur H3z donné par v en passant au quotient. Le lieu singulier
de v est W = p(W). Les sections (z 0y, x 0,) trivialisent le fibré normal
Ny . De plus cette trivialisation passe aux quotients. En choisissant une
connexion triviale sur Ny, on a : 05 = 0,. Le champ de vecteurs v s’écrit :
v=A0;,+B0,+C0, ou A=y+z B=y, C=0.

Posons : U = C3\ {0}, U’ =U \W. On définit les ouverts U, U et
U? respectivement par A # 0, B # 0 et C # 0. Ces définitions se traduisent
r:UH iy #£0, U':y+2#0. 1Ilest clair que U’ est recouvert par
UH et U'. Enposant: U =Hs, U' =U\W UH = p(UH), UH =p(U?),
on voit que U’ est recouvert par UH et UH. D’apres le théoreme C, pour
|I| = 3, RéS(C}7 9’5, W) =0.

On a encore la formule donnant la somme des résidus qui est vérifiée.
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