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Groupes de renormalisation pour deux algebres
de Hopf en produit semi-direct

MOHAMED BELHAJ MoHAMED()

ABSTRACT. — We consider two interacting connected graded Hopf alge-
bras, the former being a comodule-coalgebra on the latter. We show how
to define analogues of Connes-Kreimer’s renormalization group and Beta
function, when the graduation operator is replaced by any biderivation
coming from an infinitesimal character of the second Hopf algebra.

RESUME. — Nous considérons deux algebres de Hopf graduées connexes
en interaction, I'une étant un comodule-cogebre sur ’autre. Nous mon-
trons comment définir I’analogue du groupe de renormalisation et de la
fonction Béta de Connes-Kreimer lorsque la bidérivation de graduation
est remplacée par une bidérivation provenant d’un caractere infinitésimal
de la deuxieme algebre de Hopf.
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1. Introduction

D. Kreimer a montré 4 la fin des années 90 ([8]) que les graphes de Feyn-
man en théorie quantique des champs s’organisent en une algebre de Hopf
graduée connexe. Sur toute algebre de Hopf H de ce type il est possible de
décrire un procédé de renormalisation directement apparenté a ’algorithme
de Bogoliubov, Parasiuk, Hepp et Zimmermann (BPHZ) ([1], [12]). Le cadre
est le suivant : pour toute algebre commutative unitaire A munie d’un
schéma de renormalisation, ¢’est-a-dire d’une décomposition 4 = A_ H A,
ou A_ et A, sont deux sous-algebres, avec 'unité dans A, tout caractere
¢ : H — A admet une unique décomposition de Birkhoff en deux caractéres
p_et g

=9 xpy

ou p_(Kere) C A_ et ¢4 (H) C A4 (on désigne par € la counité). L’étoile *
désigne le produit de convolution. Un exemple de schéma de renormalisation
est donné par les series de Laurent en une variable complexe z, A désigne
alors C[[2]] et A_ désigne I'espace 2z~ *C[27!] des polynomes en 2~ !sans
terme constant (schéma minimal). La valeur renormalisée du caractere ¢
est définie par ¢, (0), qui par définition existe. L’operateur de graduation
Y : H — H, donné par Y (x) = nz pour x homogene de degré n, est une
bidérivation de H. On en déduit une action de C sur le groupe G4 des
caractéres de H dans A = C[z~!, z]], donnée par :

pu()(2) = e“lp(a) (2).

L’ensemble des caracteres locaux est défini par :

d
G = {p € G 4 tel que : %(got) = 0}.

Le groupe de renormalisation d’un caractére local ¢ [5] est défini par :

Fy(p)(z) = Tim (""" % ) (2)(2).

z—0
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La fonction Béta est le générateur de ce groupe a un parametre :

B@ =%

Fi(p)().

L’objectif de ce travail est de définir des objets analogues pour d’autres
bidérivations que la graduation Y. Une famille de bidérivations apparait
dans la situation suivante : On suppose qu’il existe une deuxieéme algebre de
Hopf graduée connexe I interagissant avec H. Plus précisément on suppose
qu’il existe une coaction ® : H — K ® H qui est en méme temps un
morphisme d’algebres graduées, et telle que :

(Idx @Ag) 0 ® =m0 (& @ ®) o Ay, (1.1)
ot m!'P  KIHRIKRDH — K®H®H est défini par :
mBa@bec®d) =ac®b®d,

et ® s’exprime en notation de Sweedler pour tout x € H par :

P(x) = 2550@%1 = 1/c®x+zx(/) ® ). (1.2)
(x) (z)

Cette situation se rencontre naturellement dans le cas de l'algebre de
Hopf Hek des arbres enracinés [2], et dans le cas plus général de I'algebre
de Hopf des graphes de Feynman orientés sans cycles [10]. Le groupe Gﬁ
des caracteres de K (& valeurs dans .A) agit alors par automorphismes sur
le groupe G 4 des caracteres de H. Tout caractere infinitésimal o : K — A
définit alors une bidérivation B, de ’algebre de Hopf H, qui peut jouer le
role de la graduation Y.

Nous montrons que les caracteres locaux, le groupe de renormalisation
et le fonction Béta peuvent étre définis de la méme maniere que pour
la bidérivation Y. Soit S l'antipode de l'algebre de Hopf H. L’analogue
@ — @ o E, de la composition a droite par 'operateur de Dynkin S * Y
n’est toutefois pas une bijection des caracteres de H vers les caractéres in-
finitisémaux. Cela vient du fait que Ker B, est non trivial (il contient tous
les éléments primitifs), contrairement & Ker Y qui se réduit & I'unité de H.

Remerciements. — Je remercie vivement mes directeurs de these Mrs
Dominique Manchon et Mohamed Selmi. Le présent travail bénéficie du
soutien du projet CMCU Utique Numéro 12G1502.

— 423 —



Mohamed Belhaj Mohamed

2. Rappels sur les algebres de Hopf et la renormalisation

2.1. Algebres, cogebres et bigebres
Dans toute la suite, on désigne par k un corps.

DEFINITION 2.1. — Une k-algébre unitaire est un triplet (A;m;u) ot A
est un k-espace vectoriel et

m: AR A — A, u:k — A,
sont deuzx applications linéaires satisfaisant les deux axiomes suivants :

(1) Associativité :
mo(m®Id)=mo (Id®m).

(2) Unité :
mo(u®Id)=Id=mo (Id®u).

DEFINITION 2.2. — Une cogébre co-unitaire est un triplet (C; A;e) ou C
est un k-espace vectoriel et A : C — CQRC (coproduit), € : C — k (counité)
sont deux applications linéaires satisfaisant les deuxr axiomes suivants :

(1) Coassociativité :
(A®Id)o A= (Id® A)oA.

(2) Counité :
(@ Id)oA=1Ide = (Id® <)o A.

Notation de Sweedler. — Le coproduit d’un élément est donc une somme
finie d’éléments indécomposables. Pour décrire le coproduit, on utilise la
notation suivante :

Alx) =) z1 ® 2. (2.1)
(z)
DEFINITION 2.3. — Une bigébre est une famille (H, m,u, A, €) telle que :

(1) (H,m,u) est une algébre unitaire.
(2) (H,A,¢e) est une cogébre co-unitaire.

(3) A ete sont des morphismes d’algébres unitaires ou, de maniére équivalente
m et u sont des morphismes de cogébres co-unitaires.
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2.2. Dual gradué

Soit V = EBWO V,, un espace gradué. Soit n > 0. Alors V;* s’identifie au
sous espace suivant de V* :
Vi {f € V*/F(Vi) (O)sik # n}.
Par la suite, on identifiera les deux et on pourra écrire V; C V*.

DEFINITION 2.4. — Soit V' un espace gradué. Le dual gradué de V est
le sous-espace suivant de V* :

Ve :é‘/j;.

Remarque 2.5. — Lorsque chaque V,, est de dimension finie, V°° est iso-
morphe a V' comme espace gradué.

2.3. Convolution et algebres de Hopf

PROPOSITION 2.6. — Soit C = (C; A;€) une cogébre co-unitaire et A =
(A; m;u) une algébre unitaire. L’espace vectoriel Hom(C, A) est munie d’une
structure d’algebre de la maniére suivante : si f,g € Hom(C, A),

frg=mo(fog)oA.
Autrement dit, pour tout © € C :
Frglx) =" f(@1)g(ws).
()
Ce produit est appelé produit de convolution. L’unité est Uapplication i :

x—>e(x)la.

DEFINITION 2.7. — Soit H une bigébre. On dira que H est une algébre
de Hopf si Idy posséde un inverse dans l’algebre de convolution Hom(H, H).
L’unique inverse de Idy est appelé antipode de H et il est noté en général S.
Autrement dit, H est une algébre de Hopf s’il existe une application linéaire
S :H — H telle que le diagramme suivant commute :

2N S®Idy 2 &
/ X
H £ k “ H
Y e
,H®H Idy ®S H‘X’H
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Autrement dit, pour tout x € H :
ZS(xl)xQ =¢e(z)l = ZmlS(xg).
(2) (2)

PROPOSITION 2.8 ([11]). — Soit (H,m,u, A, ¢, S) une algébre de Hopf,
alors on a :

(1) Sou=wueteoS =ce.

(2) S est un antimorphisme d’algébres et un antimorphisme de cogébres,
i.e. st T est la volte on a :

mo(S®S)or=Som,7o(S®S)oA=Ao0S.

(3) SiH est commutative ou cocommutative, alors S? = Idy,.

DEFINITION 2.9. — Soit H une algébre de Hopf et A une algébre com-
mutative. On dit que ¢ : H — A est un caractére si o(1) = 1 et pour tout x,
y € H ona:olry) =@x)e(y), et on dit que ¢ : H — A est un caractére
infinitésimal si p(1) =0 et pour tout x, y € H on a :

p(ry) = p(x)e(y) + e(x)e(y),

oue=uoc.

2.4. Algebres de Hopf graduées connexes

On suppose pour toute la suite que le corps k est de caractéristique zéro.
Une algebre de Hopf graduée sur k est un k-espace vectoriel gradué :

H=EPH
n=0

muni d’un produit m : H @ H — H, un coproduit A : H — H Q H, le
tout verifiant les axiomes d’une algebre de Hopf [11], et tel que :

m(Hy @ Hq) C Hpiq,

AM,) C P My @M,
p+g=n
S(Hrn) C Hay.
Une algebre de Hopf graduée H sur k est dite connexe si sa partie homogene

de degré zéro est de dimension un, c’est-a-dire réduite a k.1, ou 1 = (1)
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désigne 'unité. La donnée d’une telle algebre de Hopf H, lorsqu’elle est
de plus commutative, équivaut a la donnée du schéma en groupes pro-
nilpotents qui & toute algebre commutative unitaire A associe le groupe
G 4 des caracteres de H a valeurs dans A. Le théoréeme de Cartier-Milnor-
Moore permet de récupérer 'algebre de Hopf H comme le dual gradué de
Palgebre enveloppante U(gg) ol gx est 'algebre de Lie du groupe Gy, qui
peut se voir comme ’ensemble des caracteéres infinitésimaux de H a valeurs
dans k. Les algebres de Hopf graduées connexes (commutatives ou non)
sont particulierement bien adaptées aux raisonnements par récurrence sur
le degré. Cela vient du fait que pour tout élément x homogene de degré n
dans H on peut écrire en utilisant la notation de Sweedler :

Amzw@l—&—l@x—i—zgc’@x”
(z)

ot les ' et x” sont homogenes de degré compris entre 1 et n — 1. En
particulier 'antipode est donné gratuitement par I'une des deux formules
de récurrence ci-dessous :

S(x)=—x— Z S(x')x"” (2.2)
()

S(x)=—az—) a'S(a"). (2.3)
(2)

D. Kreimer a le premier observé que les graphes de Feynman d’une théorie
quantique des champs donnée s’organisent en une algebre de Hopf commuta-
tive graduée connexe [8]. Les régles de Feynman régularisées fournissent un
caractere de cette algebre de Hopf a valeurs dans une algebre de fonctions,
par exemple l'algebre des fonctions méromorphes d’une variable complexe
dans le cas de la régularisation dimensionnelle.

Nous pouvons maintenant expliquer comment renormaliser un caractere
¢ d’une algebre de Hopf graduée connexe. Il faut pour cela que ¢ soit a
valeurs dans une algébre commutative unitaire 4 munie d’un schéma de
renormalisation, c’est-a-dire d’une décomposition :

A=A_@ A, (2.4)

ou A_ et A, sont deux sous-algebres de A, avec 14 € A,. Le schéma
minimal évoqué plus haut correspond au cas ou A est l'algebre (sur k =
C) des fonctions méromorphes d’une variable, A est la sous-algebre des
fonctions qui sont holomorphes en un zg fixé, et A_ est la sous-algebre des
polynomes en (z — zp)~! sans terme constant. L’espace des applications
linéaires de H dans A est muni du produit de convolution, donné par :

pxP=myo(p®1)oA. (2.5)
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11 est facile de vérifier que 'espace des caracteres de H a valeurs dans A est
un groupe pour le produit de convolution. I’élément neutre e est donné par
e(1) =14 et e(z) = 0 si x est homogene de degré > 1. L’inverse est donné
par la composition a droite avec ’antipode :

*

o l=pos. (2.6)
Chaque caractere ¢ admet une unique décomposition de Birkhoff :

p=¢txpy (2.7)
compatible avec le schéma de renormalisation choisi, ¢’est-a-dire telle que ¢
prenne ses valeurs dans A, et telle que ¢_(x) € A_ pour tout £ homogene
de degré > 1. Les composantes ¢ et ¢_ sont données par des formules
récursives assez simples: si on note w la projection sur A_ parallelement
a Ay, et si on suppose que ¢_(z) et ¢ () sont connus pour x de degré
k <n—1, on a alors pour tout = € H,, :

pi(a) = (I —m) | pl@)+ Y p-(@)p(a") | . (2.9)
(@)

On appelle ¢4 (x) le caractére renormalisé et ¢_(x) le caractére des con-
tretermes. Le fait remarquable que les deux composantes ¢ et ¢_ soient
encore des caracteres de H a valeurs dans A provient de la propriété de
Rota-Baxter [6] vérifiée par la projection 7 :

m(a)mw(b) = w(mw(a)b + aw(b) — ab) (2.10)

DEFINITION 2.10. — Soit H une algébre de Hopf graduée connexe sur le
corps C des complexes, et soit ¢ un caractére de H a valeurs dans ’algébre A
des fonctions méromorphes, munie du schéma de renormalisation minimal
en zg. Alors le caractére a wvaleurs scalaires donné par © — oy (x)(20)
définit la valeur renormalisée du caractére ¢ en zq.

L’application linéaire b(y) : H — A donnée par b(¢)(1) = 0 et pour
tout x € H par :

b(p)(x) = p(x) + Y _ o (2')p(a"),
@
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est nommée préparation de Bogoliubov et s’écrit b(p) = ¢_ * (p — ¢e). Les
formules de récurrence (2.8) et (2.9) s’écrivent de maniére plus compacte :

o = e+ Plp_xA)
= e+ PA)+P(PA\)*A)+ ... + P(P(...P(X) % Ao % A) + ...
nfois
et :
P+ = €+15(<P+*§)
= e+ PE)+PPE)*E) 4 .. + P(P(.P(&) %)% E) + ...
nfois

avec A= e—, £ :=e— L et oul P et P sont les projections sur L(#, A)
définies par P(\) = mo A et P(€) = (I — ) o &, respectivement. A. Connes
et D. Kreimer ont montré dans [4] que lorsque H est 'algebre de Hopf
des graphes de Feynman associés a une théorie des champs renormalisable,
cette définition de la renormalisation compatible avec 'algorithme BPHZ
des physiciens (tel qu'il est exposé par exemple dans [3]).

3. Deux algebres de Hopf graduées connexes en interaction

On se placera dans le cadre suivant : H et K sont deux algebres de Hopf
graduées connexes commutatives et ® : H — K ® H une coaction a gauche
qui est en méme temps un morphisme d’algebres graduées, et telle que le
diagramme suivant commute :

H @ K®H
Y
HOIH I®A
@@@l
KoHOKOH — KeoHeH
le:
(Idx ®A%) 0 ® =m!'3 0 (2 ® ®) 0o Ay, (3.1)

oum'P  KOHIKQH — K®H®H est défini par :
mB(abRcad) =ac®b®d,
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et @ s’exprime en notation de Sweedler pour tout z € H par :

d(x) = Zxo®$1 = 1IC®CC+Z£L’(I) ®x(”), (3.2)
(2) (2)

avec : 1 < ’x(”)’ <zl —1et ’x(”)’ + degz() = |z| on |...| désigne le degré
dans H et deg désigne le degré dans K. Le cadre ci-dessus est inspiré par
les deux exemples suivants :

3.1. Les arbres enracinés

D. Calaque, K. Ebrahimi-Fard et D. Manchon ont étudié 'algebre de
Hopf H de Connes-Kreimer graduée suivant le nombre de sommets, dans
[2], comme comodule sur une algébre de Hopf K d’arbres enracinés graduée
suivant le nombre d’arétes. Cette structure est définie de la fagon suivante :
Pour tout arbre non vide ¢ on a :

O(t) = Ax(t) = s@t/s,

sCt

ou la notation s C ¢ exprime le fait que s est une sous forét de ’arbre t,
c-a-d s est soit la forét triviale e, ou une collection (¢1, - - -, ¢,) de sous-arbres
disjoints de t, chacun d’eux contenant au moins une aréte. En particulier,
deux sous-arbres d’'une sous forét ne peuvent avoir aucun sommet en com-
mun, et ¢/s est 'arbre obtenu par contraction des composantes connexes de
s en un sommet, et pour 1 on a : (1) = e ® 1. On peut écrire P(¢) encore
de la maniére suivante :

) = Ax(t)=> s@t/s

sCt

et+ [twe+ > s@t/s |,

s sous—forét propre de t
ce qui montre que la formule (3.2) est vérifiée.

Le théoréme suivant donne la relation entre cette structure de comodule
et le coproduit de Connes-Kreimer A4 défini par :

Ap(t)=t®@1+1®t+ Y  P(t)@R(), (3.3)

cEAdm(t)

ot Adm(t) designe lensemble des coupes admissibles d’une forét ¢ (rap-
pelons qu’une coupe admissible de ¢ est une coupe non vide tel que tout tra-
jet d’un sommet de t vers un autre ne rencontre au plus qu’une seule coupe
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élémentaire). Une coupe admissible envoie ¢ vers un couple (P¢(t), R¢(t))
telle que R°(t) est la composante connexe de la racine de ¢ apres la coupe,
et P°(t) est la forét formée par les autres composantes connexes. (Voir [2]
et [7]).

THEOREME 3.1 [2]. — L’identité suivante est vérifiée :
(Idx @A) 0 ® =m!'3 0 (2 ® ®) o Ay, (3.4)
otm" B KOHIKOH — KHQH est définie par :

mBPa@b®c®d) =ac®b®d. (3.5)

3.2. Les graphes de Feynman orientés sans cycle

Un graphe de Feynman orienté est un graphe orienté (non plan) avec un
nombre fini de sommets et d’arétes, qui peuvent étre internes ou externes.
Une aréte interne est une aréte connectée aux deux extrémités a un sommet,
une aréte externe est une aréte avec une extrémité ouverte, 'autre extrémité
étant reliée & un sommet.

Un cycle dans un graphe de Feynman orienté est une collection finie
d’arétes orientées internes (eq, ..., e,) tels que le but de ey coincide avec la
source de eg41 pour tout k = 1,...,n modulo n.

Pour toute partie non vide P de I’ensemble V(I") des sommets de T, le
sous graphe I'(P) est défini comme suit : les arétes internes de I'(P) sont les
arétes internes de I' avec source et but dans P, et les arétes externes sont
les arétes externes de I' avec la source ou le but dans P, ainsi que les arétes
internes de I' avec une extrémité dans P et 'autre extrémité hors de P.

Un sous-graphe couvrant de I' est un graphe de Feynman orienté -y
(pas forcement connexe), donné par une collection I'(Py), ..., I'(P,,) de sous-
graphes connexes telle que P;N Py, = ) pour j # k, et telle que tout sommet
de I' appartient & un certain P; pour j € {1,...,n}.

Pour tout sous-graphe couvrant +, le graphe contracté I'/v est défini par
contraction de toutes les composantes connexes de v sur un point. On dira
qu’un sous-graphe couvrant v de I' est compatible avec 1'ordre partiel si le
graphe contracté I'/v est sans cycle.

Les graphes de Feynman orientés sans cycles engendrent & la fois une
algebre de Hopf H (graduée suivant le nombre des sommets) et une bigebre
K (graduée suivant le nombre des arétes internes) [10]. La coaction & gauche
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de K sur H est définie par :

P(1y) =15 @ 1y,

et pour tout graphe non vide I' par :

OI) = A(D) = > vy ®T/~.

~ sous graphe couvrant de r
compatible avec ’ordre partiel

Le coproduit sur H est défini pour tout graphe orienté sans cycle I' par :

Ay(T) = > (1) @ T(Va), (3.6)
VlUVQZV(F),Vl <Vs

ou l'inégalité V; < V; signifie que pour tout v; € Vi et vy € V5 avec vg
et vo comparable, on a v; < vy dans ’ensemble partiellement ordonné des
sommets de T" noté V(T').

D’apres [10, Theorem 2] le coproduit Ay et la coaction ® vérifient bien :

(Idg ®Ay) o d=m"?0(®®®)oAy. (3.7)

En quotientant par l'idéal engendré par les éléments I' — 1= ou I' est un
graphe sans arétes internes, la bigebre K donne naissance a une algebre

de Hopf graduée connexe IC, et la coaction ® déduite de ® par passage au
quotient vérifie la formule (3.1). La coaction ® s’écrit alors :

o) = 1z®@I+ [Tee+t > yoT/y|,

~ sous graphe couvrant propre de
compatible avec 'ordre partiel

et verifie bien la formule (3.2).

3.3. Groupes de caracteres

On rappelle ici que A est algebre (sur k = C) des fonctions méromorphes
d’une variable, A4 est la sous-algebre des fonctions qui sont holomorphes
en un zp fixé, et A_ est la sous-algébre des polyndomes en (z — zp) ! sans
terme constant. On désigne par G 4 (resp. Gﬁ) le groupe des caracteres de H
(resp. de K) a valeurs dans A, G 4, (resp. G§+ ) le groupe des caracteres de

H (resp. de K) & valeurs dans A, et G.. (resp. GX) le groupe des caractéres
de H (resp. de K) & valeurs constants.
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Remarque 3.2. — Dans toute la suite on utilise des notations similaires
(g4, gﬁ, gA, > gﬁJr, ge, 05) pour les algebres de Lie des caracteres in-
finitésimaux associées aux groupes des caractéres.

Tout o € G§+ s’écrit sous la forme exp*X ou X € gﬁ. On définit la
bijection Z par :

Z:Gﬁ — Gﬁ
exp"X +—— expzX

ou exp*zX est défini par :

n

exp*zX(x) = Z %X*"(m),

n=0
pour tout z € K. L’inverse de Z est donné par la formule suivante :
z*’n
Z exp* X)) (x) = exp*z 1 X (z) = Z — X"
‘ n!
nz

Remarque 3.3. — La somme précédente est finie car elle s’arréte an = ||
ou |z| désigne le degré de x.

Pour tout g, ¢’ € Gﬁ on pose :
gx=9' =271 (Z(9) * Z(9))-

DEFINITION 3.4. — L’action de Gﬁ sur G4 est définie pour tout g €
Gﬁ,g@GGA,zGH et z € C par :

(gx:0)(2)(2) == (Z(g) * ) (2)(2).

Cette formule définit bien une action. En effet pour tout g,¢’ € G%, p €
Gy ona:
gr:(g*20) = Z(g)* (9'*=%)
= Z(9)*(Z(g') x ¥)
= (Z(g)xZ(g') *
= Z(gx:g') *¢
(%29 )%=p.

PROPOSITION 3.5. — Soit « : K — A4 une transformation linéaire.
L’application B, : H — H définie par :

B,=(a®ldy)o®
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n.e:
By(x) = Z <o, 1 > Xo (3.8)
()

satisfait l'identité :

Ay 0 By = Bupo 0 Ay, (3.9)
ot 'm : K* = (K® K)* est défini par : 'm(a)(x @y) := a(zy) et Bupo =
(fma @ Idy ®Idy) o 723 0 (P @ ®). En particulier si o € K° alors 'ma =
Z(a) a1 R@ag € K°QK° et :

Ay 0By = (Ba, @ Ba,) o Ay. (3.10)
(@)

Preuve.— L’opérateur B, est la transposée de I'opérateur de multipli-
cation a gauche

L, :H® —H°

donnée par la structure de H°-module & gauche (i.e. Lo(b) = a xb). De
méme, si o € K° alors 'ma € K° ® K°, et By,, est la transposée de
Iopérateur de multiplication a gauche

Lipa - H° @H® — H° @ H®.

La structure de H° ® H°-module a gauche donnée par la transposée de
® = 130 (P ® P), ou la notation 73 désigne la permutation des deux
termes intermédiaires, i.e :

T23(a@b@c®d) =a®cb®d.

La preuve de la proposition est un calcul direct basé sur la définition de la
coaction @ :

AyoB, = Apo(a®ld)od
= (a®Id®Id)o (Id®Ay)o®
= (a®ld®1d)om1’3o(¢>®¢)oAH
= (ma®ld®ld)orzo(®® ®) oAy
= Bipa o Ay.

O

PROPOSITION 3.6. — Si o : K — A est un caractére infinitésimal de
KC alors lopérateur B, est une bidérivation de l’algébre de Hopf H.
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Preuve. — Le fait que B, est une codérivation découle immédiatement
de la proposition 3.5 et du fait que « est infinitésimal. Montrons maintenant
que B, est une dérivation. Soient x,y € H :

B.(zy) = Z < a, (zy)1 > (xy)o

(zy)

ZZ < o, T1Y1 > ToYo

(z) (v)

= ZZ(< o, x1 > e(y1)+ < a, y1 > e(21))Zoyo
(z) (v)

= Z<a, T >xoyo+z<0z, Y1 > ToYo
(z) (y)
= Ba(z)y +2Ba(y).

Ce qui prouve que B, est une dérivation. O

COROLLAIRE 3.7. — Si o : K — A est un caractére infinitésimal de IC,
alors ¢ — @ o By, = ax @ est une dérivation de l’algébre de Hopf L(H,A)
pour le produit de convolution.

Preuve. — Soient ¢, ¥ € G 4.

ax(pr) =Y (a1 %) * (az*p).
()
Comme « est un caractére infinitésimal, alors il est primitif pour m. On a

donc :

'm(a) = a® Ixo + 1xo @ a.

Dot : ax (px1h) = (a*xp)*+ @* (ax1)). O
4. Groupe de renormalisation

Pour tout « € gé*, on obtient un groupe a un parametre 6; , d’automorphismes
de G 4 défini pour tout ¢ € G4 par :

1.0 () (1) (2) = (cap*tzax ) () (2). (4.1)

La formule (4.1) définit également un sous-groupe & un parametre d’automorphismes
de lalgebre (L£(H,.A),*). On note :

Pt = et,a(@)' (42)
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En termes de décomposition de Birkhoff ¢; o s’écrit :

Pta = (Pra) * (Pra)+-
On note G% 'ensemble des caracteres ¢ de H a valeurs dans A qui vérifient :

d
E(@t,a)— =0.

PROPOSITION 4.1 Pour tout o € gé*, Uéquation :

a* Q= Pk (4.3)

définit une application :

Preuve. — Pour x = 14 : v(1y4) = 0 et pour |z| = 1 I"équation (4.3)
s’écrit en utilisant la notation de Sweedler :

a(li)e() = o(2)y(1r) + (1) y(2).

Le fait que a(1x) = v(13) = 0 implique que y(x) = 0 et pour = € Kere,
léquation (4.3) s’écrit en utilisant la notation de Sweedler :

)+ Ctahota ) =)+ St

Donc : () = Y ale)e(e)) = 3 (e’
(z)

x

Ce qui nous permet de définir vy(x) par récurrence sur le dégré de z”. Soient
peGyetzyecH.

*

Y(zy) = ¢ (axp)(zy)
©* 1% (p o By)(zy)
= > ¢ ((2y)1)@ 0 Bal((y)2)
(zy)
— Z ©* Hx1y1)p 0 Ba(z2y2)
(y)

= Z " 1 xl (y1)90(Ba)(372)y2 +$2Ba(y2>)
(=)(y)

— 436 —



Groupes de renormalisation pour deux algébresde Hopf en produit semi-direct

= Y ¢ @) (W) (¢ 0 Ba(r2)9(y2) + ¢(72)¢ 0 Ba(y2))
(@)

91k (9o Ba)(@)e(y) + e(x)™ ™ # (90 Ba)(y)
V(@)e(y) + e(2)v(y)-

D’ou v est un caractere infinitésimal. O

PRrOPOSITION 4.2. — Soit :
Ra:ga — ga
a — 7

Alors on a : Ra(p) = " L x (ax @) et Ra(a) = e % (% €*%).

Preuve.— Ro(p) = v alors en utilisant Péquation (4.3) on obtient :
axp=pxy,dou: _

Ralp) = ¢" 7 * (axp)

Comme : R, = ﬁa o exp on obtient immédiatement d’apres le résultat ci

dessus :
Rala) = e %% (axe™).

Remarque 4.3. — Si =0 alors on a : 6, o(¢) = ¢ et R = 0.
4.1. L’opérateur E,
Soit H une algebre de Hopf graduée connexe, pour tout a € gé* on
définit 'opérateur E,, par :
E, :=85x* B,,
ou S est I'antipode de H.

PROPOSITION 4.4. — Si H une algebre de Hopf graduée connexe com-
mutative la correspondance Ry se réduit a la composition d droite avec E,
i.e : Ra(p) = po E,.

Preuve. —
poE, = ¢o(S*B,)
(poS)*(poBa)

= ¢l x(axy)

|
IS
2
&
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PROPOSITION 4.5. —

1— e—ada

1
Rala) = / "% x (a0 By) xe™%ds = (a0 By).
0

ada

Preuve. — Pour tout u € C nous avons :

€% 0 B, = €™ x Ry (ua).

*(t+s)a _ exta *sa

On pose u =t + s et on utilise la propriété de groupe e xe

En utilisant la propriété de dérivation :
(€519 % *59) 0 By = (€19 0 By) % €50 + €19 % (%9 0 By).
On trouve :
eXts)a o B = e (199 4 (R (sa) + €75 % Ry (ta)  e*57).
En posant v(t) = Rq(ta) : L’équation précédente devient :
At +5) = 7(s) + € A () 5 €7

Nous avons v(0) = 0. En dérivant I’équation précédente par rapport a s et
prenant s = 0, on obtient :

V() =4(0) + [ (1), a].
On dérive ’équation précédente par rapport a ¢ on a :
3(t) = [1(2), al.
La solution de cette équation différentielle du premier ordre est donnée par :
F(t) = e* 71 % 4(0) x et
En dérivant legalité e*'*oB,, = e***xv(t) At = 0 on obtient immédiatement :
4(0) = a o B,.
On integre puis on prend ¢t = 1, ce qui prouve la proposition. O
4.2. Fonction g,
On désigne par G ’ensemble des éléments ¢ € G tels que ¢ = oL

Comme la composition a droite avec B, est une dérivation pour le produit
de convolution, 'application R, vérifie la propriété de cocycle :

Ralp* ) = Ra(¥) + "1 5 Ra(p) * 1. (4.4)
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DEFINITION 4.6. — Pour toute ¢ € L(H,.A), nous associons une forme
linéaire Res ¢ sur H par extraction du coefficient de z~': plus précisément,
st mous avons pour tout x € H et pour tout z dans un voisinage de 0 :

“+oo

p@)(z)= Y enlz)z",

n=—N
avec pn(x) € C, alors :

Res p(z) == ¢p_1().
THEOREME 4.7. —

(1) Pour tout ¢ € G4 il y a une famille & un paramétre hy o dans G4
telle que : pro =@ *hy o et on a :

. d
htoz

a — &ht,a - ht,oz * Zﬁa(ht,a) + Z’féa(ﬁp) * ht,ov (45)

(2) 2Ra se restreint en une application de G dans g* N L(H, Ay). Par

ailleurs 2R, envoie G4 sur l'ensemble des éléments de g & valeurs
constantes.

(3) Pour tout ¢ € G%, le terme constant de hy o defini par :

Fra(p)(z) = Tim Ay o(2)(2)

z—0

est un sous-groupe d un parametre de G 4 N L(H, C).
Preuve. —

(1) Pour tout ¢ € G4 on écrit : pr o = @ * hy o pour tout hy o dans G 4.
D’une part en dérivant I'expression ci-dessus par rapport a t on a :
<)bt7a =@x* ht,a
D’autre part en dérivant la formule (4.1) par rapport & t on obtient :

()bt,a = Za* Pto

= Pra*2Ralp),

P * ht,a = Pta* Zﬁa(@t,a)
= @xhpg* z7~€a(<p * Nt ).
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R, verifie la propriété de cocycle (4.4), donc on a :

© * ht,a = pxhpa*z (ﬁa(ht,a) + h:’;l * ﬁa(ap) * htﬂ)
= @xhpg* zﬁa(htya) + zﬁa(go) * Mt o

Donc : . _ _
ht,a = ht,a * ZRa(ht,a) + ZRO((SD) * ht,a-

Soit ¢ € G%. La décomposition de Birkhoff de ¢ , s’écrit :

Pta = (Pra)l *(Pra)+
= (p-) " (%Ot,a)+
= (px@i") * (Pra)r
= px*xhq.

Donc hio € Ga,. Alors en écrivant la formule (4.5) a ¢ = 0, on

montre que 2R () appartient & g4 N L(H, A,), ce qui prouve la
premiere partie.
En écrivant I’équation (4.5) & ¢ = 0 on obtient :

Rale) = hal0) = 5 (rade (4.6)

Pour p € G4 = {¢ € G4tel quep = ¢* '} on a, puisque p(Kere) C
A_

hta() = (pra)+(z)
- (I (Sptoz +Z<’0 L)Otoc N))

= tI-m) (Zﬁa(%?)(x) + ZZSD*_l(w’)ﬁa(w)(m")) +0(t)
= tRes(axg)+ O(t?).

Donc : )
ha(0) = Res(a * ¢). (4.7)

Alors d’apres la formule (4.6) pour tout ¢ € G4 on a:
2Ra(p) = Res(ax ¢). (4.8)

Inversement, soit x € g¢, on consideére ¢ = R (27 1x). Cet élément
de G4 vérifie par définition, d’apres 1’équation (4.3) :

Z’L/}OBa:w*X‘
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Donc pour tout z € Kere on a :

axila) = é(nmwhn+wwmum+§jwfnm%>

—i@m+2wwmw)

On suppose que « € g§- alors axy(z) € A_. En utilisant la notation
de Sweedler on écrit :

axd@) = Y alwo)p(n)

x

= a(lx)y(z) + Y ala)p(")

(o) + 3 ala )b,

Donc :
W) = axi(z) =Y ala)p(").
Par récurrence sur le degré de z, la formule ci dessus nous permet de
montrer que :
P(x) e A
par suite : _
=Ry (z"x) € G

(3) Le deux équations ¢ o = @ * ht o €t (Pt.a)s,a = Ptts,q NOUS permet-
tent d’écrire :

hsita = hs,a * (ht,a)s,a- (4.9)
En effet :
hsit,a 0 % (Presa)
= ‘P*71 * (Pt,a)s,0
= <P*71 * 0 % (ht,a)s,o
= ¢ 5 * (hia)sa

|
>

s, * (ht,a)s,a'

En prenant z = 0 on obtient immédiatement la propriété de groupe
a un parametre :

Fs—i—t,oe = Fs,a * Ft,a- (410)

O

— 441 —



Mohamed Belhaj Mohamed

Nous pouvons maintenant définir la foncton j3,,.

DEFINITION 4.8. — Pour tout ¢ € G% sa fonction B, est le générateur
de groupe a un paramétre Fy o, c’est-a-dire l'élement de H* défini par :

d

Balp) = %\tzo

Ft,a(@)-

PROPOSITION 4.9. — Pour tout ¢ € G% sa fonction B, coincide avec
celle de la partie négative <p*:1 dans la décomposition de Birkhoff. Elle est
donnée par les expressions :

falp) = Res(Ralp))
= Res(¢* ' oB,)
= —Res(p- 0 B,).

Preuve. — On suppose que ¢ € G%_, alors o1 = . Dot d’apres
la proposition 3.5, 2R, (¢) est constant. La proposition résulte alors des
équations :

h(0) = Res(p 0 By) et 2Rq(p) = Res(p o By).

On suppose que ¢ € G9% et considerons la décomposition de Birkhoff.
Comme ¢* et o, € G, en appliquant la proposition 3.5 nous obtenons :

Pt,a = P * ht,a
(So*_il)t,a = 4,0*_71 * Ut o
(P+)t,a = @+ * Wia,

et Pegalité :
Pro = (7 Da* (P )t

donne :
hix = ¢ lxpra
= 90*_1 * (‘P*ﬁil)t,a * (0 )t
= TR (P v ¥ op FWa
Donc :

ht,a = (()0_;'_)*71 * Ut,a * (p_;'_ * wma. (411)

On désigne par Fi o, Vi o, Wt o respéctivement les sous-groupes a un parametre
obtenus par h¢ ., Ut,a, We,o & 2 = 0, il est clair que (cp+)‘z:0 = e et de méme
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Wi.o est un groupe a un parametre constant reduit a I’élément neutre e.
Ainsi I'équation (4.11) & z = 0 se réduit en :

Ft,oz = V%,a-

Ce qui prouve la prémiere affirmation. En utilisant la propriété de cocycle
on obtient :

Ra(p) = Ra(p™ 5 p1) = Ralps) + 05 T Ra(h) * oy

Donc :
Res (ﬁa(go)) = Res (ﬁa(ap’fl» .

Donc : B
Ra(ph) = =0T * Ralp-) x o
D’ou
Res(p* ' % B,) = —Res(p_ * B,).
O
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