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Casoratien et équations aux différences p-adiques

JEAN-PAUL Bfzivin®

RESUME. — Dans cet article, nous démontrons une inégalité liant la
croissance d’un casoratien généralisé de m séries entieres p-adique a la
croissance du casoratien ordinaire de ces m séries entieres. Il en résulte
que si le casoratien de m fonctions entieres p-adiques est un polynoéme
non nul, alors toutes ces fonctions sont des polyndémes. Comme applica-
tion, nous montrons que si une équation aux différences linéaire d’ordre
t & coefficients dans C,[z] a t solutions méromorphes dans tout Cp,
linéairement indépendantes sur C,, alors elle a ¢ solutions fractions ra-
tionnelles linéairement indépendantes. C’est aussi le cas si I’équation aux
différences est & coefficients dans Q[x], et si, pour une infinité de nombres
premiers p, elle a t solutions méromorphes, linéairement indépendantes
sur Cp,, dans un disque de C,, de rayon strictement supérieur & 1.

ABSTRACT. — In this paper, we prove an inequality linking the growth
of a generalized casoratian of m p-adic power series to the growth of
the ordinary casoratian of these m power series. A consequence is that
if the casoratian of m entire p-adic functions is a non zero polynomial,
then all these functions are polynomials. As an application, we prove that
if a linear difference equation of order ¢ with coefficients in Cp[z] has
t solutions meromorphic in all Cp, linearly independant over (Cp, then
the difference equation has ¢ solutions linearly independant over Cp, that
are rational functions. This is also the case when the linear difference
equation has coefficients in Q[z‘}, and has for an infinity of prime numbers
p, t meromorphic solutions, linearly independant over (Cp, in a disc of Cp
with radius strictly greater than 1.

(*) Regu le 05/05/2012, accepté le 25/01/2013
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1. Introduction, notations et résultats

Soit p un nombre premier. Nous notons @Q,, le corps des nombres p-
adiques, et C, un complété d’une cloture algébrique de Q,, que I'on munit
de la valeur absolue p-adique usuelle.

Dans tout ce qui suit, nous introduisons 'opérateur A, qui & une fonction
f associe A(f) définie, quand cela a un sens, par A(f)(z) = f(x+1)— f(x).
Nous utiliserons aussi 'opérateur E défini par E(f)(z) = f(x + 1).

Nous définissons aussi le casoratien généralisé de m fonctions pour le m-
uplet n = (n1,-++,ny) (voir la définition plus bas); nous allons démontrer
tout d’abord une inégalité liant la croissance d’un tel casoratien généralisé
a la croissance du casoratien «ordinaire» de ces m fonctions (que nous
appellerons casoratien des m fonctions) (voir le théoreme 3.1). On peut
voir une analogie de ce type de résultat avec les «estimations effectives»
démontrées dans [7], chapitre IV.

Il en résulte comme premiere application que si le casoratien de m fonc-
tions entieres dans C, est un polynéme, alors toutes les fonctions f; sont
des polynoémes (voir le théoreme 3.4).

Nous passons ensuite a I’étude des équations aux différences a coefficients
polynémes dans C,[z] pour un p premier fixé. Si une telle équation d’ordre
s a s solutions fonctions méromorphes dans C,, linéairement indépendantes
sur C,, alors elle a s solutions fractions rationnelles linéairement indépendan-
tes sur C, (cf. le théoreme 4.2).

Enfin, pour des équations aux différences a coefficients dans Q[z], nous
obtenons le résultat suivant : s’il existe un ensemble infini G de nombres
premiers p tels que si p € G, ’équation a s solutions méromorphes dans un
disque de C,, de rayon strictement supérieur & 1, linéairement indépendantes
sur C,, I’équation a s solutions fraction rationnelles de Q(z), linéairement
indépendantes sur Q (cf le théoreme 5.6).

On peut voir ce résultat comme un analogue du critére de rationalité de
Borel-Dwork (cf [1] chapitre V et [2] chapitre VII). Ce critere considére un
objet global (une série formelle f & coefficients par exemple dans Q, ayant
un rayon de convergence non nul dans C), ayant des propriétés p-adiques
(portant sur le rayon de méromorphie de f dans C,), avec la conclusion que f
est la série de Taylor a 'origine d’une fraction rationnelle. Ici 'objet global
est ’équation aux différences F, qui possede comme propriétés p-adiques
d’avoir un systeme complet de solutions méromorphes dans un disque de
C, de rayon strictement supérieur a 1 pour une infinité de p premier, avec
la conclusion que toutes les solutions de E sont des fractions rationnelles.
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On peut aussi voir ce résultat comme un (modeste...) analogue de la
conjecture de Grothendieck-Katz, nous renvoyons le lecteur intéressé a [3]
pour plus de détail sur cette conjecture.

Tous ces résultats sont les analogues de résultats démontrés pour le
wronskien et les équations différentielles dans [4].

Nous renvoyons a [5] pour le fait que si une fonction méromorphe dans
C,, est solution d'une équation aux différences dont les coefficients sont des
polynomes de Q[z], alors c’est une fraction rationnelle, ainsi que le fait qu’il
existe des fonctions méromorphes transcendantes solutions d’équations aux
différences a coefficients dans C,[x].

Ces résultats se déduisent d’une correspondance entre fonctions entiéres
solutions d’équations différentielles p-adiques et fonctions entie¢res solutions
d’équations aux différences p-adiques, que nous étudions dans [5].

L’auteur remercie vivement le Referee pour ses suggestions, et en parti-
culier de lui avoir signalé la référence [6].

2. Premiéres propriétés

Comme nous nous intéressons a des fonctions méromorphes, il en résulte
qu’en général, nous ferons I’hypothese que ces fonctions méromorphes le sont
dans un disque «ouvert» de rayon p > 1. Pour un p > 0 (éventuellement
p = +00), nous notons A, 'ensemble des séries entieres convergentes dans le
disque de centre 0, rayon p, et par M, I’ensemble des fonctions méromorphes
dans ce disque. L’opérateur A est donc défini sur A, et M, si p > 1.

On rappelle que pour une série entiere f(z) = Zanx" convergente
n=>0

pour z € C,, |z| < p (avec p > 0), on note, pour R €]0,p[, |f|(R) =
Max{|a,|R™}. Dans le cadre ou l'on s’est placé, le principe du maximum
est valide : on a Sup{|f(z)|,|z| < R} = |f|(R). De plus, 'application f —
|f|(R) est une norme ultramétrique sur ’espace des séries entieres de rayon
de convergence au moins p, qui est multiplicative, ce qui permet d’étendre la
notation au cas des fonctions méromorphes dans le disque D(0, p). D’autre
part, pour toute fonction méromorphe dans le disque D(0, p), on a pour

R €0, o[ Iinégalité | f|(R) < @.
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L’opérateur A a les propriétés suivantes :
PROPOSITION 2.1. — On suppose p > 1.
a) Soit f,g € M,. On a

A(fg)(x) = A()(2)Ag)(x) + f(z)Alg)(2) + A(f)(2)g(x)

ou encore

A(fg)(x) = E(f)(2)Alg)(x) + A(f)(x)g(x)

Plus généralement, on a une « Formule de Leibniz» ; pourn > 0, on a :

n

Ao =Y (1) B AN @A @)@

=0

b) Soit f € M,, et R€]l,pl. On a :

c) Soit f € M,, et R€]l,p[. Ona :

[ENIR) = [fI(R)

d) Soitg € M,. Sion a A(g) =0, alors g est constante. Plus généralement,
st A(g) est un polynome, il en est de méme de g.

Démonstration. — La premiere formule du a) est un calcul facile. Pour
la seconde formule, on fait une récurrence et la preuve est la méme que pour
la formule de Leibniz classique.

Pour le b), on commence par le cas d'une série entiere dans A,. On
regarde d’abord ce qui se passe pour f,(z) = 2™ : gn(z) = A(fn)(x) =

n—1

Z (Z) zF, et on a |<k> zF| < R* pour |z| < R. 1l en résulte que

k=0
\gn|( ) R .Sif Zanl‘n, on a A Zangn , et donc

n=0 n>1

IA(HI(R) < max{|a,|R" '} < m# Nous passons maintenant au cas

général d’une fonction méromorphe f € M,, que nous écrivons f(x) =

— 498 —



Casoratien et équations aux différences p-adiques

A(u)(@)v(zr) — u(@)Av)(x)
v(x)v(z+1)

Comme le disque «fermé» de centre 0, rayon R est stable par x — x + 1,

on a si vy (z) = v(z + 1) que |v1|(R) = |v|(R). Donc on a

ol u et v sont dans A,. On a A(f)(z) =

[Alw)o —uA@)[(R) _ [u|(R)[v[(R) _ |ul(R) _ |fI(R)
ol(R)[wil(R) = Rp[(R)? — RJv[(R) R

[ANIR) =

ce qui termine la démonstration.
c) Laissé au lecteur.

d) Supposons que A(g) = 0. Soit R €]1, p[, dans le groupe des valeurs
|C;\, tel que g n’ait aucun pole sur le cercle de centre 0 et rayon R, et w de
module R. On a g(w + 1) qui est bien défini, et g(w + 1) = g(w). Comme
|w 4+ 1| = |w|, on peut réitérer cette opération ; on en tire que pour tout
n € N, on a g(w + n) qui est bien défini et qui vaut g(w), d’ou le fait que
g est constante. L’application de Cp[z] dans lui-méme qui au polynéme P
associe A(P) est surjective, car les images des %, k > 1 forment une base
de C,[z]. Supposons que A(g) = @ € C,z], il existe donc un polynéme P
tel que A(P) = Q. Alors A(g — P) =0, donc g — P est une constante et g
est un polynome. O

Nous allons avoir besoin d’un résultat sur le casoratien de séries entiéres.
Nous aurons besoin de quelques notations supplémentaires.

Soient f1,---, fm m fonctions dans M, pour un p > 1, et ny,---,ny, des
entiers naturels. Nous posons f = (fi, -+, fm) et n = (n1,---,ny). Nous
appellerons casoratien généralisé et nous noterons c(f,n) le déterminant

Am(fr) .o AT(f1)
A™ AN
C(i’ﬁ) — (f2) o (f2)
A (f) . e AT ()
Dans le cas m = 1, on a c(f,n) = A" (f;). Comme cas particulier,
le casoratien «ordinaire» des m fonctions fi, -+, fm (que nous appel-
lerons simplement «casoratien») est c(f,q), o f = (fi,---,fm) et
g:(o,...’m_l);
fiooe Amg
. AMS
rg=|" AR
fmo o AMTH(f)
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Le casoratien a des propriétés analogues a celles du wronskien de séries
entieres, mais elles sont moins faciles a trouver dans la littérature. En parti-
culier, on a le résultat suivant, qui, comme nous en a informé le Referee, est
démontré par Casorati dans [6] ; nous en donnons la preuve pour le confort
du lecteur :

PROPOSITION 2.2. — Soit p > 1, alors le casoratien de m fonctions
fiy-+, fm appartenant a M, est nul, si et seulement si ces m fonctions
sont linéairement dépendantes sur C,.

Démonstration. — Le fait que si les fonctions sont dépendantes, alors
le casoratien est nul est clair. On passe a la réciproque. Le cas m = 1 est
trivial, on regarde le cas m = 2. On peut supposer que les deux fonctions
f1, f2 sont non nulles. Un petit calcul montre que le fait que le casoratien soit

nul donne quesi g = =~ € ,on a A(g) = 0. Par suite g est constante, et f;
1d i jzl M, A 0. Par suite g est constante, et

et fo sont linéairement dépendantes sur C,. On fait ensuite une récurrence
sur m. On suppose donc le résultat acquis pour m, et on se donne m + 1

fonctions dont le casoratien est nul. On peut supposer que fi,---, f, sont
linéairement indépendantes. On voit facilement que si f = (f1,- -, fm+1),
Gm = (0,1,---,m), on a I’égalité suivante : B
file) o file+m)
folz) . o falzt+m)
c(f,qm) = . Lo . =0
fm(x) o oo fa(z4+m)
ferl(‘T) < fm+1(x+m)

Il existe donc une combinaison linéaire nulle des lignes de ce déterminant,
les coeflicients non tous nuls appartenant au corps de base, qui est ici M,,; on
Vécrit Ly (x) = a1(z) fr(z+k)+- - +ams1(2) frms1(x+k) =0,k =0,---,m.
Le coeflicient a,,4+1 ne peut étre nul; en effet, si c’est le cas, on a une re-
lation de dépendance non triviale (& coefficients dans M,) sur les lignes
du déterminant donnant le casoratien des fonctions fi,---, fin; donc ce
déterminant est nul, et par hypothese de récurrence, les fonctions f1, -, fm
sont linéairement dépendantes sur C,,, contrairement a I’hypothese faite. On
peut donc diviser par a,,1, ou encore supposer que a,,+1 = 1 sans changer
les notations.

Ceci étant dit, on considére Li(z+1)— Ly (x) = (ap(z+1)—ao(x)) f1(z+
E+D)+- -+ (am(z+1)—am(z)) fm(z+k+1) =0, pour k=0,---,m— 1.
On a la une relation de dépendance sur M, entre les lignes du déterminant
donnant le casoratien de f1,- -, f,, (au point x4 1). D’apres les hypotheses
faites, cette relation ne peut étre que triviale, donc a;(xz + 1) — a;(z) = 0,
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et a; est une fonction constante, donc un élément de C,. On a donc montré
qu’il existe une relation de dépendance non triviale sur C, entre les fy,
k=1,---,m+ 1, ce qui termine la démonstration. O

Nous aurons aussi besoin de voir I’action de I'opérateur A sur un détermi-
nant dont les éléments sont des fonctions auxquelles on peut 'appliquer. On
a le résultat suivant :

PROPOSITION 2.3. — Soient C1,---,C,, des colonnes de m fonctions,
on note A(Cy) la colonne des éléments de Cy auxquels on a appliqué A.
Soit D le déterminant D = det(Cq,---,Cy,). On a la formule :

= > det(A(Cr), k€ J;Cr,k & J)
J; J#D
ot J parcourt toutes les parties non vides de {1,---,m}.

Démonstration. — Posons C;j = (a; ;) et soit J une partie quelconque de
{1,---,m} ; considérons le déterminant D; construit sur les colonnes
A(C ) j € J,et Cj,j ¢ J. Ses éléments sont donc les aj; définis par
ai; = A(aw) sij € J,etaj; =a;;sij ¢ J. Onalaformule D; =
Y ooElo )HTzl ay;yj» ou la sommation se fait sur les permutations o de
{1,---,m}, et on £(0) est la signature.

On a, la sommation se faisant sur toutes les parties J de {1,---,m} :
201 =2 2@ 11w = 2 e 1] M) 1] o)
J o J j=1 J jeJ J¢J

D’autre part :

m

> I AGoi ) [T aotys = [T A@G).5) + aj00))-

J jeJ I3 j=1
Comme A(f)+ f = E(f), on a donc
m
oI Aoy [T e = 11 Elas
J jed i&J j=1
Par conséquent,

Y Dr=) o) [ Elasyys) = EQ_e(0) [T ao)) = E(D)
J o j=1 J=1

g
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Finalement, comme D lui-méme correspond a prendre pour .J la partie vide,

on a
> D;=E(D)-D=A(D)
J; JA#D

ce qui termine la démonstration. O

On en déduit le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.4. — Soient f1,---, fm des fonctions dans M,, avec p >
1. On pose f = (f1,--, fm), ne = (0,---,k,---,m). On notera que n,, =
g=(0,---;m—1). Ona:

H

m—

Ale(f; 1)) c(f, 1)
k=0

Démonstration. — Soit J une partie non vide de {0,---,m — 1}. Appli-
quer A aux éléments des colonnes d’indice j € J dans ¢(f,n,) donne un
déterminant nul, 8’il existe un j € J, j < m tel que j + 1 & J, car alors on
aura un déterminant avec deux colonnes égales. Autrement dit, il suffit de
considérer les parties J non vides telles que si j € J, et j < m, on a aussi
j+ 1€ J. Ces parties sont de la forme {k,---,m — 1} avec 0 < k < m — 1.
Le déterminant obtenu pour 'indice k est alors c(f,ny), d’ot le résultat en
appliquant la proposition 2.3. O B

3. Inégalités pour le casoratien généralisé

Le premier résultat, qui sera a la base de tous les résultats démontrés
dans ce papier, est le suivant :

THEOREME 3.1. — Soient fi,---, fm des séries entiéres d coefficients
dans C,, de rayon de convergence au moins p > 1, et ny,-- -, n,y, des entiers
naturels, f = (f1," , fm), n=(n1, -, nm) et g =(0,---,;m—1) . On a
alors pour tout R €]1, p[ Uinégalité : -

(f, 9|(R)
|C(f,ﬂ)|(R) X R(n1+|-?+_nw%|M(m1)/2

Démonstration. — Dans toute la suite, le réel R appartient & |1, p[.

Le cas m =1.

On itere linégalité |A(f)|(R) < , il n’y a pas de difficultés.
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Le cas m = 2.

Soient donc fi, fo deux séries entieres dans C, (que l'on peut supposer
pour démontrer Passertion linéairement indépendantes sur C,), de rayon de
convergence au moins p. On regarde I"équation aux différences (F) vérifiée
par ces deux fonctions, qui est

y  Aly)  A%y)

fi A(f) A%(f1)|=0

fa A(f2) A*(f2)
Elle s’écrit aussi sous la forme Bo(2)A%(y)(z)— By () A(y)(z)+Bo(z)y(z) =
0, avec pous ] = (f.f). 42 = 0.0 = (0.2) t o — (1,2). s gl

= ¢(f,qo). D’apres le corollaire 2.4,

By(z) = c(f,q2), B ZC(i @) et
+c(f, q), smt encore A(By) = By + By. Prenons

ona Ale(f, g2)) = e(f, q1)
y = f1. On a donc :

By A’ (f1)—BiA(f1)+Bo fi = BaA?(f1)—(Bi+Bo)A(f1)+Bo(A(f1)+f1) =0
Notons que A(f1)(z) + fi(z) = fi(x +1) = E(f1). On a donc :
ByA?(f1) — A(B2)A(f1)

E(f1) '

Comme [A(H)|(B) < T a2(ym) < VI o By m) = 171(R)

R R
B
pour une fonction f, on en déduit que |By|(R) < 2]|% (QR)

By = A(B3) — By, on en déduit que

By(z) = —

. On a maintenant

Bu(R) < max{|A(B)| (), [By|(R)} < max{ P21 [P2I(H)
et comme R > 1, on a |By|(R) < %

On écrit maintenant ’équation aux différences sous la forme (G) sui-
vante :

Bl(iﬂ) Bo(l‘) . N
A =—=,A =— . d t A <
alvec 1(z) B2(f)’ o(x) Ba() Ce qui précede montre que |A;|(R)
E et |AO|(R) < E pour R>1.

Pour une solution y de (G), on exprime maintenant les A™(y) sous la
forme

A"(y) (@) = A1) Ay)(2) + Ao n(2)y(2)
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On calcule A" (y) en utilisant la proposition 2.1, a), on a pour A"+ 1(f)
I’expression :

A(A1 ) A () +A(A1n) A(y)+ A1 A% (1) +A(Agn) A(Y)+A(Ag,n)y+Aon Ay)

On remplace A2%(y) par son expression donnée par 1’équation (G), et on a
donc les relations de récurrence suivantes :

Al pi1 = A1A(A1y) + A4+ A(Ar,) + A(Aon) + Ao

et

Aogny1 = AoA(Ary,) + AgArn + A(Aon)
ou encore

Alng1 = AE(A1 ) + A(A1n) + E(Aon)
et

AO,n+1 - AOE(Al,n> + A<AO,71)

1 1
Montrons que |4 ,|(R) < 1 et |[Apn|(R) < Tn Pour n > 0 et

n—1
R €]1,p[. En effet, c’est vrai pour n = 0, car Agg = 1 et A1 9 = 0, pour
n=1car A;; =1et Ap1 =0, et pour n =2 car A; o = A; et Ag2 = Ao.
Ensuite une récurrence facile utilisant les formules de récurrence démontre
I’assertion.

On a maintenant la formule matricielle suivante :

(3 &)= (h a) G 2)

ce qui en prenant le déterminant, donne avec les notations f = (f1, fa),
n = (n1,n2) et go = (0,1) la formule

C(i7 ﬂ) = (AO,nlAl,nZ - AO,ngAl,nl)c(i7 q_2)

Une majoration immédiate du terme Ag g, A1n, — Ao n,A1,n, donne

comme majorant ce qui termine la démonstration dans ce cas

Rn1+n271’
m=2.

Le cas général.

Pour prouver le cas général, nous procédons maintenant par récurrence
sur m. Nous supposons donc le résultat acquis pour k£ < m séries entieres, et
des indices quelconques, nous nous donnons m+1 séries entieres f1,- - -, fr+1,
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des entiers ny, - -+, Ny 41, nOus posons f = (f1,- -+, frmg1), 2= (N1, , N y1),
g=(0,---,m) et il nous faut donc démontrer que
le(f, 9)|(R)
c(f,n)|(R) < == ,
e m|(R) < e
On peut sans perte de généralité supposer que les séries entieres f1,- -+, fin+1

sont linéairement indépendantes sur C,. Nous allons suivre essentiellement
le schéma de démonstration du cas m = 2.

Pour cela, nous écrivons I’équation aux différences vérifiée par les fonc-

o y AW . AT
AOAG) . AR |,

st Almer) - A (frp)

Cette équation F' s’écrit sous la forme

m+1

> (el £ m) A ) = 0

1=0
en notant f = (f1, -, fint1), €t 0y = (O,~~,ZA,~~~,m+ 1), (ou le terme i
est omis, n; est donc un m + 1l-uplet).

Nous allons démontrer dans un premier temps que l'on a l'inégalité

c(f,mm R
le(f,ni)|(R) < ‘(iw—% pour R > 1et j = 0,---,m+ 1. Clest

évidemment vrai si j = m + 1.

On utilise ’équation F', on écrit qu’elle est vérifiée pour fy,---, - On
note F} le premier membre de 1’équation F' ou ’on a remplacé y par f;, on
a donc F; = 0. Soit k € {0,---,m —1}. On considere le déterminant m x m

—

ayant pour premiere ligne F1, f1, A(f1), -+, AF(f1), A™=1(f1), etc, et ayant
pour derniere ligne Fy,, fon, A(fm), -+ AR (fin), A™71(fin).

Ce déterminant est évidemment nul, puisque sa premiere colonne est
nulle. Soit g = (f1,- -, fm), et pour k € {0,---,m—1},1€{0,---,m+1},

tie=(1,0,---,k,---,m —1). En développant le déterminant par rapport &
la premiére colonne, on trouve que lexpression (*) suivante est nulle :

m+1

S (=0 e(f n)e(g, tu)

=0
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Dans cette expression, les c(g, ;) sont nuls parce qu’ayant deux colonnes
égales, sauf pour les indices [ = m + 1,/ = m et [ = k. On trouve donc :

C(iv ”m+1)c(2» tm+17k)7c(iv n_m)c(gv tm7k)+(71)m+1ikc(i7 %)C(Q’ tk,k) =0

On a maintenant par ’hypotheése de récurrence sur m, que :
|e(g, 4m)|(R)
RI—k

avec ¢m = (0,---,m). On remarque que c(g, th) = +c(g, gm)-

|clg, tue) [(R) <

Comme ¢(g, gm) est non nul, il en résulte que pour tout k& < m — 1, on
a la majoration

(s nm s DI(R) - Je(f, nm)[(R)
Rm+1-k ’ Rm—k }

le(f ) [(R) < max{

On a d’autre part I’égalité (cf le corollaire 2.4) :

Ale(f nmg1)) = D e(f.nr)

donc aussi

qui fournit que
|c(f nm11)|(R)
R

Compte tenu des inégalités obtenues sur les [c(f, ng)|(R) précédemment, on
voit que l'on obtient que

le(f, m ) |(R) < max{

le(f, nm41)|(R) |C(Ln_m)|(3)}
R ’ R
Comme R > 1, le maximum dans le second membre est atteint pour
|c(f s nmt1)|(R)
R

le(fnm)|(R) < max{

, ce qui fournit

(£, nnt1)[(R)

e mm)| (R) < =22

On obtient alors les autres inégalités facilement en utilisant la majoration
des termes [c(f, ng)|(R) obtenues précédemment.
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On reprend maintenant 1’équation (F), que 1'on écrit :
m
AT (y) = AAk(y)
k=0

les A étant des fonctions méromorphes dans le disque de centre 0, rayon

d’apres les

1
p > 1, telles que pour tout R €]1,p[, on a |[Ax|(R) < e

inégalités que nous venons de montrer.

En appliquant un certain nombre de fois I'opérateur A, on trouve que

l'on a :
m4+1

A (y) =) ArniF(y)
k=0

les Ay, étant des fonctions méromorphes, avec en particulier pour n < m,
Apn=0sik#net A,, =1;pourn =m+1, on a Agmt1 = A pour
k< m.

1
On en déduit que les inégalités | Ak n|(R) < = sont vérifiées pour

k
n<m+1et ke {0,---,m}. Nous allons montrons qu’elles sont vérifiées
pour tout n et tout k.

Pour cela, on établit des formules de récurrence, on a :

A(AnAF(y))

NE

An-i—l(y)

E
I

0

(A(Apn) A" (y) + A(Apn) AR (y) + Apn A (y)

I
NE

ES
Il

0

On peut simplifier un peu en notant que pour une fonction f, on a A(f)+f =
E(f). La relation devient :

A" (y) = D (B(Apn) AR (y) + A(Ak) A (y))
k=0

m
On remplace maintenant le terme A™+1(y) par son expression Z ARAF(y).
k=0

On trouve alors les relations :
Am,nJrl = E(Am,n)Am + E(Amfl,n)

- 507 -



Jean-Paul Bézivin
Ak,n—i—l = E(Am,n)Ak + E(Ak—l,n) + A(Ak,n)
pour 1 <k <m —1, et enfin
AO,nJrl - E(Am,n)AO + A(Ao,n)

Une récurrence facile, utilisant les propriétés que |E(f)|(R) = |f|(R) et

R
IA(H)I(R) < %, montre alors les inégalités cherchées.
Nous passons maintenant a la derniere partie de la démonstration, en
reprenant f = (f1,--+, fmy1), 2= (N1, ,Nmy1) et en posant ¢ = (0,---,m).

Soit U la matrice :

A™M(fr) .. A'TE(fi)
U= . . .
A™ (fg1) - o AMHE(frga)
On a la formule matricielle
f1 . . A™ (,fl) AOJM .. AO,nm+1
U= . .o . . .. .
fm+1 . . Am(ferl) Am,nl . . Am,nerl
qui montre que si D est le déterminant de la matrice
AO,n1 . . A(),nm+1
M= . .o . , on a la formule ¢(f,n) = Dc(f, q).
Amn, - Amnnn

Si l'on note a;; = Aj_1pn;, pour 1 <i<m+1,1<j<m+1,
le déterminant D est une combinaison linéaire a coefficients +1 de ter-
mes de la forme P = H;’:{l i s(i), o o parcourt les permutations de

{1,2,---,m + 1}. Par ce qui précede, on a |a;;|(R) <
1

donne |P|(R) < R T = D/3

pour le déterminant D, ce qui termine la démonstration du théoréme. O

1 .
W, ce qul

On a donc la méme majoration

On peut généraliser aux fonctions méromorphes :

THEOREME 3.2. — Soient f1,---, fm des fonctions méromorphes dans
un disque de C,, de centre 0 et de rayon au moins p > 1, et ny,---,ny, des
entiers naturels, f = (f1, -+, fm), n=(n1, -, 1) et ¢=(0,---,m —1) .

On a alors pour tout R €]1, p[ linégalité :

o(f,9)|(R)
|C(i7ﬂ)‘(R) X R(n1+|...+_n,,:)|m(m1)/2
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Démonstration. — Soit R €]1,p[, et p* tel que R < p* < p. On peut
trouver un polynéme P non nul tel que gr = Pf, est analytique dans le

1
disque D(0, p*) pour tout k. Soit Q = 5oona donc fr = Qgk.

Par la formule de Leibniz, on a

j

A (fi) = (7;‘) (YA 1)(Q)AY (gi)

1,=0

On en déduit que

By H(”ﬂ)r_[El AMU)(Q)elg, )

1l J=1
ou on a posé | = (ly,---,l), les [; variant entre 0 et n;.

Puisque les gi sont analytiques, on a 'inégalité

SOIR el
le(g,DI(R) < Rzl+-‘<c~(+glm%)r|§(w371)/27 et d’autre part |(EYA™~5)(Q)|(R) <
QI(R)

—~- On en déduit qu'un terme dans la somme précédente est majoré par
J

R™i
]lbfi[ )+nf5g"’l(%l‘*(§32 Un petit calcul donne que c(f, ¢)(z) = Q(x)Q(z +

1)+ Q(z+m—1)c(g, ¢)(x), de sorte que |c(f, ¢)[(R) = |Q|™ (R)lc(g, @) |(R).

Donc tous les termes de la somme sont tels que leur module maximum est

. Lol® o o
majoré par o m—)/a> €t par suite aussi le(f,n)|(R), ce qui
termine la démonstration. g

On peut aussi déduire du théoreme 3.1 une propriété des casoratiens
généralisés de polyndmes :

COROLLAIRE 3.3. — Soit m > 1, Py,---, Py, des polynomes a coeffi-
cients dans un corps K de caractéristique nulle, et ny,---,n,, des entiers.
Soit P=(P1, -+, Ppn),n=(n1, - ,nm), et q=(0,---,m—1). Soient dy le
degré de ¢(P,q), et dy le degré de c(P,n) (avec la convention que le degré
du polynéme nul est —00). On a alors linégalité :

do <dy—(ni+- +ny) +m(im—1)/2

Démonstration. — Tout se passe dans un sous-corps L de K, extension
de type fini de Q. On peut supposer que L est un sous-corps d'un corps C,
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convenable, il suffit donc de montrer 'assertion quand K = C,. On peut
aussi supposer que c¢(P,n) et ¢(P, ¢) sont non nuls, en notant que si ¢(2, q)
est nul, il en est de méme de ¢(P,n).

Soit R > 1 un réel assez grand, pour que l'on ait |c(P,n)|(R) = uaR%
et [e(P,q)|(R) = p1R™ ol py et pz sont des constantes. Par le théoréme
3.1, on a alors I'inégalité

(B, 9)I(R)

R(ut+nm)—m(m—1)/2 = iy RO~ (it Anm)+m(m—1)/2

(P, n)|(R)=p2R® <

et I'inégalité demandée en résulte immédiatement. O

Nous allons déduire du théoreme 3.1 le résultat suivant :

THEOREME 3.4. — Soient m > 1, et f1, -+, fm des fonctions entieres
sur Cp, f = (f1,--+, fm), et pour k € {0,---,m}, ngp = (0,---,k,---,m).
Si le casoratien c(f,nm) des fr est un polynéme non nul, alors tous les fi,
sont des polynomes.

Démonstration. — Le cas m = 1 est trivial, on suppose donc que m > 2.

Nous faisons ensuite une double récurrence : sur m (nous supposons donc
le résultat acquis pour m — 1 fonctions), et pour passer de m — 1 & m, nous
faisons une récurrence sur le degré du polynéme P(z) = ¢(f, ny,)(z).

On commence par le cas ou le casoratien est une constante non nulle.
On écrit ’équation aux différences vérifiées par les fonctions f, :

Yy Aly) . A™(y)
foo AR ARy

fo Almi) - A(fm)

soit encore :
m

D=0 e(f ) Al (y) = 0

=0

Par le théoréme 3.1, on a pour I < m — 1, l'inégalité |c(f,n)[(R) <
(£, nm)[(R)

Rm—l
le(f,m)|(R) tend vers 0 si R tend vers I'infini. Par suite, pour tout [ < m—1,

on a c(f,n;) = 0, I'équation se réduit & A™(y) = 0, et toutes les fi sont des
polynomes.

. Comme c(f,n,) est une constante, on en déduit que

- 510 -



Casoratien et équations aux différences p-adiques

Supposons le résultat acquis quand P est un polynéme non nul de degré
|e(f s nm) [ (R)

m

d, et supposons que P soit de degré d+1. On a |c(f,no)|(R) <

inégalité qui montre que ¢(f,ng) est un polynome @, de degré < d + 1 —
m < d. D’autre part, si gr = A(fr), et g = (g1,--+,gm), ON 2 c(fimg) =
c(g,nm). Donc si @ est non nul, I’hypothese de récurrence s’applique, et
montre que les g; sont des polynémes. Comme g, = A(fr), tous les fi sont
des polynomes.

Supposons maintenant que @ = 0. Alors les g ne sont pas linéairement
indépendants. Soit r le rang de la famille {g1, -+, gm}, qui vérifie donc
1 < r < m—1. On peut supposer sans perte de généralité que {g1, -, gr}
sont linéairement indépendants. Toute fonction g; est donc combinaison
linéaire de ces r fonctions ; on en déduit que tous les fj sont combinaison
linéaire des fonctions fi1, -, f-, et de la fonction constante et égale a 1.
Comme les fj, sont linéairement indépendants, il en résulte que m < r + 1,
et par suite r = m — 1. On peut supposer qu’alors la fonction f,, est alors
égale & la somme d’une combinaison linéaire des fonctions fi, k < m — 1,
et d’une constante b non nulle. Il en résulte que le casoratien des fonctions
fr, 1 < k < m est égal au casoratien des fonctions fi,- -, fm—1, multiplié
par b. Donc le casoratien de f1,---, fin—1 est un polyndéme, non nul, et par
I’hypothese de récurrence sur m, toutes les fonctions fx, 1 < k < m—1 sont
des polynomes, donc aussi f,,, ce qui termine la démonstration. O

Remarque 3.5. — Le résultat ne s’étend pas aux fonctions méromorphes
dans C,,. Pour le voir, soit g une fonction entiere non nulle, ~ une fonction
entiere telle que A(h)(x) = g(x)g(x + 1) (on peut montrer que I'opérateur
A est surjectif de l'espace des fonctions entieres sur C, dans lui-méme,

h 1
donc h existe bien). Posons fi = —, fo = — ; on constate alors facilement

que le casoratien des deux fonctions f1 et fy est égal & 1, et comme g est
quelconque, le fait que le casoratien de deux fonctions méromorphes soit un
polynéme non nul n’implique pas que les deux fonctions soient des fractions
rationnelles.

4. Equations aux différences a coefficients dans C,[z]

THEOREME 4.1. — Soit s > 1, Py,---, P, des polynomes dans C,|z],
avec Py non nul.

Soit (F) léquation aux différences :
Py(x)A%(y) + -+ + Po(z)y(x) =0
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On suppose que Uéquation auz différences (F) a s solutions yy p, fonctions
entieres dans Cp,, linéairement indépendantes sur C,.

Alors (F) posséde s solutions polynomes, linéairement indépendantes sur
Cp.

Démonstration. — Soient y;, , les fonctions entieres solutions. On a tout
d’abord par le corollaire 2.4 1’égalité

Ale(ypsns)) = D c(Yp, ;)

D’autre part, en utilisant ’équation (F), on exprime la derniére colonne des
casoratiens généralisés c(yp, n;) ce qui donne I’égalité

(g 3)(3) = <—1>S-J‘%‘c<y_p7 ns) ()

donc :
ST (=1)I P,
Ac(prns)) () = %@_ ny)

ce qui montre que z,(x) = c(yp,ns)(x) est une fonction entiere dans C,,
non nulle, qui est solution de ’équation aux différences

Q1(2)A(z) + Qo(z)z =0

avec Q1(z) = Py(x), Qo(x) = Y5o(—1)*T1 7P,

Si Qo =0, on a A(c(yp,ns) = 0, et c(yp,ns)(x) est une constante non
nulle, donc un polynéme. o

Supposons que Q¢ soit non nulle. Soit R > 0 tel que tous les zéros
de Py et P, soient de modules < R. Soit w un zéro de c(yp,ns)(x) de
module > R. Alors on déduit de 'équation que A(c(yp,&m) =0, ce
qui implique ¢(y,, ns)(w + 1) = 0. Par une récurrence immédiate, on en
déduit que c(yp,_&) (w4 m) = 0 pour tout m entier, ce qui implique que ce
casoratien est nul, d’ott une contradiction. Donc le casoratien ¢(y,,n,) n’a
qu’un nombre fini de zéros, et par suite c¢’est un polynoéme, qui est non nul.
Par le théoreme 3.4, toutes les fonctions entieres yy , sont des polynomes,
ce qui termine la démonstration. O

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal de cette sec-
tion :
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THEOREME 4.2. — Soient s > 1, et Py, - - -, Py des polynomes dans C,[z],
avec Py non nul.

Soit (F) l'équation aux différences :
Py(2)A%(y) + -+ Po(z)y(z) =0

On suppose que Uéquation auz différences (F) a s solutions yg p, fonctions
méromorphes dans C,, linéairement indépendantes sur C,.

Alors (F) posséde s solutions fractions rationnelles, linéairement indé-
pendantes sur Cp.

Démonstration. — On peut écrire 1’équation (F) sous la forme (F™*)
suivante :

Qs(2)E*(y)(z) + - + Qo(x)y(z) = 0

On a Qs = Ps, qui est donc non nul. A priori, on ne peut dire la méme
chose de @, qui peut étre nul. Si c’est le cas, soit [ le plus petit entier avec
Q1 # 0 (I peut parfaitement étre égal & s). En faisant une translation sur
la variable x, on se ramene au cas ou Qg est non nul, avec une équation
d’ordre inférieur. On peut donc supposer sans perte de généralité que Qg
est non nul.

Ceci étant posé, soit y une solution méromorphe dans C, de (F), et
w un pole de y. Si Qo(w) est non nul, il résulte de 'équation (F*) qu’il
existe [; > 1 tel que w + [y est pole de y. On ne peut poursuivre ce procédé
indéfiniment. 11 existe un entier I, > 0 tel que si j > 1, w + 1, + j n’est
plus pole de y. Il résulte alors de I'équation (F*) que Qo(x + l,)y(x + 1)
n’a plus w comme pole. Par suite w + [, est un zéro 6 de Qy. Soit R > 0,
que l'on peut prendre > 1, tel que tous les zéros de Qg soient de module
< R. Il résulte de ce qui précede que tous les poles de y sont de module
< R. Par suite y n’a qu'un nombre fini de poles. On applique cela pour
chaque yg, ; il existe alors un polynéme H () non nul, tel que les zx ,(z) =
H(z)yg,p(z) soient des fonctions entieres dans C,. Il est clair que les 2y, , sont
linéairement indépendantes, et vérifient une équation aux différences d’ordre
s a coefficients polynémes. Par le théoreme 4.1, cette équation possede s
solutions polynémes linéairement indépendantes sur C,, et donc I’équation
(F) possede s solutions fractions rationnelles linéairement indépendantes
sur C,,. O
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5. Equations aux différences a coefficients dans Q|x]
Nous allons avoir besoin d’un certain nombre de lemmes.

LEMME 5.1. — Soit s > 1, Py,---, Ps des polyndmes de Q(z), avec Qs
non nul. Soit F' l’équation aux différences :

(F) Py(z)A%(y) + -+ + Po(x)y(z) = 0

Alors Uéquation auzx différences vérifiée par les A(y), ou y parcourt les so-
lutions de (F) est si Py #0 :

Qs(x)A°(2) + -+ Qo(z)z(x) =0

avee Qu(x) = Po(@) Py(a-+1), Qa(x) = Po() Pey (o-+1)— Po(w-+1) Prg (1) +
Py(z)Py(z+1) pour 0 < k< s—1.

Si Py =0, elle est :
Qs—1(2)A 1 (2) + - + Qo(x)z(2) = 0
avec Qi (z) = Pyy1(x), k=0,---,s — 1.

Démonstration. — Si Py = 0, 'assertion est claire. Nous supposons donc
Py non nul. On rappelle que A(f) = A(f)A(9)+A(f)g+A(g) f = E(f)A(g)+
A(f)g. On divise par Py I’équation (F'), et on applique A :

a() = - 3 Ak ar) = - 3 B A )+ A ar)
k=0 s k=0 s s

On a d’autre part puisque Py # 0 :
-3 B

On remplace le terme y apparaissant dans le second membre de I'expression
précédente, et un petit calcul donne la relation

Z QrAF T (y)
=0

avec les valeurs de ) annoncées. En posant z = A(y), on termine la
démonstration. (]
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LEMME 5.2. — Soient Py, Py € Q[x], avec P1 non nul, unitaire. Soit F'
l’équation :

Py(z)A(y) () + Po(x)y(z) =0

On suppose qu’il existe une partie infinie G de l’ensemble des nombres
premiers, telle que si p € G l’équation F' a une solution série entiére yp,
non nulle, de rayon de convergence > 1.

Alors F posséde une unique solution polynome non nulle, appartenant a
Q[x] et unitaire.

Démonstration. — On peut supposer Py, P, premiers entre eux. Noter
que le résultat est une trivialité si Py = 0. On commence par traiter le cas
ou P; est constant, donc égal a 1 car unitaire. Supposons que P, est non
nul; on peut trouver un entier p € G tel que tous les coefficients de Py
soient de modules 1 s’ils ne sont pas nuls. Soit R > 1 ; on écrit que y,, est
solution, et on prend le module maximal, pour un R > 1 inférieur au rayon
de convergence de y,, :

BRI = IAIEIAGIE) = [A)|(R) < 2210

Comme par 'hypothese faite sur les coefficients de Py, on a en notant d(FPp)
1

le degré de Py : | Py|(R) = R il vient RYF0) < R Ce qui est absurde car

R > 1. Par suite Py = 0, 'équation s’écrit A(y) = 0, et le résultat cherché

est trivial.

On poursuit en supposant que le degré de P; est > 1.

Prenons p € G assez grand, de fagon que P; et Py aient leurs coefficients
non nuls de module 1. Si Py est non nul, on peut trouver alors R €]1, p,[ tel
que |Py|(R) = R et |Py|(R) = R¥). Le fait que y, vérifie I'équation
montre que

Pol(R) | (R) = |PLI(R) A () |(R) < | P (R)) 22l
[Pol(R)lypl(R) = |P1I(R)[A(yp) I(R) < [P(R) =5~
ce qui implique si Py est non nul que R¥70) < RUPU=1 ot donc d(Py) <
d(Py) — 1. Si Py est nul, cette inégalité sur les degrés est aussi trivialement
vérifiée.
On écrit maintenant 1’équation sous la forme :
Pi(z)y(x +1) + (Po(z) — Pr(x))y(z) =0
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On a Py — P; # 0 par ce qui précede.

On choisit p € G assez grand, de fagon que tous les zéros non nuls de
Py, de P, — Py, soient de module 1.

Soit p, > 1 le rayon de convergence de la solution non nulle y,. Soit w un
zéro de y,, avec 1 < |w| < p,. Par les hypotheses faites, il vient y,(w+1) =0,
et comme |w + 1| = |w|, on peut itérer 'opération : w + j est zéro de y,
pour tout j > 0, ce qui donne que y, = 0, et une contradiction. Donc ¥,
n’a pas de zéros dans C, de module > 1. On sait qu’alors on peut écrire
yp(x) = Ap(x)2p(2), ot A, est un polynéme unitaire, ayant tous ses zéros
de module < 1, et 2, une série entiere de rayon de convergence p,, n’ayant
aucun zéro dans le disque D(0, p,).

On a
P(z)Ap(z +1)zp(z + 1) = (Pi(z) — Po(z))Ap() 2 ()

En raison des hypotheses faites sur les zéros de Py, P —Fp, et A,, il en résulte
que Py (x)A,(x+1) et (Py(z) — Po(x))Ap(z) différent d’une constante multi-
plicative non nulle dans C,, on a Py (z)Ap(z+1) = pp(Pi(x) — Po(z))Ap(x)
avec [, non nulle. Comme tous les polynoémes intervenant sont unitaires,
on a u, = 1.

Cela montre que A, € Cp[z], unitaire, est solution de ’équation aux
différences. Soit maintenant V' un supplémentaire du Q -espace vectoriel
Q dans C, : C, = QEV, et L la projection Q -linéaire de C, dans Q
associée. En appliquant L aux coefficients de A, on trouve un polynéme B,
a coefficients dans Q, unitaire comme A,, (donc non nul), qui est solution de
Péquation (F). Si C' est une autre solution possédant les mémes propriétés, la

fraction rationnelle — est périodique de période 1, donc constante, et égale

a 1 puisque B et C sont unitaires, donc B = C. Par suite B est 'unique
polynoéme unitaire dans Q[z], solution de ’équation (F), donc indépendant
de p € G, et ceci termine la démonstration. O

LEMME 5.3. — Soit s > 1, Py, k = 0,---,s des polynomes dans Q[z],
avec Py, non nul, unitaire, les Py, étant premiers entre eux. Soit (F) l’équation
aux différences :

(F) Pi(2)A%(y)(x) + - + Po(x)y(x) = 0

On suppose qu’il existe un ensemble G de nombres premiers, infini, tel
que pour p € G, Uéquation (F) ait s solutions séries entiéres de rayon de
convergence > 1, yp n, k=1,---, s, linéairement indépendantes sur C,.
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Alors S1Yp = (W1,pr 5 Ysp)y = (0,1,---,5=1), ng = (0, k,- -+, 5),
le casoratien c(y, q) est de la forme p,A(zx), ot A est un polynome non nul
de Qlz], unitaire, indépendant de p € G, et Ly est une constante non nulle
dans C,. Le polynéme Py divise A, on a A(z) = S(z)Ps(x), o S € Q[z]
unitaire.

De plus, pour toutk € {0,---, s}, on a c(yp, ny)(z) = pp(—=1)*7FS(z) Py(x).

Démonstration. — Soit p € G. On a tout d’abord par le corollaire 2.4
I’égalité

|
—-

S

Alc(yp,ns)) = ‘ c(Yp, ;)

Il
=]

D’autre part, en utilisant I’équation (F), on exprime la derniére colonne des
casoratiens c¢(yp,n;) ce qui donne ’égalité

c(yp,nj)(z) = (=1)* ch(y_p’ ns)(x)

- s

donc : L _
Yico(=1)*7 Py
Alelyy n)(w) = == ey, o)
S
ce qui montre que z,(x) = c(yp,ns)(x) est une série entiere de rayon de
convergence > 1 dans C,, non nulle, qui est solution de I’équation aux
différences

Q1(2)A(z) + Qo(z)z=0
avec Q1 (x) = Py(z), Qo(z) = Z;;}J(_nsﬂ—jpj.

Par le lemme 5.2, il existe un polynéme A dans Q[z], non nul et unitaire,
indépendant de p € G et une constante p, non nulle dans C,, tels que
c(y_p, ng)(z) = ppA(x). On a de plus que P, divise A, on peut donc écrire
que A(z) = S(x)Ps(x), out S est unitaire dans Q[z] et lui aussi indépendant
depeF.

Une autre équation vérifiée par les yy, , est
c(Yp ns) (@) A (2) () + -+ + (=1)* Fe(yp, ne) (2) AF(2) + - -
+(=1)c(yp; no)(x)z(x) =0
On fait la différence avec (F) multipliée par c(yp,ns)(z) et cette derniere
équation multipliée par Ps(x), on trouve une équation aux différences d’ordre

< s—1, qui est vérifiée par les y; ,. Par suite tous ses coefficients sont nuls,
on trouve donc ’égalité :

Py(@)c(yp, ns)(x) = (=1)° " e(yp, ne) (2) P ()
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Ceci est vrai pour tout p € G. On choisit maintenant p € G de fagon
que toutes les racines du polyndéme unitaire Ps; qui sont non nulles soient

P
de module < 1. Pour un tel p, la fraction rationnelle ?k a un rayon de

convergence > 1 dans C,. On en déduit que toute racine de P, apparait
dans APy avec une multiplicité inférieure ou égale a celle dans P;. Comme
les Py sont premiers entre eux, on en déduit que Ps divise A dans Q[x]. 11
existe donc un polynéme unitaire S € Q[z], indépendant de p € G, tel que
Ax) = S(2)Py(a), donc c(yy,ne) (@) = 1, S(x) P, (a).

Par suite p,S(x)Ps(z)Py(x) = (—l)s_kc(y_w%)(x)Ps(x). Donc on a
c(Yp, i) () = pp(—1)*7%S(x) Py(z), ce qui termine la démonstration. O

Nous passons a la proposition suivante :

PROPOSITION 5.4. — Soit s > 1, Py, -, Ps des polynomes dans Q[z],
avec Py non nul.

Soit (F) léquation aux différences :
Py(z)A%(y) + -+ + Po(x)y(z) =0

On suppose qu’il existe un ensemble infini G de nombres premiers p, tel que
sip € G, Uéquation aux différences (F) a s solutions yy,p, séries entiéres
a coefficients dans C,, de rayon de convergence strictement supérieur a 1,
linéairement indépendantes sur C,,.

Alors (F) posséde s solutions polynéomes a coefficients dans Q, linéai-
rement indépendantes sur Q.

Démonstration. — On peut supposer que P; est unitaire, et que les Py
sont premiers entre eux. Nous allons faire une récurrence sur s; Le cas s = 1
a été traité dans le lemme 5.2. Il nous faut passer maintenant du cas d’ordre
< s—1alordre s.

On regarde d’abord le cas ot Py est nul. En posant z = A(y), on est
ramené au cas de I'équation (H) suivante :

(H) Ps(x)As_l(z) +- 4+ Pi(x)z2=0

Soit p € G. Les 2z, = A(yk,p) sont solutions de I’équation (H). Elles ne
peuvent pas étre linéairement indépendantes, ni toutes nulles (car alors
toutes les yi , serait constantes, ce qui est impossible car s > 2). Soit r
le rang de la famille des 2y, on a donc 1 < r < s — 1. On peut sup-
poser que les 2y ,, 1 < k < r sont linéairement indépendantes. Tous les
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Z,p s’expriment alors comme combinaison linéaire des 21 p, 1 <k < r+ 1.
On en déduit facilement que tous les yj, s’expriment comme combinai-
son linéaire des yr p, 1 < k < s — 1, et de la constante 1. Il en résulte que
s < r+1, et donc r = s—1. Par conséquent, on peut appliquer I’hypothese de
récurrence a I’équation (H). Elle possede donc s—1 solutions polyndomes Hy,
k=1,---,s—1, linéairement indépendantes sur Q. Il existe des polynoémes
T, € Q[z] tels que A(Ty) = Hy. La famille des Ty a laquelle on rajoute
la constante 1 est alors une famille de s polynémes, solutions de (F), que
I'on voit facilement étre linéairement indépendantes sur Q, ce qui termine
la démonstration dans ce cas.

On suppose donc dans la suite que Py # 0.

On peut alors considérer I’équation vérifiée par les A(y), ou y parcourt
les solutions de (F). Soit (F}) cette équation, cf le lemme 5.1. On peut
I’écrire sous la forme :

P, 1(2)A%(2)+ -+ Poa(z)z=0

ou les polynémes Py 1 € Q[x] sont premiers entre eux, et P, 1 est unitaire.
Si Py,1 est non nul, on peut itérer et trouver une équation d’ordre s vérifiée
par les A?(y), ou y parcourt les solutions de (F), etc.

Nous allons montrer que ce processus ne peut se poursuivre indéfiniment ;
pour cela, nous raisonnons par ’absurde. Nous supposons donc que pour
tout j, Péquation (F;) ayant pour solutions les A7(y), ol y parcourt les
solutions de (F), est de la forme :

P, j(x)A%(z)+ -+ Py j(x)z=0

avec les Py ; € Q[z], premiers entre eux, et le polynéme Ps ; unitaire, avec
la propriété que Py ; # 0 pour tout j, et nous voulons trouver une contra-
diction.

Posons z; = AJ(yk,p). Alors les z;;, 1 < k < s, sont des solutions
de (F};) qui sont linéairement indépendantes sur C,. En effet, si ce n’est
pas le cas, soit jo le plus petit entier tel que les z; ; soient hnealrement
dépendantes. On a 7 2 1, et il existe une combmalson linéaire non triviale

nulle des A% (yy ,,) Z)\kAJO Yk,p) = 0. Par suite Z)\kA]" (ykm) =0,

k=1 k=1
ol1 6 est une constante. Cette constante ne peut étre nulle, car les A0~ (y,, )

sont linéairement indépendants. Par suite, la constante 1 est solution de
I’équation (Fj,—1), et on a Py j,—1 = 0, contrairement a ’hypothese faite.

Par suite, on peut appliquer & I’équation (F}) les résultats du lemme
5.3. Il existe des polynémes unitaires A; et S; dans Q[z], indépendants de
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p € G, et des constantes non nulles y, ; dans C, telles que c¢(zj,n,) =
(=1)°*pp ;S5 (2) P ()

Notons A = Ay (on a donc A(z) = Ao(z) = So(x)Ps,o(z) = S(z)Ps(x)),
0p, le coeflicient du terme de plus haut degré de Fp ;. Soit j un entier tel
que js > d(A), que l'on fixe & partir de maintenant. Soit aussi p € G tel que
tous les dp, 0 < h < j, soient de module 1, et que les zéros des polyndémes
Ap, Py p, pour h < j, soient tous de module < 1.

On remarque que, avec des notations évidentes

C(Ah+l (yp)7 7?,5) = C(Ah(%% ’I'Lo)

Donc

tp h+15h+1(2) Ps p1(2) = (=1)°pp nSh(2) Po n ()
d’ou on déduit que pp pt1 = (—1)°pp ndn. Par les hypotheses faites, on a
alors que |pp ht1] = |pp,nl, de sorte que |y 5| = |tp.0l = |pl-

D’autre part, on a : c(Aj(yp),&) = c(yp,my), oum; = (j,j+1,---,5+
s—1).

On en déduit que pour R > 1 convenable on a :

|c(yp: 5| ()

(A7 (), ms | (R) < =

Soit encore :

|4p,01:S0| (B) | Ps 0| (1)

|3 1155 (R)| Ps

Compte tenu du choix de p € G, il vient :

RAUSNHA(Pe j) ¢ RA(A)—is
et comme R > 1, on en déduit que
d(Ps ;) < d(Sj) +d(Ps ;) < d(A) —js <0
ce qui est absurde puisque P; ; est non nul., et ceci démontre ’assertion.

Il existe donc des entiers j tels que Py ; = 0. Soit jg le plus petit entier tel
que ’on ait cette propriété, ona jo > 1, et Py p # 0si h < jo—1. On procede
alors comme au début de la preuve (le cas Py = 0) pour montrer que (F}j,_1)
possede s solutions polynoémes dans Q[z], linéairement indépendantes sur
Q, et il est facile de montrer qu’alors (F') possede également s solutions
polynoémes dans Q|z], linéairement indépendants sur Q. O
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Pour continuer, nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 5.5. — Soit s > 1, et Py, -+, Ps des polynomes dans Q|x]. avec
P non nul. Soit (F) l’équation aux différences :

(F) Ps(2)A%(y) (@) + -+ Po(2)y(z) =0

11 existe un polynéme non nul A a coefficients dans Q, unitaire, qui posséde
la propriété suivante : Soit p un nombre premier, et y une solution méromor-
phe de (F) dans un disque D(0, p,) de C, avec p, > 1. Alors A(z)y(x) est
analytique dans D(0, pp).(Le polyndme A trouvé est donc indépendant d la
fois de p premier et de toute solution y méromorphe dans un disque de C,
de l’équation (F)).

Démonstration. — On peut écrire 1'équation (F) sous la forme (F™*)
suivante :

Qs(x)E*(y)(z) + -+ -+ Qo(x)y(x) =0

On a Qs = P;, qui est donc non nul. A priori, on ne peut dire la méme
chose de g, qui peut étre nul. Si c’est le cas, soit [ le plus petit entier avec
Q; # 0 (I peut parfaitement étre égal a s). En faisant une translation sur
la variable x, on se rameéne au cas ou Qg est non nul, avec une équation
d’ordre inférieur. On peut donc supposer sans perte de généralité que Qg
est non nul.

Ceci étant posé, soit y une solution méromorphe dans un disque D(0, pp)
de C,, avec p, > 1, et w un pole de y. Si Qp(w) est non nul, il résulte de
Péquation (F™*) qu’il existe I3 > 1 tel que w + I3 est pole de y. On ne peut
poursuivre ce procédé indéfiniment. Il existe un entier [, > 0 tel que si
j =1, w+l,+j nest plus pole de y. Il résulte alors de I’équation (F*) que
Qo(z + l,)y(x + 1,) n’a plus w comme pole. Par suite w + I, est un zéro 6
de Qo (dans C,).

On peut maintenant raisonner en sens inverse : Si w est un pole de y, et
si Qs(w — s) est non nul, il existe I < s — 1 tel que w + I — s soit pole de
y, autrement dit il existe k; > 1, tel que w — k7 soit pdle de y. On ne peut
encore poursuivre indéfiniment le procédé, donc il existe un k., > 0, tel que
w — k,, est pole de y, et pour tout [ > 1, w — k,, — I n’est plus pole de y.
Par I’équation (F*), on en déduit que Qq(x — ky — s)y(z — k) n’a plus w
comme pole, et par suite w — k,, — s est un zéro A de @, (toujours dans Cp,).

11 en résulte que I, + ko, + s est la différence entre un zéro 6 de Qo(x),
et un zéro A de Qs(z). On regarde donc toutes les différences entre ces
zéros (dans Cp,) qui posseédent la propriété d’étre des entiers naturels, ce
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qui est un ensemble fini qui ne dépend que de Qg et Qs, et pas de p (c’est
en fait Pensemble des entiers n > 0 tels que Qo(z) et Qs(x + n) ne soient
pas premiers entre eux). Cet ensemble est donc majoré, disons par m € N,
indépendant de p, et pour tout w, on a l, <l, + ko, + s < m.

On écrit maintenant 1’équation sous la forme

ZAJO y(x +j)

ou les A9 = —Q;(x) sont des polynoémes. On multiplie cette égalité par
Qo(z + 1), et dans le second membre, on utilise 'équation (F*) pour = + 1
pour exprimer le terme Q(x 4+ 1)y(z + 1), etc. On trouve pour tout n une
relation de la forme
n+s
QO(-T)QO(Z"Fl) Qo(ﬂ?—f—n Z Ajn .Z‘+j)

j=n+1
ou les A;,, sont des polynémes. Prenons n = m, on a donc :

m-+s

QO(x)QO(‘T+1)"'QO(z+m Z Ajn $+])

j=m+1

Il résulte de ce qui précede que, pour tout w pole de y, le second mem-
bre de cette égalité n’a pas de pdle en w. La fonction A(x)y(x) avec A(z) =
Qo(z)Qo(xz+1) - - - Qo(x+m) est donc analytique dans D(0, p,,), et comme m
est indépendant de p, il en est de méme de A, ce qui termine la démonstration
du lemme. ]

Nous pouvons énoncer et démontrer maintenant le résultat principal de
cette partie :

THEOREME 5.6. — Soient s > 1, et Py, - -+, Ps des polynémes dans Q|z],
avec Py non nul.

Soit (F) Uéquation auz différences :
Py(2)A%(y) + -+ + Po(x)y(z) = 0

On suppose qu’il existe un ensemble infini G de nombres premiers p, tel
que si p € G, Uéquation aux différences (F) a s solutions yy p, fonctions
méromorphes dans un disque de C, de rayon strictement supérieur a 1,
linéairement indépendantes sur Cp.

\

Alors (F) posséde s solutions fractions rationnelles a coefficients dans

Q, linéairement indépendantes sur Q.
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Démonstration. — Nous utilisons le lemme 5.5 précédent. Considérons
Péquation déduite de (F) en posant z = A(x)y(x), ou A est le polyndéme
dont l'existence est démontrée dans le lemme 5.5. Il est clair que si y est
solution de (F), z est solution d’une équation (H), équation aux différences
a coefficients polynémes dans Q[x].

Par les hypotheses faites, il vient immédiatement que si p € G, les
zkp(x) = A(x)ygp(x) sont des solutions linéairement indépendantes de
Iéquation (H). Par le lemme 5.5, ce sont des séries entieres de rayon de
convergence > 1 dans C,. Par le théoreme 4.2, I'équation (H) possede s
solutions polynémes linéairement indépendantes sur Q, donc I’équation (F)
possede s solutions fractions rationnelles, linéairement indépendantes sur

Q, ce qui termine la démonstration. O
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