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Casoratien et équations aux différences p-adiques

Jean-Paul Bézivin(1)

RÉSUMÉ. — Dans cet article, nous démontrons une inégalité liant la
croissance d’un casoratien généralisé de m séries entières p-adique à la
croissance du casoratien ordinaire de ces m séries entières. Il en résulte
que si le casoratien de m fonctions entières p-adiques est un polynôme
non nul, alors toutes ces fonctions sont des polynômes. Comme applica-
tion, nous montrons que si une équation aux différences linéaire d’ordre
t à coefficients dans Cp[x] a t solutions méromorphes dans tout Cp,
linéairement indépendantes sur Cp, alors elle a t solutions fractions ra-
tionnelles linéairement indépendantes. C’est aussi le cas si l’équation aux
différences est à coefficients dans Q[x], et si, pour une infinité de nombres
premiers p, elle a t solutions méromorphes, linéairement indépendantes
sur Cp, dans un disque de Cp de rayon strictement supérieur à 1.

ABSTRACT. — In this paper, we prove an inequality linking the growth
of a generalized casoratian of m p-adic power series to the growth of
the ordinary casoratian of these m power series. A consequence is that
if the casoratian of m entire p-adic functions is a non zero polynomial,
then all these functions are polynomials. As an application, we prove that
if a linear difference equation of order t with coefficients in Cp[x] has
t solutions meromorphic in all Cp, linearly independant over Cp, then
the difference equation has t solutions linearly independant over Cp, that
are rational functions. This is also the case when the linear difference
equation has coefficients in Q[x], and has for an infinity of prime numbers
p, t meromorphic solutions, linearly independant over Cp, in a disc of Cp
with radius strictly greater than 1.
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– 495 –



Jean-Paul Bézivin

1. Introduction, notations et résultats

Soit p un nombre premier. Nous notons Qp le corps des nombres p-
adiques, et Cp un complété d’une clôture algébrique de Qp, que l’on munit
de la valeur absolue p-adique usuelle.

Dans tout ce qui suit, nous introduisons l’opérateur ∆, qui à une fonction
f associe ∆(f) définie, quand cela a un sens, par ∆(f)(x) = f(x+1)−f(x).
Nous utiliserons aussi l’opérateur E défini par E(f)(x) = f(x + 1).

Nous définissons aussi le casoratien généralisé de m fonctions pour le m-
uplet n = (n1, · · · , nm) (voir la définition plus bas); nous allons démontrer
tout d’abord une inégalité liant la croissance d’un tel casoratien généralisé
à la croissance du casoratien « ordinaire » de ces m fonctions (que nous
appellerons casoratien des m fonctions) (voir le théorème 3.1). On peut
voir une analogie de ce type de résultat avec les « estimations effectives »
démontrées dans [7], chapitre IV.

Il en résulte comme première application que si le casoratien de m fonc-
tions entières dans Cp est un polynôme, alors toutes les fonctions fk sont
des polynômes (voir le théorème 3.4).

Nous passons ensuite à l’étude des équations aux différences à coefficients
polynômes dans Cp[x] pour un p premier fixé. Si une telle équation d’ordre
s a s solutions fonctions méromorphes dans Cp, linéairement indépendantes
sur Cp, alors elle a s solutions fractions rationnelles linéairement indépendan-
tes sur Cp (cf. le théorème 4.2).

Enfin, pour des équations aux différences à coefficients dans Q[x], nous
obtenons le résultat suivant : s’il existe un ensemble infini G de nombres
premiers p tels que si p ∈ G, l’équation a s solutions méromorphes dans un
disque de Cp de rayon strictement supérieur à 1, linéairement indépendantes
sur Cp, l’équation a s solutions fraction rationnelles de Q(x), linéairement
indépendantes sur Q (cf le théorème 5.6).

On peut voir ce résultat comme un analogue du critère de rationalité de
Borel-Dwork (cf [1] chapitre V et [2] chapitre VII). Ce critère considère un
objet global (une série formelle f à coefficients par exemple dans Q, ayant
un rayon de convergence non nul dans C), ayant des propriétés p-adiques
(portant sur le rayon de méromorphie de f dans Cp), avec la conclusion que f
est la série de Taylor à l’origine d’une fraction rationnelle. Ici l’objet global
est l’équation aux différences E, qui possède comme propriétés p-adiques
d’avoir un système complet de solutions méromorphes dans un disque de
Cp de rayon strictement supérieur à 1 pour une infinité de p premier, avec
la conclusion que toutes les solutions de E sont des fractions rationnelles.
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On peut aussi voir ce résultat comme un (modeste...) analogue de la
conjecture de Grothendieck-Katz, nous renvoyons le lecteur intéressé à [3]
pour plus de détail sur cette conjecture.

Tous ces résultats sont les analogues de résultats démontrés pour le
wronskien et les équations différentielles dans [4].

Nous renvoyons à [5] pour le fait que si une fonction méromorphe dans
Cp est solution d’une équation aux différences dont les coefficients sont des
polynômes de Q[x], alors c’est une fraction rationnelle, ainsi que le fait qu’il
existe des fonctions méromorphes transcendantes solutions d’équations aux
différences à coefficients dans Cp[x].

Ces résultats se déduisent d’une correspondance entre fonctions entières
solutions d’équations différentielles p-adiques et fonctions entières solutions
d’équations aux différences p-adiques, que nous étudions dans [5].

L’auteur remercie vivement le Referee pour ses suggestions, et en parti-
culier de lui avoir signalé la référence [6].

2. Premières propriétés

Comme nous nous intéressons à des fonctions méromorphes, il en résulte
qu’en général, nous ferons l’hypothèse que ces fonctions méromorphes le sont
dans un disque « ouvert » de rayon ρ > 1. Pour un ρ > 0 (éventuellement
ρ = +∞), nous notons Aρ l’ensemble des séries entières convergentes dans le
disque de centre 0, rayon ρ, et par Mρ l’ensemble des fonctions méromorphes
dans ce disque. L’opérateur ∆ est donc défini sur Aρ et Mρ si ρ > 1.

On rappelle que pour une série entière f(x) =
∑

n�0

anx
n convergente

pour x ∈ Cp, |x| < ρ (avec ρ > 0), on note, pour R ∈]0, ρ[, |f |(R) =
Max{|an|Rn}. Dans le cadre où l’on s’est placé, le principe du maximum
est valide : on a Sup{|f(x)|, |x| � R} = |f |(R). De plus, l’application f →
|f |(R) est une norme ultramétrique sur l’espace des séries entières de rayon
de convergence au moins ρ, qui est multiplicative, ce qui permet d’étendre la
notation au cas des fonctions méromorphes dans le disque D(0, ρ). D’autre
part, pour toute fonction méromorphe dans le disque D(0, ρ), on a pour

R ∈]0, ρ[ l’inégalité |f ′|(R) � |f |(R)

R
.
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L’opérateur ∆ a les propriétés suivantes :

Proposition 2.1. — On suppose ρ > 1.

a) Soit f, g ∈Mρ. On a

∆(fg)(x) = ∆(f)(x)∆(g)(x) + f(x)∆(g)(x) + ∆(f)(x)g(x)

ou encore
∆(fg)(x) = E(f)(x)∆(g)(x) + ∆(f)(x)g(x)

Plus généralement, on a une «Formule de Leibniz» ; pour n � 0, on a :

∆n(fg)(x) =

n∑

j=0

(
n
j

)
(Ej∆n−j)(f)(x)∆j(g)(x)

b) Soit f ∈Mρ, et R ∈]1, ρ[. On a :

∣∣∆(f)
∣∣(R) � |f |(R)

R

c) Soit f ∈Mρ, et R ∈]1, ρ[. On a :

|E(f)|(R) = |f |(R)

d) Soit g ∈Mρ. Si on a ∆(g) = 0, alors g est constante. Plus généralement,
si ∆(g) est un polynôme, il en est de même de g.

Démonstration. — La première formule du a) est un calcul facile. Pour
la seconde formule, on fait une récurrence et la preuve est la même que pour
la formule de Leibniz classique.

Pour le b), on commence par le cas d’une série entière dans Aρ. On
regarde d’abord ce qui se passe pour fn(x) = xn : gn(x) = ∆(fn)(x) =
n−1∑

k=0

(
n
k

)
xk, et on a |

(
n
k

)
xk| � Rk pour |x| � R. Il en résulte que

|gn|(R) � Rn−1. Si f(x) =
∑

n�0

anx
n, on a ∆(f)(x) =

∑

n�1

angn(x), et donc

|∆(f)|(R) � max{|an|Rn−1} � |f |(R)

R
. Nous passons maintenant au cas

général d’une fonction méromorphe f ∈Mρ, que nous écrivons f(x) =
u(x)

v(x)
,
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où u et v sont dans Aρ. On a ∆(f)(x) =
∆(u)(x)v(x)− u(x)∆(v)(x)

v(x)v(x + 1)
.

Comme le disque « fermé » de centre 0, rayon R est stable par x → x + 1,
on a si v1(x) = v(x + 1) que |v1|(R) = |v|(R). Donc on a

|∆(f)|(R) =
|∆(u)v − u∆(v)|(R)

|v|(R)|v1|(R)
� |u|(R)|v|(R)

R|v|(R)2
=
|u|(R)

R|v|(R)
=
|f |(R)

R

ce qui termine la démonstration.

c) Laissé au lecteur.

d) Supposons que ∆(g) = 0. Soit R ∈]1, ρ[, dans le groupe des valeurs
|C∗p|, tel que g n’ait aucun pôle sur le cercle de centre 0 et rayon R, et ω de
module R. On a g(ω + 1) qui est bien défini, et g(ω + 1) = g(ω). Comme
|ω + 1| = |ω|, on peut réitérer cette opération ; on en tire que pour tout
n ∈ N, on a g(ω + n) qui est bien défini et qui vaut g(ω), d’où le fait que
g est constante. L’application de Cp[x] dans lui-même qui au polynôme P
associe ∆(P ) est surjective, car les images des xk, k � 1 forment une base
de Cp[x]. Supposons que ∆(g) = Q ∈ Cp[x], il existe donc un polynôme P
tel que ∆(P ) = Q. Alors ∆(g − P ) = 0, donc g − P est une constante et g
est un polynôme. �

Nous allons avoir besoin d’un résultat sur le casoratien de séries entières.
Nous aurons besoin de quelques notations supplémentaires.

Soient f1, · · · , fm m fonctions dans Mρ pour un ρ > 1, et n1, · · · , nm des
entiers naturels. Nous posons f = (f1, · · · , fm) et n = (n1, · · · , nm). Nous
appellerons casoratien généralisé et nous noterons c(f, n) le déterminant

c(f, n) =

∣∣∣∣∣∣∣

∆n1(f1) . · · · ∆nm(f1)
∆n1(f2) . · · · ∆nm(f2)

. . · · · .
∆n1(fm) . · · · ∆nm(fm)

∣∣∣∣∣∣∣

Dans le cas m = 1, on a c(f, n) = ∆n1(f1). Comme cas particulier,
le casoratien « ordinaire » des m fonctions f1, · · · , fm (que nous appel-
lerons simplement « casoratien ») est c(f, q), où f = (f1, · · · , fm) et
q = (0, · · · ,m− 1) :

c(f, q) =

∣∣∣∣∣∣∣

f1 . · · · ∆m−1(f1)
f2 . · · · ∆m−1(f2)
. . · · · .

fm . · · · ∆m−1(fm)

∣∣∣∣∣∣∣
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Le casoratien a des propriétés analogues à celles du wronskien de séries
entières, mais elles sont moins faciles à trouver dans la littérature. En parti-
culier, on a le résultat suivant, qui, comme nous en a informé le Referee, est
démontré par Casorati dans [6] ; nous en donnons la preuve pour le confort
du lecteur :

Proposition 2.2. — Soit ρ > 1, alors le casoratien de m fonctions
f1, · · · , fm appartenant à Mρ est nul, si et seulement si ces m fonctions
sont linéairement dépendantes sur Cp.

Démonstration. — Le fait que si les fonctions sont dépendantes, alors
le casoratien est nul est clair. On passe à la réciproque. Le cas m = 1 est
trivial, on regarde le cas m = 2. On peut supposer que les deux fonctions
f1, f2 sont non nulles. Un petit calcul montre que le fait que le casoratien soit

nul donne que si g =
f1

f2
∈Mρ, on a ∆(g) = 0. Par suite g est constante, et f1

et f2 sont linéairement dépendantes sur Cp. On fait ensuite une récurrence
sur m. On suppose donc le résultat acquis pour m, et on se donne m + 1
fonctions dont le casoratien est nul. On peut supposer que f1, · · · , fm sont
linéairement indépendantes. On voit facilement que si f = (f1, · · · , fm+1),
qm = (0, 1, · · · ,m), on a l’égalité suivante :

c(f, qm) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(x) . · · · f1(x + m)
f2(x) . · · · f2(x + m)

. . · · · .
fm(x) . · · · fm(x + m)

fm+1(x) . · · · fm+1(x + m)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Il existe donc une combinaison linéaire nulle des lignes de ce déterminant,
les coefficients non tous nuls appartenant au corps de base, qui est ici Mρ; on
l’écrit Lk(x) = a1(x)f1(x+k)+ · · ·+am+1(x)fm+1(x+k) = 0, k = 0, · · · ,m.
Le coefficient am+1 ne peut être nul; en effet, si c’est le cas, on a une re-
lation de dépendance non triviale (à coefficients dans Mρ) sur les lignes
du déterminant donnant le casoratien des fonctions f1, · · · , fm; donc ce
déterminant est nul, et par hypothèse de récurrence, les fonctions f1, · · · , fm
sont linéairement dépendantes sur Cp, contrairement à l’hypothèse faite. On
peut donc diviser par am+1, ou encore supposer que am+1 = 1 sans changer
les notations.

Ceci étant dit, on considère Lk(x+1)−Lk(x) = (a0(x+1)−a0(x))f1(x+
k+ 1) + · · ·+ (am(x+ 1)− am(x))fm(x+ k+ 1) = 0, pour k = 0, · · · ,m− 1.
On a là une relation de dépendance sur Mρ entre les lignes du déterminant
donnant le casoratien de f1, · · · , fm (au point x+1). D’après les hypothèses
faites, cette relation ne peut être que triviale, donc aj(x + 1) − aj(x) = 0,
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et aj est une fonction constante, donc un élément de Cp. On a donc montré
qu’il existe une relation de dépendance non triviale sur Cp entre les fk,
k = 1, · · · ,m + 1, ce qui termine la démonstration. �

Nous aurons aussi besoin de voir l’action de l’opérateur ∆ sur un détermi-
nant dont les éléments sont des fonctions auxquelles on peut l’appliquer. On
a le résultat suivant :

Proposition 2.3. — Soient C1, · · · , Cm des colonnes de m fonctions,
on note ∆(Ck) la colonne des éléments de Ck auxquels on a appliqué ∆.
Soit D le déterminant D = det(C1, · · · , Cm). On a la formule :

∆(D) =
∑

J;J �=∅
det(∆(Ck), k ∈ J ;Ck, k 	∈ J)

où J parcourt toutes les parties non vides de {1, · · · ,m}.

Démonstration. — Posons Cj = (ai,j) et soit J une partie quelconque de
{1, · · · ,m} ; considérons le déterminant DJ construit sur les colonnes
∆(Cj), j ∈ J , et Cj , j 	∈ J . Ses éléments sont donc les a∗i,j définis par
a∗i,j = ∆(ai,j) si j ∈ J , et a∗i,j = ai,j si j 	∈ J . On a la formule DJ =∑
σ ε(σ)

∏m
j=1 a

∗
σ(j),j , où la sommation se fait sur les permutations σ de

{1, · · · ,m}, et où ε(σ) est la signature.

On a, la sommation se faisant sur toutes les parties J de {1, · · · ,m} :

∑

J

DJ =
∑

σ

ε(σ)(
∑

J

m∏

j=1

a∗σ(j),j) =
∑

σ

ε(σ)(
∑

J

∏

j∈J
∆(aσ(j),j)

∏

j �∈J
aσ(j),j)

D’autre part :

∑

J

∏

j∈J
∆(aσ(j),j)

∏

j �∈J
aσ(j),j =

m∏

j=1

(∆(aσ(j),j) + aj,σ(j)).

Comme ∆(f) + f = E(f), on a donc

∑

J

∏

j∈J
∆(aσ(j),j)

∏

j �∈J
aσ(j),j =

m∏

j=1

E(aσ(j),j)

Par conséquent,

∑

J

DJ =
∑

σ

ε(σ)

m∏

j=1

E(aσ(j),j) = E(
∑

σ

ε(σ)

m∏

j=1

aσ(j),j) = E(D)
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Finalement, comme D lui-même correspond à prendre pour J la partie vide,
on a ∑

J;J �=∅
DJ = E(D)−D = ∆(D)

ce qui termine la démonstration. �

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.4. — Soient f1, · · · , fm des fonctions dans Mρ, avec ρ >

1. On pose f = (f1, · · · , fm), nk = (0, · · · , k̂, · · · ,m). On notera que nm =
q = (0, · · · ,m− 1). On a :

∆(c(f, nm)) =

m−1∑

k=0

c(f, nk)

Démonstration. — Soit J une partie non vide de {0, · · · ,m− 1}. Appli-
quer ∆ aux éléments des colonnes d’indice j ∈ J dans c(f, nm) donne un
déterminant nul, s’il existe un j ∈ J , j < m tel que j + 1 	∈ J , car alors on
aura un déterminant avec deux colonnes égales. Autrement dit, il suffit de
considérer les parties J non vides telles que si j ∈ J , et j < m, on a aussi
j + 1 ∈ J . Ces parties sont de la forme {k, · · · ,m− 1} avec 0 � k � m− 1.
Le déterminant obtenu pour l’indice k est alors c(f, nk), d’où le résultat en
appliquant la proposition 2.3. �

3. Inégalités pour le casoratien généralisé

Le premier résultat, qui sera à la base de tous les résultats démontrés
dans ce papier, est le suivant :

Théorème 3.1. — Soient f1, · · · , fm des séries entières à coefficients
dans Cp, de rayon de convergence au moins ρ > 1, et n1, · · · , nm des entiers
naturels, f = (f1, · · · , fm), n = (n1, · · · , nm) et q = (0, · · · ,m − 1) . On a
alors pour tout R ∈]1, ρ[ l’inégalité :

∣∣c(f, n)
∣∣(R) �

∣∣c(f, q)
∣∣(R)

R(n1+···+nm)−m(m−1)/2

Démonstration. — Dans toute la suite, le réel R appartient à ]1, ρ[.

Le cas m = 1.

On itère l’inégalité |∆(f)|(R) � |f |(R)

R
, il n’y a pas de difficultés.
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Le cas m = 2.

Soient donc f1, f2 deux séries entières dans Cp (que l’on peut supposer
pour démontrer l’assertion linéairement indépendantes sur Cp), de rayon de
convergence au moins ρ. On regarde l’équation aux différences (F) vérifiée
par ces deux fonctions, qui est

∣∣∣∣∣∣

y ∆(y) ∆2(y)
f1 ∆(f1) ∆2(f1)
f2 ∆(f2) ∆2(f2)

∣∣∣∣∣∣
= 0

Elle s’écrit aussi sous la forme B2(x)∆2(y)(x)−B1(x)∆(y)(x)+B0(x)y(x) =
0, avec pour f = (f1, f2), q2 = (0, 1), q1 = (0, 2) et q0 = (1, 2), les égalités
B2(x) = c(f, q2), B1 = c(f, q1) et B0 = c(f, q0). D’après le corollaire 2.4,
on a ∆(c(f, q2)) = c(f, q1)+c(f, q0), soit encore ∆(B2) = B1 +B0. Prenons
y = f1. On a donc :

B2∆
2(f1)−B1∆(f1)+B0f1 = B2∆

2(f1)−(B1+B0)∆(f1)+B0(∆(f1)+f1) = 0

Notons que ∆(f1)(x) + f1(x) = f1(x + 1) = E(f1). On a donc :

B0(x) = −B2∆
2(f1)−∆(B2)∆(f1)

E(f1)
.

Comme |∆(f)|(R) � |f |(R)

R
, |∆2(f)|(R) � |f |(R)

R2
et |E(f)|(R) = |f |(R)

pour une fonction f , on en déduit que |B0|(R) � B2|(R)

R2
. On a maintenant

B1 = ∆(B2)−B0, on en déduit que

|B1|(R) � max{|∆(B2)|(R), |B0|(R)} � max{ |B2|(R)

R
,
|B2|(R)

R2
}

et comme R > 1, on a |B1|(R) � |B2|(R)

R
.

On écrit maintenant l’équation aux différences sous la forme (G) sui-
vante :

∆2(y)(x) = A1(x)∆(y)(x) + A0(x)y(x)

avec A1(x) =
B1(x)

B2(x)
, A0(x) = −B0(x)

B2(x)
. Ce qui précède montre que |A1|(R) �

1

R
et |A0|(R) � 1

R2
pour R > 1.

Pour une solution y de (G), on exprime maintenant les ∆n(y) sous la
forme

∆n(y)(x) = A1,n(x)∆(y)(x) + A0,n(x)y(x)
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On calcule ∆n+1(y) en utilisant la proposition 2.1, a), on a pour ∆n+1(f)
l’expression :

∆(A1,n)∆
2(y)+∆(A1,n)∆(y)+A1,n∆

2(y)+∆(A0,n)∆(y)+∆(A0,n)y+A0,n∆(y)

On remplace ∆2(y) par son expression donnée par l’équation (G), et on a
donc les relations de récurrence suivantes :

A1,n+1 = A1∆(A1,n) + A1A1,n + ∆(A1,n) + ∆(A0,n) + A0,n

et
A0,n+1 = A0∆(A1,n) + A0A1,n + ∆(A0,n)

ou encore
A1,n+1 = A1E(A1,n) + ∆(A1,n) + E(A0,n)

et
A0,n+1 = A0E(A1,n) + ∆(A0,n)

Montrons que |A1,n|(R) � 1

Rn−1
et |A0,n|(R) � 1

Rn
pour n � 0 et

R ∈]1, ρ[. En effet, c’est vrai pour n = 0, car A0,0 = 1 et A1,0 = 0, pour
n = 1 car A1,1 = 1 et A0,1 = 0, et pour n = 2 car A1,2 = A1 et A0,2 = A0.
Ensuite une récurrence facile utilisant les formules de récurrence démontre
l’assertion.

On a maintenant la formule matricielle suivante :
(

∆n1(f1) ∆n2(f1)
∆n1(f2) ∆n2(f2)

)
=

(
f1 ∆(f1)
f2 ∆(f2)

) (
A0,n1 A0,n2

A1,n1 A1,n2

)

ce qui en prenant le déterminant, donne avec les notations f = (f1, f2),
n = (n1, n2) et q2 = (0, 1) la formule

c(f, n) = (A0,n1A1,n2 −A0,n2A1,n1)c(f, q2)

Une majoration immédiate du terme A0,n1
A1,n2

− A0,n2
A1,n1

donne

comme majorant
1

Rn1+n2−1
, ce qui termine la démonstration dans ce cas

m = 2.

Le cas général.

Pour prouver le cas général, nous procédons maintenant par récurrence
sur m. Nous supposons donc le résultat acquis pour k � m séries entières, et
des indices quelconques, nous nous donnons m+1 séries entières f1, · · · , fm+1,
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des entiers n1, · · · , nm+1, nous posons f = (f1, · · · , fm+1), n = (n1, · · · , nm+1),
q = (0, · · · ,m) et il nous faut donc démontrer que

∣∣c(f, n)
∣∣(R) �

∣∣c(f, q)
∣∣(R)

R(n1+···+nm+1)−m(m+1)
2

On peut sans perte de généralité supposer que les séries entières f1, · · · , fm+1

sont linéairement indépendantes sur Cp. Nous allons suivre essentiellement
le schéma de démonstration du cas m = 2.

Pour cela, nous écrivons l’équation aux différences vérifiée par les fonc-
tions fj : ∣∣∣∣∣∣∣

y ∆(y) . ∆m+1(y)
f1 ∆(f1) . ∆m+1(f1)
. . . .

fm+1 ∆(fm+1) . ∆m+1(fm+1)

∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Cette équation F s’écrit sous la forme

m+1∑

l=0

(−1)m+1−lc(f, nl)∆
l(y) = 0

en notant f = (f1, · · · , fm+1), et nl = (0, · · · , l̂, · · · ,m + 1), (où le terme l̂
est omis, nl est donc un m + 1-uplet).

Nous allons démontrer dans un premier temps que l’on a l’inégalité

|c(f, nj)|(R) �
|c(f, nm+1)|(R)

Rm+1−j pour R > 1 et j = 0, · · · ,m + 1. C’est

évidemment vrai si j = m + 1.

On utilise l’équation F , on écrit qu’elle est vérifiée pour f1, · · · , fm. On
note Fj le premier membre de l’équation F où l’on a remplacé y par fj , on
a donc Fj = 0. Soit k ∈ {0, · · · ,m− 1}. On considère le déterminant m×m

ayant pour première ligne F1, f1,∆(f1), · · · , ̂∆k(f1),∆
m−1(f1), etc, et ayant

pour dernière ligne Fm, fm,∆(fm), · · · , ̂∆k(fm),∆m−1(fm).

Ce déterminant est évidemment nul, puisque sa première colonne est
nulle. Soit g = (f1, · · · , fm), et pour k ∈ {0, · · · ,m− 1}, l ∈ {0, · · · ,m + 1},
tl,k = (l, 0, · · · , k̂, · · · ,m− 1). En développant le déterminant par rapport à
la première colonne, on trouve que l’expression (*) suivante est nulle :

m+1∑

l=0

(−1)m+1−lc(f, nl)c(g, tl,k)
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Dans cette expression, les c(g, tl,k) sont nuls parce qu’ayant deux colonnes
égales, sauf pour les indices l = m + 1, l = m et l = k. On trouve donc :

c(f, nm+1)c(g, tm+1,k)−c(f, nm)c(g, tm,k)+(−1)m+1−kc(f, nk)c(g, tk,k) = 0

On a maintenant par l’hypothèse de récurrence sur m, que :

∣∣c(g, tl,k)
∣∣(R) �

∣∣c(g, qm)
∣∣(R)

Rl−k

avec qm = (0, · · · ,m). On remarque que c(g, tk,k) = ±c(g, qm).

Comme c(g, qm) est non nul, il en résulte que pour tout k � m − 1, on
a la majoration

|c(f, nk)|(R) � max{
|c(f, nm+1)|(R)

Rm+1−k ,
|c(f, nm)|(R)

Rm−k
}

On a d’autre part l’égalité (cf le corollaire 2.4) :

∆(c(f, nm+1)) =

m∑

k=0

c(f, nk)

donc aussi

c(f, nm) = ∆(c(f, nm+1))−
m−1∑

k=0

c(f, nk)

qui fournit que

|c(f, nm)|(R) � max{
|c(f, nm+1)|(R)

R
, |c(f, nk)|(R)(k = 0, · · · ,m− 1)}

Compte tenu des inégalités obtenues sur les |c(f, nk)|(R) précédemment, on
voit que l’on obtient que

|c(f, nm)|(R) � max{
|c(f, nm+1)|(R)

R
,
|c(f, nm)|(R)

R
}

Comme R > 1, le maximum dans le second membre est atteint pour
|c(f, nm+1)|(R)

R
, ce qui fournit

|c(f, nm)|(R) �
|c(f, nm+1)|(R)

R

On obtient alors les autres inégalités facilement en utilisant la majoration
des termes |c(f, nk)|(R) obtenues précédemment.
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On reprend maintenant l’équation (F), que l’on écrit :

∆m+1(y) =

m∑

k=0

Ak∆
k(y)

les Ak étant des fonctions méromorphes dans le disque de centre 0, rayon

ρ > 1, telles que pour tout R ∈]1, ρ[, on a |Ak|(R) � 1

Rm+1−k , d’après les

inégalités que nous venons de montrer.

En appliquant un certain nombre de fois l’opérateur ∆, on trouve que
l’on a :

∆n(y) =

m+1∑

k=0

Ak,n∆
k(y)

les Ak,n étant des fonctions méromorphes, avec en particulier pour n � m,
Ak,n = 0 si k 	= n et An,n = 1 ; pour n = m + 1, on a Ak,m+1 = Ak pour
k � m.

On en déduit que les inégalités |Ak,n|(R) � 1

Rn−k
sont vérifiées pour

n � m + 1 et k ∈ {0, · · · ,m}. Nous allons montrons qu’elles sont vérifiées
pour tout n et tout k.

Pour cela, on établit des formules de récurrence, on a :

∆n+1(y) =

m∑

k=0

∆(Ak,n∆
k(y))

=

m∑

k=0

(∆(Ak,n)∆
k+1(y) + ∆(Ak,n)∆

k(y) + Ak,n∆
k+1(y)

On peut simplifier un peu en notant que pour une fonction f , on a ∆(f)+f =
E(f). La relation devient :

∆n+1(y) =

m∑

k=0

(E(Ak,n)∆
k+1(y) + ∆(Ak,n)∆

k(y))

On remplace maintenant le terme ∆m+1(y) par son expression

m∑

k=0

Ak∆
k(y).

On trouve alors les relations :

Am,n+1 = E(Am,n)Am + E(Am−1,n)
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Ak,n+1 = E(Am,n)Ak + E(Ak−1,n) + ∆(Ak,n)

pour 1 � k � m− 1, et enfin

A0,n+1 = E(Am,n)A0 + ∆(A0,n)

Une récurrence facile, utilisant les propriétés que |E(f)|(R) = |f |(R) et

|∆(f)|(R) � |f |(R)

R
, montre alors les inégalités cherchées.

Nous passons maintenant à la dernière partie de la démonstration, en
reprenant f = (f1, · · · , fm+1), n = (n1, · · · , nm+1) et en posant q = (0, · · · ,m).

Soit U la matrice :

U =




∆n1(f1) . . ∆nm+1(f1)
. . . .

∆n1(fm+1) . . ∆nm+1(fm+1)




On a la formule matricielle

U =




f1 . . ∆m(f1)
. . . .

fm+1 . . ∆m(fm+1)







A0,n1 . . A0,nm+1

. . . .
Am,n1 . . Am,nm+1




qui montre que si D est le déterminant de la matrice

M =




A0,n1 . . A0,nm+1

. . . .
Am,n1

. . Am,nm+1


, on a la formule c(f, n) = Dc(f, q).

Si l’on note ai,j = Ai−1,nj , pour 1 � i � m + 1, 1 � j � m + 1,
le déterminant D est une combinaison linéaire à coefficients ±1 de ter-
mes de la forme P =

∏m+1
i=1 ai,σ(i), où σ parcourt les permutations de

{1, 2, · · · ,m + 1}. Par ce qui précède, on a |ai,j |(R) � 1

Rnj−(i−1)
, ce qui

donne |P |(R) � 1

R(n1+···+nm+1)−m(m+1)/2
. On a donc la même majoration

pour le déterminant D, ce qui termine la démonstration du théorème. �

On peut généraliser aux fonctions méromorphes :

Théorème 3.2. — Soient f1, · · · , fm des fonctions méromorphes dans
un disque de Cp de centre 0 et de rayon au moins ρ > 1, et n1, · · · , nm des
entiers naturels, f = (f1, · · · , fm), n = (n1, · · · , nm) et q = (0, · · · ,m− 1) .
On a alors pour tout R ∈]1, ρ[ l’inégalité :

∣∣c(f, n)
∣∣(R) �

∣∣c(f, q)
∣∣(R)

R(n1+···+nm)−m(m−1)/2
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Démonstration. — Soit R ∈]1, ρ[, et ρ∗ tel que R < ρ∗ < ρ. On peut
trouver un polynôme P non nul tel que gk = Pfk est analytique dans le

disque D(0, ρ∗) pour tout k. Soit Q =
1

P
, on a donc fk = Qgk.

Par la formule de Leibniz, on a

∆nj (fk) =

nj∑

lj=0

(
nj
lj

)
(Elj∆nj−lj )(Q)∆lj (gk)

On en déduit que

c(f, n)
∑

l1,···,lm

m∏

j=1

(
nj
lj

) m∏

j=1

(Elj∆nj−lj )(Q)c(g, l)

où on a posé l = (l1, · · · , lm), les lj variant entre 0 et nj .

Puisque les gk sont analytiques, on a l’inégalité

|c(g, l)|(R) �
|c(g, q)|(R)

Rl1+···+lm−m(m−1)/2
, et d’autre part |(Elj∆nj−lj )(Q)|(R) �

|Q|(R)

Rnj−lj
. On en déduit qu’un terme dans la somme précédente est majoré par

|Q|(R)m|c(g, q)|(R)

Rn1+···+nm−m(m−1)/2
. Un petit calcul donne que c(f, q)(x) = Q(x)Q(x +

1) · · ·Q(x+m−1)c(g, q)(x), de sorte que |c(f, q)|(R) = |Q|m(R)|c(g, q)|(R).
Donc tous les termes de la somme sont tels que leur module maximum est

majoré par
|c(f, q)|(R)

Rn1+···+nm−m(m−1)/2
, et par suite aussi |c(f, n)|(R), ce qui

termine la démonstration. �

On peut aussi déduire du théorème 3.1 une propriété des casoratiens
généralisés de polynômes :

Corollaire 3.3. — Soit m � 1, P1, · · · , Pm des polynômes à coeffi-
cients dans un corps K de caractéristique nulle, et n1, · · · , nm des entiers.
Soit P = (P1, · · · , Pm), n = (n1, · · · , nm), et q = (0, · · · ,m−1). Soient d1 le
degré de c(P , q), et d2 le degré de c(P , n) (avec la convention que le degré
du polynôme nul est −∞). On a alors l’inégalité :

d2 � d1 − (n1 + · · ·+ nm) + m(m− 1)/2

Démonstration. — Tout se passe dans un sous-corps L de K, extension
de type fini de Q. On peut supposer que L est un sous-corps d’un corps Cp
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convenable, il suffit donc de montrer l’assertion quand K = Cp. On peut
aussi supposer que c(P , n) et c(P , q) sont non nuls, en notant que si c(P , q)
est nul, il en est de même de c(P , n).

Soit R > 1 un réel assez grand, pour que l’on ait |c(P , n)|(R) = µ2R
d2

et |c(P , q)|(R) = µ1R
d1 où µ1 et µ2 sont des constantes. Par le théorème

3.1, on a alors l’inégalité

|c(P , n)|(R)=µ2R
d2�

|c(P , q)|(R)

R(n1+···+nm)−m(m−1)/2
=µ1R

d1−(n1+···+nm)+m(m−1)/2

et l’inégalité demandée en résulte immédiatement. �

Nous allons déduire du théorème 3.1 le résultat suivant :

Théorème 3.4. — Soient m � 1, et f1, · · · , fm des fonctions entières
sur Cp, f = (f1, · · · , fm), et pour k ∈ {0, · · · ,m}, nk = (0, · · · , k̂, · · · ,m).
Si le casoratien c(f, nm) des fk est un polynôme non nul, alors tous les fk
sont des polynômes.

Démonstration. — Le cas m = 1 est trivial, on suppose donc que m � 2.

Nous faisons ensuite une double récurrence : sur m (nous supposons donc
le résultat acquis pour m− 1 fonctions), et pour passer de m− 1 à m, nous
faisons une récurrence sur le degré du polynôme P (x) = c(f, nm)(x).

On commence par le cas où le casoratien est une constante non nulle.
On écrit l’équation aux différences vérifiées par les fonctions fk :

∣∣∣∣∣∣∣

y ∆(y) . ∆m(y)
f1 ∆(f1) . ∆m(f1)
. . . .

fm ∆(fm+1) . ∆m(fm)

∣∣∣∣∣∣∣
= 0

soit encore :
m∑

l=0

(−1)m−lc(f, nl)∆
l(y) = 0

Par le théorème 3.1, on a pour l � m − 1, l’inégalité |c(f, nl)|(R) �
|c(f, nm)|(R)

Rm−l
. Comme c(f, nm) est une constante, on en déduit que

|c(f, nl)|(R) tend vers 0 si R tend vers l’infini. Par suite, pour tout l � m−1,
on a c(f, nl) = 0, l’équation se réduit à ∆m(y) = 0, et toutes les fk sont des
polynômes.
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Supposons le résultat acquis quand P est un polynôme non nul de degré

d, et supposons que P soit de degré d+1. On a |c(f, n0)|(R) �
|c(f, nm)|(R)

Rm
,

inégalité qui montre que c(f, n0) est un polynôme Q, de degré � d + 1 −
m � d. D’autre part, si gk = ∆(fk), et g = (g1, · · · , gm), on a c(f, n0) =
c(g, nm). Donc si Q est non nul, l’hypothèse de récurrence s’applique, et
montre que les gk sont des polynômes. Comme gk = ∆(fk), tous les fk sont
des polynômes.

Supposons maintenant que Q = 0. Alors les gk ne sont pas linéairement
indépendants. Soit r le rang de la famille {g1, · · · , gm}, qui vérifie donc
1 � r � m− 1. On peut supposer sans perte de généralité que {g1, · · · , gr}
sont linéairement indépendants. Toute fonction gk est donc combinaison
linéaire de ces r fonctions ; on en déduit que tous les fk sont combinaison
linéaire des fonctions f1, · · · , fr, et de la fonction constante et égale à 1.
Comme les fk sont linéairement indépendants, il en résulte que m � r + 1,
et par suite r = m − 1. On peut supposer qu’alors la fonction fm est alors
égale à la somme d’une combinaison linéaire des fonctions fk, k � m − 1,
et d’une constante b non nulle. Il en résulte que le casoratien des fonctions
fk, 1 � k � m est égal au casoratien des fonctions f1, · · · , fm−1, multiplié
par b. Donc le casoratien de f1, · · · , fm−1 est un polynôme, non nul, et par
l’hypothèse de récurrence sur m, toutes les fonctions fk, 1 � k � m−1 sont
des polynômes, donc aussi fm, ce qui termine la démonstration. �

Remarque 3.5. — Le résultat ne s’étend pas aux fonctions méromorphes
dans Cp. Pour le voir, soit g une fonction entière non nulle, h une fonction
entière telle que ∆(h)(x) = g(x)g(x + 1) (on peut montrer que l’opérateur
∆ est surjectif de l’espace des fonctions entières sur Cp dans lui-même,

donc h existe bien). Posons f1 =
h

g
, f2 =

1

g
; on constate alors facilement

que le casoratien des deux fonctions f1 et f2 est égal à 1, et comme g est
quelconque, le fait que le casoratien de deux fonctions méromorphes soit un
polynôme non nul n’implique pas que les deux fonctions soient des fractions
rationnelles.

4. Équations aux différences à coefficients dans Cp[x]

Théorème 4.1. — Soit s � 1, P0, · · · , Ps des polynômes dans Cp[x],
avec Ps non nul.

Soit (F) l’équation aux différences :

Ps(x)∆s(y) + · · ·+ P0(x)y(x) = 0
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On suppose que l’équation aux différences (F) a s solutions yk,p, fonctions
entières dans Cp, linéairement indépendantes sur Cp.

Alors (F) possède s solutions polynômes, linéairement indépendantes sur
Cp.

Démonstration. — Soient yk,p les fonctions entières solutions. On a tout
d’abord par le corollaire 2.4 l’égalité

∆(c(yp, ns)) =

s−1∑

j=0

c(yp, nj)

D’autre part, en utilisant l’équation (F), on exprime la dernière colonne des
casoratiens généralisés c(yp, nj) ce qui donne l’égalité

c(yp, nj)(x) = (−1)s−j
Pj
Ps

c(yp, ns)(x)

donc :

∆(c(yp, ns))(x) =

∑s−1
j=0(−1)s−jPj

Ps
c(yp, ns)

ce qui montre que zp(x) = c(yp, ns)(x) est une fonction entière dans Cp,
non nulle, qui est solution de l’équation aux différences

Q1(x)∆(z) + Q0(x)z = 0

avec Q1(x) = Ps(x), Q0(x) =
∑s−1
j=0(−1)s+1−jPj .

Si Q0 = 0, on a ∆(c(yp, ns) = 0, et c(yp, ns)(x) est une constante non
nulle, donc un polynôme.

Supposons que Q0 soit non nulle. Soit R > 0 tel que tous les zéros
de P0 et P1 soient de modules � R. Soit ω un zéro de c(yp, ns)(x) de

module > R. Alors on déduit de l’équation que ∆(c(yp, ns)(ω) = 0, ce

qui implique c(yp, ns)(ω + 1) = 0. Par une récurrence immédiate, on en

déduit que c(yp, ns)(ω +m) = 0 pour tout m entier, ce qui implique que ce

casoratien est nul, d’où une contradiction. Donc le casoratien c(yp, ns) n’a
qu’un nombre fini de zéros, et par suite c’est un polynôme, qui est non nul.
Par le théorème 3.4, toutes les fonctions entières yk,p sont des polynômes,
ce qui termine la démonstration. �

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal de cette sec-
tion :
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Théorème 4.2. — Soient s � 1, et P0, · · · , Ps des polynômes dans Cp[x],
avec Ps non nul.

Soit (F) l’équation aux différences :

Ps(x)∆s(y) + · · ·+ P0(x)y(x) = 0

On suppose que l’équation aux différences (F) a s solutions yk,p, fonctions
méromorphes dans Cp, linéairement indépendantes sur Cp.

Alors (F) possède s solutions fractions rationnelles, linéairement indé-
pendantes sur Cp.

Démonstration. — On peut écrire l’équation (F) sous la forme (F ∗)
suivante :

Qs(x)Es(y)(x) + · · ·+ Q0(x)y(x) = 0

On a Qs = Ps, qui est donc non nul. A priori, on ne peut dire la même
chose de Q0, qui peut être nul. Si c’est le cas, soit l le plus petit entier avec
Ql 	= 0 (l peut parfaitement être égal à s). En faisant une translation sur
la variable x, on se ramène au cas où Q0 est non nul, avec une équation
d’ordre inférieur. On peut donc supposer sans perte de généralité que Q0

est non nul.

Ceci étant posé, soit y une solution méromorphe dans Cp de (F ), et
ω un pôle de y. Si Q0(ω) est non nul, il résulte de l’équation (F ∗) qu’il
existe l1 � 1 tel que ω + l1 est pôle de y. On ne peut poursuivre ce procédé
indéfiniment. Il existe un entier lω � 0 tel que si j � 1, ω + lω + j n’est
plus pôle de y. Il résulte alors de l’équation (F ∗) que Q0(x + lω)y(x + lω)
n’a plus ω comme pôle. Par suite ω + lω est un zéro θ de Q0. Soit R > 0,
que l’on peut prendre > 1, tel que tous les zéros de Q0 soient de module
� R. Il résulte de ce qui précède que tous les pôles de y sont de module
� R. Par suite y n’a qu’un nombre fini de pôles. On applique cela pour
chaque yk,p ; il existe alors un polynôme H(x) non nul, tel que les zk,p(x) =
H(x)yk,p(x) soient des fonctions entières dans Cp. Il est clair que les zk,p sont
linéairement indépendantes, et vérifient une équation aux différences d’ordre
s à coefficients polynômes. Par le théorème 4.1, cette équation possède s
solutions polynômes linéairement indépendantes sur Cp, et donc l’équation
(F ) possède s solutions fractions rationnelles linéairement indépendantes
sur Cp. �
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5. Equations aux différences à coefficients dans Q[x]

Nous allons avoir besoin d’un certain nombre de lemmes.

Lemme 5.1. — Soit s � 1, P0, · · · , Ps des polynômes de Q(x), avec Qs

non nul. Soit F l’équation aux différences :

(F ) Ps(x)∆s(y) + · · ·+ P0(x)y(x) = 0

Alors l’équation aux différences vérifiée par les ∆(y), où y parcourt les so-
lutions de (F) est si P0 	= 0 :

Qs(x)∆s(z) + · · ·+ Q0(x)z(x) = 0

avec Qs(x) = P0(x)Ps(x+1), Qk(x) = P0(x)Pk+1(x+1)−P0(x+1)Pk+1(x)+
P0(x)Pk(x + 1) pour 0 � k � s− 1.

Si P0 = 0, elle est :

Qs−1(x)∆s−1(z) + · · ·+ Q0(x)z(x) = 0

avec Qk(x) = Pk+1(x), k = 0, · · · , s− 1.

Démonstration. — Si P0 = 0, l’assertion est claire. Nous supposons donc
P0 non nul. On rappelle que ∆(f) = ∆(f)∆(g)+∆(f)g+∆(g)f = E(f)∆(g)+
∆(f)g. On divise par Ps l’équation (F ), et on applique ∆ :

∆s+1(y) = −
s−1∑

k=0

∆(
Pk
Ps

)∆k(y) = −
s−1∑

k=0

E(
Pk
Ps

)∆k+1(y) + ∆(
Pk
Ps

)∆k(y))

On a d’autre part puisque P0 	= 0 :

y = −
s∑

j=1

Pj
P0

∆j(y)

On remplace le terme y apparaissant dans le second membre de l’expression
précédente, et un petit calcul donne la relation

s∑

k=0

Qk∆
k+1(y) = 0,

avec les valeurs de Qk annoncées. En posant z = ∆(y), on termine la
démonstration. �
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Lemme 5.2. — Soient P0, P1 ∈ Q[x], avec P1 non nul, unitaire. Soit F
l’équation :

P1(x)∆(y)(x) + P0(x)y(x) = 0

On suppose qu’il existe une partie infinie G de l’ensemble des nombres
premiers, telle que si p ∈ G l’équation F a une solution série entière yp,
non nulle, de rayon de convergence > 1.

Alors F possède une unique solution polynôme non nulle, appartenant à
Q[x] et unitaire.

Démonstration. — On peut supposer P0, P1 premiers entre eux. Noter
que le résultat est une trivialité si P0 = 0. On commence par traiter le cas
où P1 est constant, donc égal à 1 car unitaire. Supposons que P0 est non
nul; on peut trouver un entier p ∈ G tel que tous les coefficients de P0

soient de modules 1 s’ils ne sont pas nuls. Soit R > 1 ; on écrit que yp est
solution, et on prend le module maximal, pour un R > 1 inférieur au rayon
de convergence de yp :

|P0|(R)|yp|(R) = |P1|(R)|∆(yp)|(R) = |∆(yp)|(R) � |yp|(R)

R

Comme par l’hypothèse faite sur les coefficients de P0, on a en notant d(P0)

le degré de P0 : |P0|(R) = Rd(P0), il vient Rd(P0) � 1

R
, ce qui est absurde car

R > 1. Par suite P0 = 0, l’équation s’écrit ∆(y) = 0, et le résultat cherché
est trivial.

On poursuit en supposant que le degré de P1 est � 1.

Prenons p ∈ G assez grand, de façon que P1 et P0 aient leurs coefficients
non nuls de module 1. Si P0 est non nul, on peut trouver alors R ∈]1, ρp[ tel
que |P1|(R) = Rd(P1) et |P0|(R) = Rd(P0). Le fait que yp vérifie l’équation
montre que

|P0|(R)|yp|(R) = |P1|(R)|∆(yp)|(R) � |P1|(R)| |yp|(R)

R

ce qui implique si P0 est non nul que Rd(P0) � Rd(P1)−1, et donc d(P0) �
d(P1)− 1. Si P0 est nul, cette inégalité sur les degrés est aussi trivialement
vérifiée.

On écrit maintenant l’équation sous la forme :

P1(x)y(x + 1) + (P0(x)− P1(x))y(x) = 0
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On a P0 − P1 	= 0 par ce qui précède.

On choisit p ∈ G assez grand, de façon que tous les zéros non nuls de
P1, de P1 − P0, soient de module 1.

Soit ρp > 1 le rayon de convergence de la solution non nulle yp. Soit ω un
zéro de yp avec 1 < |ω| < ρp. Par les hypothèses faites, il vient yp(ω+1) = 0,
et comme |ω + 1| = |ω|, on peut itérer l’opération : ω + j est zéro de yp
pour tout j � 0, ce qui donne que yp = 0, et une contradiction. Donc yp
n’a pas de zéros dans Cp de module > 1. On sait qu’alors on peut écrire
yp(x) = Ap(x)zp(x), où Ap est un polynôme unitaire, ayant tous ses zéros
de module � 1, et zp une série entière de rayon de convergence ρp, n’ayant
aucun zéro dans le disque D(0, ρp).

On a

P1(x)Ap(x + 1)zp(x + 1) = (P1(x)− P0(x))Ap(x)zp(x)

En raison des hypothèses faites sur les zéros de P1, P1−P0, et Ap, il en résulte
que P1(x)Ap(x+1) et (P1(x)−P0(x))Ap(x) différent d’une constante multi-
plicative non nulle dans Cp, on a P1(x)Ap(x+1) = µp(P1(x)−P0(x))Ap(x)
avec µp non nulle. Comme tous les polynômes intervenant sont unitaires,
on a µp = 1.

Cela montre que Ap ∈ Cp[x], unitaire, est solution de l’équation aux
différences. Soit maintenant V un supplémentaire du Q -espace vectoriel
Q dans Cp : Cp = Q

⊕
V , et L la projection Q -linéaire de Cp dans Q

associée. En appliquant L aux coefficients de Ap, on trouve un polynôme B,
à coefficients dans Q, unitaire comme Ap (donc non nul), qui est solution de
l’équation (F). Si C est une autre solution possédant les mêmes propriétés, la

fraction rationnelle
B

C
est périodique de période 1, donc constante, et égale

à 1 puisque B et C sont unitaires, donc B = C. Par suite B est l’unique
polynôme unitaire dans Q[x], solution de l’équation (F), donc indépendant
de p ∈ G, et ceci termine la démonstration. �

Lemme 5.3. — Soit s � 1, Pk, k = 0, · · · , s des polynômes dans Q[x],
avec Ps, non nul, unitaire, les Pk étant premiers entre eux. Soit (F) l’équation
aux différences :

(F ) Ps(x)∆s(y)(x) + · · ·+ P0(x)y(x) = 0

On suppose qu’il existe un ensemble G de nombres premiers, infini, tel
que pour p ∈ G, l’équation (F) ait s solutions séries entières de rayon de
convergence > 1, yk,p, k = 1, · · · , s, linéairement indépendantes sur Cp.
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Alors si yp = (y1,p, · · · , ys,p), q = (0, 1, · · · , s− 1), nk = (0, · · · , k̂, · · · , s),
le casoratien c(y, q) est de la forme µpA(x), où A est un polynôme non nul
de Q[x], unitaire, indépendant de p ∈ G, et µp est une constante non nulle
dans Cp. Le polynôme Ps divise A, on a A(x) = S(x)Ps(x), où S ∈ Q[x]
unitaire.

De plus, pour tout k ∈ {0, · · · , s}, on a c(yp, nk)(x) = µp(−1)s−kS(x)Pk(x).

Démonstration. — Soit p ∈ G. On a tout d’abord par le corollaire 2.4
l’égalité

∆(c(yp, ns)) =

s−1∑

j=0

c(yp, nj)

D’autre part, en utilisant l’équation (F), on exprime la dernière colonne des
casoratiens c(yp, nj) ce qui donne l’égalité

c(yp, nj)(x) = (−1)s−j
Pj
Ps

c(yp, ns)(x)

donc :

∆(c(yp, ns))(x) =

∑s−1
j=0(−1)s−jPj

Ps
c(yp, ns)

ce qui montre que zp(x) = c(yp, ns)(x) est une série entière de rayon de
convergence > 1 dans Cp, non nulle, qui est solution de l’équation aux
différences

Q1(x)∆(z) + Q0(x)z = 0

avec Q1(x) = Ps(x), Q0(x) =
∑s−1
j=0(−1)s+1−jPj .

Par le lemme 5.2, il existe un polynôme A dans Q[x], non nul et unitaire,
indépendant de p ∈ G et une constante µp non nulle dans Cp, tels que
c(yp, ns)(x) = µpA(x). On a de plus que Ps divise A, on peut donc écrire

que A(x) = S(x)Ps(x), où S est unitaire dans Q[x] et lui aussi indépendant
de p ∈ F .

Une autre équation vérifiée par les yk,p est

c(yp, ns)(x)∆s(z)(x) + · · ·+ (−1)s−kc(yp, nk)(x)∆k(z) + · · ·
+(−1)sc(yp, n0)(x)z(x) = 0

On fait la différence avec (F) multipliée par c(yp, ns)(x) et cette dernière

équation multipliée par Ps(x), on trouve une équation aux différences d’ordre
� s− 1, qui est vérifiée par les yk,p. Par suite tous ses coefficients sont nuls,
on trouve donc l’égalité :

Pk(x)c(yp, ns)(x) = (−1)s−kc(yp, nk)(x)Ps(x)
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Ceci est vrai pour tout p ∈ G. On choisit maintenant p ∈ G de façon
que toutes les racines du polynôme unitaire Ps qui sont non nulles soient

de module � 1. Pour un tel p, la fraction rationnelle
APk
Ps

a un rayon de

convergence > 1 dans Cp. On en déduit que toute racine de Ps apparait
dans APk avec une multiplicité inférieure ou égale à celle dans Ps. Comme
les Pk sont premiers entre eux, on en déduit que Ps divise A dans Q[x]. Il
existe donc un polynôme unitaire S ∈ Q[x], indépendant de p ∈ G, tel que
A(x) = S(x)Ps(x), donc c(yp, ns)(x) = µpS(x)Ps(x).

Par suite µpS(x)Ps(x)Pk(x) = (−1)s−kc(yp, nk)(x)Ps(x). Donc on a

c(yp, nk)(x) = µp(−1)s−kS(x)Pk(x), ce qui termine la démonstration. �

Nous passons à la proposition suivante :

Proposition 5.4. — Soit s � 1, P0, · · · , Ps des polynômes dans Q[x],
avec Ps non nul.

Soit (F) l’équation aux différences :

Ps(x)∆s(y) + · · ·+ P0(x)y(x) = 0

On suppose qu’il existe un ensemble infini G de nombres premiers p, tel que
si p ∈ G, l’équation aux différences (F) a s solutions yk,p, séries entières
à coefficients dans Cp, de rayon de convergence strictement supérieur à 1,
linéairement indépendantes sur Cp.

Alors (F) possède s solutions polynômes à coefficients dans Q, linéai-
rement indépendantes sur Q.

Démonstration. — On peut supposer que Ps est unitaire, et que les Pk
sont premiers entre eux. Nous allons faire une récurrence sur s; Le cas s = 1
a été traité dans le lemme 5.2. Il nous faut passer maintenant du cas d’ordre
� s− 1 à l’ordre s.

On regarde d’abord le cas où P0 est nul. En posant z = ∆(y), on est
ramené au cas de l’équation (H) suivante :

(H) Ps(x)∆s−1(z) + · · ·+ P1(x)z = 0

Soit p ∈ G. Les zk,p = ∆(yk,p) sont solutions de l’équation (H). Elles ne
peuvent pas être linéairement indépendantes, ni toutes nulles (car alors
toutes les yk,p serait constantes, ce qui est impossible car s � 2). Soit r
le rang de la famille des zk,p, on a donc 1 � r � s − 1. On peut sup-
poser que les zk,p, 1 � k � r sont linéairement indépendantes. Tous les
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zk,p s’expriment alors comme combinaison linéaire des zk,p, 1 � k � r + 1.
On en déduit facilement que tous les yk,p s’expriment comme combinai-
son linéaire des yk,p, 1 � k � s − 1, et de la constante 1. Il en résulte que
s � r+1, et donc r = s−1. Par conséquent, on peut appliquer l’hypothèse de
récurrence à l’équation (H). Elle possède donc s−1 solutions polynômes Hk,
k = 1, · · · , s− 1, linéairement indépendantes sur Q. Il existe des polynômes
Tk ∈ Q[x] tels que ∆(Tk) = Hk. La famille des Tk à laquelle on rajoute
la constante 1 est alors une famille de s polynômes, solutions de (F), que
l’on voit facilement être linéairement indépendantes sur Q, ce qui termine
la démonstration dans ce cas.

On suppose donc dans la suite que P0 	= 0.

On peut alors considérer l’équation vérifiée par les ∆(y), où y parcourt
les solutions de (F). Soit (F1) cette équation, cf le lemme 5.1. On peut
l’écrire sous la forme :

Ps,1(x)∆s(z) + · · ·+ P0,1(x)z = 0

où les polynômes Pk,1 ∈ Q[x] sont premiers entre eux, et Ps,1 est unitaire.
Si P0,1 est non nul, on peut itérer et trouver une équation d’ordre s vérifiée
par les ∆2(y), où y parcourt les solutions de (F), etc.

Nous allons montrer que ce processus ne peut se poursuivre indéfiniment ;
pour cela, nous raisonnons par l’absurde. Nous supposons donc que pour
tout j, l’équation (Fj) ayant pour solutions les ∆j(y), où y parcourt les
solutions de (F), est de la forme :

Ps,j(x)∆s(z) + · · ·+ P0,j(x)z = 0

avec les Pk,j ∈ Q[x], premiers entre eux, et le polynôme Ps,j unitaire, avec
la propriété que P0,j 	= 0 pour tout j, et nous voulons trouver une contra-
diction.

Posons zk,j = ∆j(yk,p). Alors les zk,j , 1 � k � s, sont des solutions
de (Fj) qui sont linéairement indépendantes sur Cp. En effet, si ce n’est
pas le cas, soit j0 le plus petit entier tel que les zk,j soient linéairement
dépendantes. On a j0 � 1, et il existe une combinaison linéaire non triviale

nulle des ∆j0(yk,p) :

s∑

k=1

λk∆
j0(yk,p) = 0. Par suite

s∑

k=1

λk∆
j0−1(yk,p) = θ,

où θ est une constante. Cette constante ne peut être nulle, car les ∆j0−1(yk,p)
sont linéairement indépendants. Par suite, la constante 1 est solution de
l’équation (Fj0−1), et on a P0,j0−1 = 0, contrairement à l’hypothèse faite.

Par suite, on peut appliquer à l’équation (Fj) les résultats du lemme
5.3. Il existe des polynômes unitaires Aj et Sj dans Q[x], indépendants de
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p ∈ G, et des constantes non nulles µp,j dans Cp telles que c(zj , nk) =

(−1)s−kµp,jSj(x)Pk,j(x).

Notons A = A0 (on a donc A(x) = A0(x) = S0(x)Ps,0(x) = S(x)Ps(x)),
δh le coefficient du terme de plus haut degré de P0,h. Soit j un entier tel
que js > d(A), que l’on fixe à partir de maintenant. Soit aussi p ∈ G tel que
tous les δh, 0 � h � j, soient de module 1, et que les zéros des polynômes
Ah, Ps,h, pour h � j, soient tous de module � 1.

On remarque que, avec des notations évidentes

c(∆h+1(yp), ns) = c(∆h(yp), n0)

Donc
µp,h+1Sh+1(x)Ps,h+1(x) = (−1)sµp,hSh(x)P0,h(x)

d’où on déduit que µp,h+1 = (−1)sµp,hδh. Par les hypothèses faites, on a
alors que |µp,h+1| = |µp,h|, de sorte que |µp,j | = |µp,0| = |µp|.

D’autre part, on a : c(∆j(yp), ns) = c(yp,mj), où mj = (j, j +1, · · · , j +

s− 1).

On en déduit que pour R > 1 convenable on a :

|c(∆j(yp), ns|(R) �
|c(yp, ns|(R)

Rjs

Soit encore :

|µp,j ||Sj |(R)|Ps,j |(R) � |µp,0||S0|(R)|Ps,0|(R)

Rjs

Compte tenu du choix de p ∈ G, il vient :

Rd(Sj)+d(Ps,j) � Rd(A)−js

et comme R > 1, on en déduit que

d(Ps,j) � d(Sj) + d(Ps,j) � d(A)− js < 0

ce qui est absurde puisque Ps,j est non nul., et ceci démontre l’assertion.

Il existe donc des entiers j tels que P0,j = 0. Soit j0 le plus petit entier tel
que l’on ait cette propriété, on a j0 � 1, et P0,h 	= 0 si h � j0−1. On procède
alors comme au début de la preuve (le cas P0 = 0) pour montrer que (Fj0−1)
possède s solutions polynômes dans Q[x], linéairement indépendantes sur
Q, et il est facile de montrer qu’alors (F ) possède également s solutions
polynômes dans Q[x], linéairement indépendants sur Q. �
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Pour continuer, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 5.5. — Soit s � 1, et P0, · · · , Ps des polynômes dans Q[x]. avec
Ps non nul. Soit (F) l’équation aux différences :

(F ) Ps(x)∆s(y)(x) + · · ·+ P0(x)y(x) = 0

Il existe un polynôme non nul A à coefficients dans Q, unitaire, qui possède
la propriété suivante : Soit p un nombre premier, et y une solution méromor-
phe de (F) dans un disque D(0, ρp) de Cp avec ρp > 1. Alors A(x)y(x) est
analytique dans D(0, ρp).(Le polynôme A trouvé est donc indépendant à la
fois de p premier et de toute solution y méromorphe dans un disque de Cp
de l’équation (F)).

Démonstration. — On peut écrire l’équation (F) sous la forme (F ∗)
suivante :

Qs(x)Es(y)(x) + · · ·+ Q0(x)y(x) = 0

On a Qs = Ps, qui est donc non nul. A priori, on ne peut dire la même
chose de Q0, qui peut être nul. Si c’est le cas, soit l le plus petit entier avec
Ql 	= 0 (l peut parfaitement être égal à s). En faisant une translation sur
la variable x, on se ramène au cas où Q0 est non nul, avec une équation
d’ordre inférieur. On peut donc supposer sans perte de généralité que Q0

est non nul.

Ceci étant posé, soit y une solution méromorphe dans un disque D(0, ρp)
de Cp, avec ρp > 1, et ω un pôle de y. Si Q0(ω) est non nul, il résulte de
l’équation (F ∗) qu’il existe l1 � 1 tel que ω + l1 est pôle de y. On ne peut
poursuivre ce procédé indéfiniment. Il existe un entier lω � 0 tel que si
j � 1, ω + lω + j n’est plus pôle de y. Il résulte alors de l’équation (F ∗) que
Q0(x + lω)y(x + lω) n’a plus ω comme pôle. Par suite ω + lω est un zéro θ
de Q0 (dans Cp).

On peut maintenant raisonner en sens inverse : Si ω est un pôle de y, et
si Qs(ω − s) est non nul, il existe l � s − 1 tel que ω + l − s soit pôle de
y, autrement dit il existe k1 � 1, tel que ω − k1 soit pôle de y. On ne peut
encore poursuivre indéfiniment le procédé, donc il existe un kω � 0, tel que
ω − kω est pôle de y, et pour tout l � 1, ω − kω − l n’est plus pôle de y.
Par l’équation (F ∗), on en déduit que Qs(x − kω − s)y(x − kω) n’a plus ω
comme pôle, et par suite ω−kω− s est un zéro λ de Qs (toujours dans Cp).

Il en résulte que lω + kω + s est la différence entre un zéro θ de Q0(x),
et un zéro λ de Qs(x). On regarde donc toutes les différences entre ces
zéros (dans Cp) qui possèdent la propriété d’être des entiers naturels, ce
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qui est un ensemble fini qui ne dépend que de Q0 et Qs, et pas de p (c’est
en fait l’ensemble des entiers n � 0 tels que Q0(x) et Qs(x + n) ne soient
pas premiers entre eux). Cet ensemble est donc majoré, disons par m ∈ N,
indépendant de p, et pour tout ω, on a lω � lω + kω + s � m.

On écrit maintenant l’équation sous la forme

Q0(x)y(x) =

s∑

j=1

Aj,0(x)y(x + j)

où les Aj,0 = −Qj(x) sont des polynômes. On multiplie cette égalité par
Q0(x + 1), et dans le second membre, on utilise l’équation (F ∗) pour x + 1
pour exprimer le terme Q0(x + 1)y(x + 1), etc. On trouve pour tout n une
relation de la forme

Q0(x)Q0(x + 1) · · ·Q0(x + n)y(x) =

n+s∑

j=n+1

Aj,n(x)y(x + j)

où les Aj,n sont des polynômes. Prenons n = m, on a donc :

Q0(x)Q0(x + 1) · · ·Q0(x + m)y(x) =

m+s∑

j=m+1

Aj,n(x)y(x + j)

Il résulte de ce qui précède que, pour tout ω pôle de y, le second mem-
bre de cette égalité n’a pas de pôle en ω. La fonction A(x)y(x) avec A(x) =
Q0(x)Q0(x+1) · · ·Q0(x+m) est donc analytique dans D(0, ρp), et comme m
est indépendant de p, il en est de même de A, ce qui termine la démonstration
du lemme. �

Nous pouvons énoncer et démontrer maintenant le résultat principal de
cette partie :

Théorème 5.6. — Soient s � 1, et P0, · · · , Ps des polynômes dans Q[x],
avec Ps non nul.

Soit (F) l’équation aux différences :

Ps(x)∆s(y) + · · ·+ P0(x)y(x) = 0

On suppose qu’il existe un ensemble infini G de nombres premiers p, tel
que si p ∈ G, l’équation aux différences (F) a s solutions yk,p, fonctions
méromorphes dans un disque de Cp de rayon strictement supérieur à 1,
linéairement indépendantes sur Cp.

Alors (F) possède s solutions fractions rationnelles à coefficients dans
Q, linéairement indépendantes sur Q.
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Démonstration. — Nous utilisons le lemme 5.5 précédent. Considérons
l’équation déduite de (F) en posant z = A(x)y(x), où A est le polynôme
dont l’existence est démontrée dans le lemme 5.5. Il est clair que si y est
solution de (F), z est solution d’une équation (H), équation aux différences
à coefficients polynômes dans Q[x].

Par les hypothèses faites, il vient immédiatement que si p ∈ G, les
zk,p(x) = A(x)yk,p(x) sont des solutions linéairement indépendantes de
l’équation (H). Par le lemme 5.5, ce sont des séries entières de rayon de
convergence > 1 dans Cp. Par le théorème 4.2, l’équation (H) possède s
solutions polynômes linéairement indépendantes sur Q, donc l’équation (F)
possède s solutions fractions rationnelles, linéairement indépendantes sur
Q, ce qui termine la démonstration. �
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