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Un ¢-analogue du Théoreme de
Fukazawa-Gel’fond-Gramain

JEAN-PAUL Brzivin®

RESUME. — Soit ¢ dans Z tel que |q| 2> 2. Dans cette note, nous démontrons
que si une fonction entiere f a une croissance assez lente et si f(¢"+ig™) €
Zli] pour n,m € N, alors f est un polynéme.

ABSTRACT. — Let ¢ € Z such that |q| 2 2. In this note, we show that if
f is an entire function such that f(¢"™ + iq™) € ZJi] for n,m € N, and if
f is of sufficiently slow growth, then f is a polynomial.

1. Introduction, notations et résultats

Pour f fonction entiere d’une variable complexe, on note dans la suite

pour 7> 0 [f[(r) = Sup{[f(2)]; [z| < r}.

Il y a eu de trés nombreux travaux sur les fonctions entieres arithmétiques,
c’est-a-dire les fonctions entieres d’une variable complexe prenant des valeurs

entiéres en certains points de C. Le premier résultat du genre est un résultat
de G.Polya (voir [8]) :

THEOREME (G. POLYA).— Soit f une fonction entiére d’une variable
complexe, telle que f(N) C Z, et qu’il existe une constante ¢ < ¢y = log2
telle que |f|(r) < exp(er) pour tout r assez grand. Alors f est un polynome.
La constante ¢y = log2 est la meilleure possible.

(*) Regu le 05/05/2013, accepté le 23/09/2013

(1) 1, Allée Edouard Quincey, 94200, Ivry-sur-Seine, France
jp.-bezivin@orange.fr, http://jp.bezivin.pagesperso-orange.fr

Article proposé par Damian Rossler.
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Ce résultat a été étendu a Z[i] par S. Fukasawa (voir [3]), A. Gel’fond
(voir [4]) et finalement F. Gramain (voir [6]) pour obtenir le théoréme sui-
vant :

THEOREME (FUKAZAWA-GEL'FOND-GRAMAIN). — Soit f une fonction
entiere d’une variable complexe. On suppose que f(Z[i]) C Z[i], et qu’i

. us
existe une constante ¢ < cg = % telle que pour tout r assez grand, on a
e

|f1(r) < exp(er?). Alors f est un polynéme. La constante co = % est la

meilleure possible.

D’autre part, A. Gel’fond a démontré en 1933 un g-analogue du théoréeme
de G.Polya cité ci-dessus (voir [5]) :

THEOREME (GEL’FOND).— Soit f une fonction entiére d’une variable
compleze, et ¢ € Z, |q| = 2. On suppose que la fonction f vérifie f(¢™) € Z

(log r)? 1
og 4] ), avec ¢ < ¢y = 7

pour tout v assez grand. Alors f est un polynome. La constante cy =

pour tout n € N, et que 'on a |f|(r) < exp(c

est

RS,

la meilleure possible.

Dans cette note, nous allons étudier le probleme suivant, qui est un
mélange entre le théoreme de Fukazawa-Gel’fond-Gramain et celui de A.
Gel’fond : Soit g € Z, |q| = 2. Que peut-on dire des fonctions entieres f telle
que lon ait f(¢™ + i¢™) € Z][i] pour tout couple (n,m) d’entiers naturels ?

Nous allons démontrer le résultat suivant :

THEOREME 1.1. — Soit q € Z, |q| > 1. Soit f une fonction entiére
d’une wvariable complexe. On suppose que, pour tous n,m dans N, on a
f(g™ +ig™) € Z[i]. Si f vérifie de plus que

(log7)®

log g%

[£1(r) < exp(c

pour tout T assez grand, avec 0 < ¢ < ¢y = alors f est un polynome.

2
139’
Remarque 1.2. — 1) Nous n’avons pas essayé de trouver la meilleure con-
stante possible ¢, en nous contentant de donner une valeur explicite pour
¢o (et en faisant des majorations assez grossieres). Par contre, le lemme 2.4
ci-dessous montre que l'exposant 3 de logr qui apparait dans la majoration
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Un g-analogue du Théoréeme de Fukazawa-Gel’fond-Gramain

du module maximum de f est le meilleur possible, puisque la fonction h
entiere qui y est construite n’est pas un polyndme, vérifie h(¢™ 4 ig™) = 0
2(logr)? 2
pour tous n,m dans N, et on a |h|(r) < exp(=—+—=—= + O((logr)?)).
= 3(log gl)?

2) La démarche consistant & définir une fonction de deux variables com-
plexes F par F(z1,29) = f(z1 + i22), qui vérifie F(¢", ¢™) € Z[i] pour tous
n, m, et d’utiliser les résultats de P. Bundschuh (voir [1], en particulier Satz
1) ne semble pas aboutir, en raisons des conditions imposées a la croissance

de f.

2. Résultats préliminaires
Notre premier outil sera un « Lemme de Schwarz » :

LEMME 2.1. — Soit f une fonction entiére d’une variable compleze. Soient
r, R tels que R > r > 0. Soit U une partie finie du disque D(0,71), on suppose
que f est nulle sur U. On a alors la majoration :

-7
2r )

log | |(r) < log|f|(R) — Card(7) log( ™

Démonstration. — Voir [7], page 15. O

Notre deuxiéme outil est un « Lemme de Siegel » (nous avons utilisé une
forme simple) :

\

LEMME 2.2. — Soit G = (gr,;) une matrice a coefficients dans Z avec
N

M lignes et N colonnes. On suppose que N > M. Posons Ly, = Z |9kt
1=1

Il existe alors un vecteur X = (x;) non nul dans ZN, tel que GX =0,
et tel que

M
| < (T L)/ N0
k=1

Démonstration. — Voir [7], page 8. O
Cependant, nous utiliserons le lemme suivant qui s’en déduit :

LEMME 2.3. — Soit G = (gi;) une matrice a coefficients dans Z[i] avec
N

M lignes et N colonnes. On suppose que N > M. Posons Ly, = Z |9%.1
Jj=1
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11 existe alors un vecteur X = (z;) non nul dans Z[i|N, tel que GX = 0,
et tel que les x; soient majorées par

M
‘xl‘ < (\/5)( M/(N M) H 1/(N—M)

Démonstration. — On pose gr; = ak,; + by, avec ay,y, by, dans Z.
On pose aussi z; = a; + i, avec ay, 5; € Z. Le systeme GX = 0 devient
un systéme aux 2N inconnues aq,---,an, 31, -, BN, et aux 2M équations

N

obtenues en remplacant ’équation de rang k : Z:z:l gk, = 0 par les deux
1=1
équations

M=

(apgoq —bryf) =0

N
Il
-

et

WE

(b0 + ar 1 81) =0

N
I
A

Si on note Lj la somme des valeurs absolues des g, [l = 1,---, N, on
voit que la somme des valeurs absolues des coefficients des deux équations
fabriquées ci-dessus est plus petite que v/2Ly.

On peut alors appliquer le lemme 2.3 : le systéme possede une solution
non triviale X = (z;) € (Z[i])", les valeurs absolues des parties réelles et
imaginaires des x; étant majorées par

(H<\/_L ) )1/ (2N—2M) NG M/(N M) ﬁ 1/(N—M)

k=1
et on en déduit immédiatement la majoration des |z;|. O
LEMME 2.4. — On considére le produit infini suivant :

h(z) = H (1—W)

n,mEN
Alors h est une fonction entiére d’une variable complezxe.

Ona:

ogr 3
log [](r) < ((fg—g'qf) 1 O((logr)?)

- 184 —
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Démonstration. — Le fait que h est entiere est laissé au lecteur. On
utilise d’abord la minoration suivante :

¢+ ig™| = VIaPF P > Valgl 2

ce qui fournit pour r > 0 et z dans C tel que |z| < r

r
< | I S
aa)l < n m(l i \/§|q\(n+m)/2)

On regroupe les termes tels que n +m =k :

)k+1

Al < H flq\’“/2

Pour un r grand on définit maintenant Ientier N par v/2|q|V/? < r <

21
V2lg|N+D/2. On a B L 0a).
10g|q|
Soit A= [[(1+ =) et B= [[ (14 —=—p)
foire \f\CJI’“/2 v V2lal*?

On commence par majorer B. Comme 7 < v/2|q|(NT1/2 on obtient

1 k+1 N
B< ] U+ Cve) = b
k>N+1

oﬁonaposéa:H(l Hh/z et 8= H1+ ‘h/2 )tz
h>0 h=0

On poursuit avec A :

k+1 _ (L)N2/2+O(N)|q‘—N3/6+O(N2)

foire \/_|Q|k/2 V2

Au total, on trouve que
N2logr N3log|q|
2 6

et en remplagant N par son expression en fonction de logr :

log |h|(r) < + O(N?)

ogr)3
log |](r) < (‘llg—gqi) L O((logr)?)

ce qui termine la démonstration. O
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THEOREME 2.5 Soit ¢ un mnombre complexe tel que |q| > 1, et f une
fonction entiére d’une variable complexe, non nulle. On suppose que f vérifie
une équation aux q-différences non triviale a coefficients polynomes :

S P2 f(d) = 0
k=0

avec donc Ps non nul. Alors il existe une constante A > 0 telle que pour
tout r assez grand, on ait :

(log7)?

B0 S Aoy

Démonstration. — Voir [9], Theorem 4.8. O

3. Equations aux ¢-différences a coeflicients polynomiaux

Nous allons utiliser la méthode de Schneider ; celle-ci a déja été utilisée
par Michel Waldschmidt (cf [10]) dans une preuve du théoréme de Polya
déja cité.

Nous allons utiliser cette méthode de Schneider de la maniére dont Peter
Bunschuh 1a utilisée dans [2], (voir le Théoréme 2).

Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant :

PROPOSITION 3.1. — Soit ¢ € Z, |q| > 1. Soit [ une fonction entiére
d’une wvariable complere. On suppose que, pour tous m,m dans N, on a
F(q™ +iq™) € Z[i]. Si f vérifie de plus que

(logr)®

log | f[(r) <CW

pour tout r assez grand, avec 0 < ¢ < ¢y = alors f vérifie une équation

2
139’
aux q-différences de la forme :

Po(2)f(2) + -+ Pr(2)f(d"2) + -+ Ps(2) f(¢°2) = 0
ou les Py sont des polynomes, avec Ps non nul.

Nous décomposons la preuve en plusieurs parties.
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3.1. Comnstruction d’une fonction

Soit N dans N non nul, et

N

g(z) = Z Py(2)f(¢"2)

k=0

ou les Py, sont des polyndmes que 1’on suppose & coefficients dans Z[i], et de
degré au plus un entier D.

On considere le systeme d’équations constitué par g(¢™ +1iq™) = 0, avec
n, m entiers naturels dans {0, - - -, L}. Les inconnues sont les coefficients ay, ;
des Py, qui sont donc dans Z[i].

On a donc (L + 1)? équations, et (D + 1)(N + 1) inconnues.

Nous allons choisir ces quantités telles que N = D = 2L et L sera pris
supérieur & un entier Ly > 3, de facon que les quantités log2,2log(2L +
1), Llog 2, soient toutes inférieures L? log |q|, et 3L% +2L > 2(L+1)?. Nous
imposerons aussi que, pour tout S > Lg, on a :

—0,007(S + 1)*(log |q|) + 16(S + 1)*(log |q]) < —0,006(S + 1)*(log |q|)

Une équation du systeme considéré ci-dessus est de la forme :

> an (g +ig™Y f(T +id" ) =0
kg

Nous allons commencer par majorer la somme des modules coefficients
d’une ligne.

Cette somme est :

> lg" +ig™ P +igk )]
h

Ona |qn+iqm‘ < \/§|q|max{n,m}7 et |f(qk:+n+iqk+m)| < ‘f|(\/§|q‘k+max{n,m})'
On trouve donc comme premiere majoration :

S (Vg (2 e

0<k<N;0<j<D
que l'on peut immédiatement majorer par :

(N + 1)(D + 1)(V2)P g Prooxtmmb | £(v/2]g Vrmextnmd)
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Comme max{n,m} < L, on obtient finalement comme majorant :

H = (N +1)(D+1)(V2)P|q|*?| f1(V2]q¥* )

On tient compte maintenant des valeurs de N, D, on trouve que log H
est majoré par :

(logv/2 + 3L1log |q|)®

2log(2L + 1) + Llog2 + 2L?log |q| + ¢
Ll v (o 4)?

Compte tenu des hypotheses faites sur L :
log H < 4L%log|q| + ¢(1 4+ 3L)*log|q|
(on a majoré log v/2 par log|q|)) et finalement, puisque 37¢ < 1, il vient
log H < 27cL?log |q| + 37cL?log |q| + 4L? log |q| < 27cL?log |q| 4+ 5L% log|q|
Par le lemme 2.3, le systeme envisagé a une solution non triviale ay,;,
les quantités |ay ;| étant majorées par :

T — \/5(\/5)(L+1)2/((N+1)(D+1)7(L+1)2)(H(L+1)2)1/((N+1)(D+1)7(L+1)2)

Comme (N + 1)(D + 1) — (L + 1) = 3L? + 2L > 2(L + 1)? par les
log V2(L + 1)?
(N+1)(D+1) = (L+1)%

(L +1)%log H
(N+1)(D+1)—(L+1)?

sont tous

hypotheses faites, les termes log(v/2),

1
majorés par L?(log|q|), et le terme par 3 log H.

On obtient finalement :

log H
2

27
log T < 2L? log |q| + < 7cL3 log |q| + 5L log |q|

3.2. Extrapolation

On consideére donc désormais la fonction définie par g(z) = Z Pi(2)f(¢"2)
trouvée dans la section précédente, qui vérifie donc g(g™ + ig™) = 0 pour
tout n,m < L. Nous allons montrer que ’hypotheése que g n’est pas la
fonction nulle implique que g est la fonction nulle, (et cette contradiction
montrera que g est la fonction nulle...).
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Soit ¢; = 0,006. Pour un entier S > L, on considére maintenant les deux
assertions suivantes :

Is : Pour tous n,m < S, on a g(¢" +iq™) =0 ;

ITs : log|g|(v2]g|”) < —e1.5°(log |g))-
L’assertion I, est vraie par construction.
Nous montrons tout d’abord que IIg implique Ig.

En effet, on a pour n,m < 5, 'inégalité

l9(¢" +iq™)| < |g(v2]q]%) < exp(—c15%(log lq])) < 1

Comme ¢(g™ + ig™) est dans Z[i], ceci implique qu’il est nul.
Nous montrons maintenant que Is implique I1gy.

Nous allons appliquer le lemme 2.1. On choisit r = /2 |g|°+!, ensemble
U est 'ensemble des ¢" + ig™, avec n,m < 5, qui est de cardinal (S+1)2
et inclus dans le disque D(0,7), et R = v/2|q[3(5+1.

On a donc :
9 R—r
log |g|(7) < log|g|(R) — (S + 1) log(—;—)
On a R ) )
T 2012572 1) > 2 g[2(5+D)
5 5 (] 24

ce qui donne :
log |g|(r) <log|g|(R) — 2(S +1)*(log |q|) + 2(log 2)(S + 1)°
et comme log 2 < log|q]| :

log |g|(r) < log |g|(R) — 2(S + 1)*(log |q]) + 2(log |q]) (S + 1)*

Nous estimons maintenant |g|(R).

On a:
N

9(R) <Y |PI(R)|f1(lal* R)

k=0
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De plus :
|Py|(R) <T(1+R+---+RP)<T(D+1)R"
On en déduit que

l9I(R) < (N + )T (D + DRP|f|(|a|" R)

donc
log|g|(R) < Dlog R+ logT + log((N 4+ 1)(D + 1)) + log |f|(|q\NR)
Il vient alors :

(Nloglq| + log R)?
(log |ql)?

On remplace N, D par leurs valeurs en fonction de L et R en fonction de S.

log |g|(R) < Dlog R+ logT +1log((N +1)(D+1)) +¢

Le terme DlogR = 6L(S + 1)log|q| + Llog2 est majoré par 7(S +
1)%(log lq|)-

Le terme log((N + 1)(D + 1)) = 2log(2L + 1) est majoré par L?(log|q|)
par hypothese, donc par (S + 1)?(log|q|).

On a

(Nloglq| +log R)®>  (2Llog|q| + 3(S + 1)log|q| + log(v2))?

(log[ql)? (log|ql)?

On majore 2L log |q| 4 3(S + 1) log |q| +log(v/2) par 5(S + 1) log |¢| +log |q],
ce qui donne :

(Nlog|g| +log R)?
(log|q)?

< 125(5 + 1)* (log q]) + 91(S + 1) (log |g])

Enfin, on a :
27T 4 9 27 3 9
logT < ?cL log |q| + 5L* log |¢| < 30(5 +1)°log|g| + 5(S + 1)°log|q|
Finalement, en majorant 91¢ par 2 :
27 .
log |g](R) < (125 + Z-)e(S + 1)*(log ql) + 14(S + 1)*(log |q])
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11 en résulte que log |g|(r) est majoré par :

(138, 5¢ — 2)(S + 1)3(log |q|) + 16(S + 1)%(log|q|)

2
Comme ¢ < 139 et S > L > Ly, il vient :

log |g|(r) < —0,007(S+1)*(log|q])+16(S+1)*(log |q|) < —0,006(S+1)*(log|ql)
et cette derniere majoration est I1gy;.

Compte tenu de ce qui précede, on obtient donc que Ig et g sont vraies
pour tout S > L+ 1. On a donc d’apres ITg que log|g|(r) < 0 pour tout
r, ce qui montre que la fonction g est constante, donc nulle puisqu’elle a de
nombreux zéros.

On a donc bien montré que la fonction f vérifie une équation non triviale
aux g¢-différences.

4. Equation algébrique
Notre but est maintenant la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1. — Soit f une fonction entiére telle qu’il existe une
constante A > 0 telle que l'on ait pour r assez grand linégalité |f|(r) <
1 2

- 3 Uogr)
log |q|

N. Alors il existe un polynome Q(X,Y) non nul, a coefficients dans C, tel

que Q(z, f(z)) = 0.

). On suppose de plus que f(q™ +1iq™) € Z[i] pour tout n,m €

Nous suivons le schéma de la démonstration qui précede.

4.1. Construction d’une fonction auxiliaire.
Posons

9(2) = 3" Pu()f(2)"

ou les polynomes Pj sont de degré au plus D, les coefficients de Py sont
dans Z[i]. On écrit

D
Pi(z) = Z amzj
j=0
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Soit L un entier non nul. Nous allons considérer le systeme d’équations en
les inconnues ay ; défini par g(¢" + i¢™) = 0, avec n,m < L. On a donc
(L + 1)? équations et (N + 1)(D + 1) inconnues.

Nous notons [z] la partie entiere du réel positif x, et nous posons N =
[2L1/2], D = [2L3/?]. Soit Lg tel que pour tout L > Lo, les quantités :
log 2,1og(N + 1),log(D + 1), Dlog /2, soient < (L + 1)%(log |¢|). Nous im-
posons aussi que pour L > Lg, on ait (N +1)(D+1) — (L+1)% > 2(L+1)?,
que

1
(21X +17)(L + 1)*/*(log |q|) — (L + 1)*(log|q|) < 5L+ 1)*(log |q|)
pour tout L > L.

SOit L > Lo.

On commence par majorer les coefficients d’une ligne d’une équation
g(¢™ 4+ ig™) = 0. On a une premieére majoration par :

> lg" +ig"PIf (¢ +ig™)|*
"

Le facteur |¢" +ig™|’| f(¢"+ig™)|" est majoré par (v2]q|")’ (| f|(v2lq[*))" et
par suite par (v2]g|")P(|f|(vV2|¢|¥))"N. Par conséquent, on obtient comme
majorant :

H = (N+1)(D+1)(V2lg[")" (1 f1(V2lql )Y
On a donc :

log(v/2 + Llog |q|)?
log H < log(N-+1)-+log(D+1)+LD(log a|)+D(log vZ) AN 0g(v2 + Llog [g])

log |q]

On note que ((logv/2) + Llog|q|) < (L + 1)(loglq|), de sorte qu’avec les
hypotheses faites,

log H < LD(log|q|) + AN (L + 1)*(log |q]) + 3(L + 1)*(log |q])

Ona D < 2L3%?41, done LD < 2052+ L < 2(L+1)%2 4 (L+1)?, et N <
202 41 < 2(L+1)Y2 41, de sorte que N(L+1)% < 2(L+1)%2 4 (L +1)2.

Finalement, on obtient que :
log H < (2A+2)(L+1)*" log |q|+(4+X) (L+1)*(log [¢]) < (3A+6)(L+1)*/*(log |g])
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Nous utilisons maintenant le lemme 2.2, qui entraine que notre systeme
a une solution non triviale, les valeurs absolues des ay, ; étant majorées par

T— ﬁ(\@)(L+1)2/((N+1)(D+1)7(L+1)2)(H(L+1)2)1/((N+1)(D+1)7(L+1)2)

1 1 1
(Nt DD+ D@+ S22 S @Tr?

donne comme majoration pour logT :

On a

ce qui

log T < log V2 4 log V2 +log H < (3\ + 7)(L + 1)°/?(log |q|)

4.2. Extrapolation

Nous considérons la fonction g trouvée dans la section précédente, et

nous procédons comme auparavant en supposant g non nulle. Soit ¢; = 3
Pour S > L, on considere les deux assertions :

Is : On a g(¢™ 4 iqg™) = 0 pour tous les n,m < S ;

ITs : On a |g|(V2]q|%) < —c15%(log|q]).
L’assertion I;, est vraie par construction.
On montre d’abord que assertion IIg implique ’assertion Ig.

En effet, si n,m < S, on aura que g(q" +iq™) € Z[i], et |g(¢" +iq™)| <
91(v2]q|%) < exp(—c15%(log [¢)) < 1, de sorte que g(¢" +ig™) = 0.

On montre maintenant que l’assertion Is implique lassertion I1g,1.

Nous appliquons le lemme 2.1 en choisissant r=+/2|¢|* ™!, R= \/§\q|2(5+1);
U est 'ensemble des ¢" + iq™ avec n,m < S, de cardinal (S + 1)2.

Nous commencons par majorer |g|(R). On a tout d’abord que

|Po|(R) < T(1+R+---+R”) < (D+1)TR”

Le terme Py (2)(f(2))* est donc majoré par

log(v/2) 4 2(S + 1) log |¢])*

(
T(D + 1)RP exp(\k
( ) p( log |q]

)
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et on trouve donc comme majorant

(log(v/2) +2(5 + 1) log |q)*

R) < (N + 1D)T(D + 1)RP exp(AN
lgl(R) < ( )T ( ) p( og [d]

)

On majore log /2 par log|g|, on prend le logarithme, et on utilise les
hypotheses faites sur L (en tenant compte que S > L) ; il vient :

log |9/(R) < logT + Dlog R+ AN(2(S +1) +1)* log |¢| + 2(L + 1)*(log |q|)
Le terme Dlog R = D(2(S + 1) log |g| + log(v/2)) est < 4(L +1)3/2(S +

1)log g +2(L+1)321og /2 < 6(S+1)°2(log|ql), et le terme N(2(S+1)+

1)? est < 8(S +1)%/2 +10(S 4 1)? < 18(S + 1)5/2 en procédant de méme.

Par suite :

log|g|(R) < (21A +15))(S + 1)/ (logql)

1 S+1 |Q\S+1
il 1) >
S(lal* " -1) > 2

R—r
sorte que log(~——") > (8 +1)(log al) ~2(10g2) > (5 +1)log gl —2(log a]).

. R—r
Nous regardons maintenant le terme o , de
r

Par le lemme 2.1, on a la majoration :
logg|(r) < (21A+15)(S +1)*2(log |g|) — (S +1)*((S +1) log 4| —2(log |g]))

soit
log |g|(r) < (21X +17)(S + 1)*/*(log |q|) — (S + 1)*(log |q])

Par le choix de Lo, et le fait que S > L > Ly, on obtient que log |g|(r) <

1
—5(5—&— 1)3(log |q|), ce qui est ITs 1. On en déduit que Is et ITg sont vrais
pour tous les S > L+ 1, et par suite comme dans la conclusion de la partie
précédente, la fonction g est nulle, ce qui termine la démonstration de la

proposition 4.1.

5. Démonstration du théoréme 1.1

Sous les hypothéses du théoréeme 1.1, on peut appliquer les résultats de
la proposition 3.1 : Il existe une constante A > 0 telle que, pour tout r assez
(logr)? )

grand, on a |f|(r) < exp(A
1) < exp(a 220
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On a donc vérifié les hypotheses de la proposition 4.1, ce qui montre qu’il
existe un polynéme @ a deux variables, non nul, tel que Q(z, f(z)) = 0. Par

suite,

f est entiere et algébrique sur C(z), c’est donc un polynoéme, ce qui

termine la démonstration.
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