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Interpolation des espaces de Hardy vectoriels

Daher Mohammad(1)

RÉSUMÉ. — On étudie d’abord la propriété de Radon-Nikodym analytique
pour les espaces d’interpolation réels ou complexes associés à un couple
(A0, A1) d’espaces de Banach tels que A0 soit dense dans A1.

On montre que [�∞(A0), (�∞(A1)]θ est un sous-espace strict de

[�∞(A0), (�∞(A1)]θ, sauf si A0 = A1. On compare ensuite les interpolés
d’espaces de fonctions harmoniques hp(D, Aj) aux fonctions harmoniques
à valeurs dans l’interpolé, lorsque l’identité i : A0 → A1 est un opérateur
de Radon-Nikodym. On en déduit un exemple où Lp(T, V θ) est un sous-
espace strict de [Lp(T, V0), Lp(T, V1)]θ, 1 < p <∞.

On étudie parallèlement l’interpolation des espaces de Hardy vecto-
riels, lorsque i ou i∗ est un opérateur de Radon-Nikodym analytique.

ABSTRACT. — We first study the analytic Radon-Nikodym property for
the real or complex interpolation spaces associated to a couple (A0, A1)
of Banach spaces such that A0 is dense in A1.

We show that, unless A0 = A1, [�∞(A0), �∞(A1)]θ is a proper sub-

space of [�∞(A0), �∞(A1)]θ. We compare the interpolates of spaces
hp(D, Aj) of harmonic functions to the harmonic functions with values in
the interpolate, when i : A0 → A1 is a Radon-Nikodym operator. We give
an example where Lp(T, V θ) is a proper subspace of [Lp(T, V0), Lp(T, V1)]θ,
1 < p <∞.

We study in the same way the interpolation of vector valued Hardy
spaces, when i or i∗ is an analytic Radon-Nikodym operator.
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(1) 32, Rue Jacques Monod 77350 Le Mée sur Seine-France
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Introduction

Dans tout l’article A0, A1 désignent deux espaces de Banach, A0 étant un
sous-espace dense de A1 ; on note i : A0 → A1 l’application identique, qu’on
suppose de norme 1. On étudie d’abord la propriété de Radon-Nikodym
analytique pour les espaces d’interpolation réels ou complexes associés à un
tel couple ou au couple des duaux.

On suppose ensuite que i ou i∗ est un opérateur de Radon-Nikodym
et on compare les interpolés des espaces de fonctions harmoniques sur le
disque à valeurs dans Aj ou A∗j aux fonctions harmoniques à valeurs dans
l’interpolé. Puis on étudie parallèlement l’interpolation plus délicate des
espaces de Hardy vectoriels sur le disque, lorsque i ou i∗ est un opérateur
de Radon-Nikodym analytique.

Notations et rappels

Si X est un espace de Banach complexe, X∗ désigne son dual. Pour
p ∈ [1,∞] le conjugué de p est noté p′, 1/p′ + 1/p = 1. On note D le disque
unité ouvert dans C, dt la mesure de Lebesgue normalisée sur le tore T.
Rappelons qu’une fonction harmonique h : D→ X est de la forme

h(r eit) =
∑

k∈Z
xkr
|k| eikt (0.1)

où, pour tout 0 < r < 1, la série
∑
k∈Z ‖xk‖Xr|k| converge. Désignons par

hp(D, X) l’espace des fonctions harmoniques h : D→ X, bornées si p =∞,
ou vérifiant si p ∈ [1,+∞[,

sup
0<r<1

∫

T
‖h(r eit)‖p dt < +∞.

On notera hr ∈ Lp(T, X) la fonction définie par hr(e
it) = h(r eit).

Soit Pr le noyau de Poisson : Pr(θ) = (1 − r2)/|1 − r eiθ |2. L’espace
Lp(T, X) se plonge isométriquement dans hp(D, X), 1 � p � ∞, grâce à
l’intégrale de Poisson :

f → f̃(r eit) = (f ∗ Pr)(t).

Si 1 < p �∞, l’image de Lp(T, X) cöıncide avec le sous-espace de hp(D, X)
formé des fonctions h telles que, pour presque tout t, et toute suite rn →
1−, la suite hrn(t) converge dans X vers la limite f(t). Alors h = f̃ . On

identifiera souvent f et f̃ .
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Pour 1 � p �∞, notons Hp(D, X) le sous-espace de hp(D, X) formé des
fonctions holomorphes, c.-à-d. pour lesquelles xk = 0, k < 0, et Hp(T, X)
l’espace des fonctions f ∈ Lp(T, X), telles que

∫

T
eikt f(t) dt = 0,∀k ∈ N∗.

La notation C(T, X) désignera l’espace des fonctions continues sur T à
valeurs dans X et CN(T, X) = C(T, X) ∩H∞(T, X).

Définition 0.1. — Un opérateur borné T : X → Y est de Radon-
Nikodym (resp. de Radon-Nikodym analytique) si, pour toute fonction f ∈
h∞(D, X) (resp. f ∈ H∞(D, X)) la fonction z → T [f(z)] admet des limites
radiales presque-partout dans Y .

L’espace X a la propriété de Radon-Nikodym (resp. de Radon–Nikodym
analytique) si l’identité de X a la propriété correspondante.

L’espace X a la propriété de Radon-Nikodym si hp(D, X) = Lp(T, X) pour
un p ∈ ]1,+∞] ; l’égalité a alors lieu pour tout p ∈ ]1,+∞]. L’espace X
a la propriété de Radon-Nikodym analytique, notée RNa, si on a l’égalité
Hp(D, X) = Hp(T, X) pour un p ∈ [1,+∞] ; l’égalité a alors lieu pour tout
p ∈ [1,+∞], voir [8].

Un opérateur faiblement compact T : X → Y se factorise par un espace
réflexif, donc est un opérateur de Radon-Nikodym.

Définitions et rappels sur l’interpolation

Soient B = (B0, B1) un couple d’interpolation au sens de [4, chap. II],
et θ ∈ ]0, 1[.

a) Soient

S = {z ∈ C ; 0 � Re(z) � 1} , S0 = {z ∈ C ; 0 < Re(z) < 1} .
On note F(B) l’espace des fonctions F à valeurs dans la somme B0+B1, con-
tinues bornées sur S, holomorphes sur S0, telles que l’application τ → F (j+
iτ) soit continue à valeurs dans Bj et telles qu’on ait ‖F (j+ iτ)‖Bj →|τ |→∞
0, pour j ∈ {0, 1}. On le munit de la norme

‖F‖F(B) = max
{
sup
τ∈R
‖F (iτ)‖B0 , sup

τ∈R
‖F (1 + iτ)‖B1

}
.

L’espace (B0, B1)θ = Bθ =
{
F (θ) ;F ∈ F(B)

}
est de Banach [4, th. 4.1.2],

pour la norme définie par

‖a‖Bθ = inf
{
‖F‖F(B) ;F (θ) = a

}
.
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Toute F ∈ F(B) est représentée à partir de ses valeurs au bord grâce à la
mesure harmonique [4, sections 4.3, 4.5] :

F (z) =

∫

R
F (iτ)Q(z, iτ) dτ +

∫

R
F (1 + iτ)Q(z, 1 + iτ) dτ, z ∈ S0. (0.2)

b) On note G(B) le quotient par le sous-espace des fonctions constantes
(à valeurs dans B0 +B1) de l’espace des fonctions g à valeurs dans B0 +B1,
continues sur S, holomorphes à l’intérieur de S, telles que

(C) : ‖g(z)‖B0+B1
� K(g)(1 + |z|), z ∈ S,

(C ′) : g(j + iτ)− g(j + iτ ′) ∈ Bj , ∀τ, τ ′ ∈ R, j ∈ {0, 1}, et de plus, la
quantité suivante est finie :

‖g‖G(B) = max

[
supτ 
=τ ′∈R(‖(g(iτ)− g(iτ ′))/(τ − τ ′)‖B0),

supτ 
=τ ′∈R(‖(g(1 + iτ)− g(1 + iτ ′))/(τ − τ ′)‖B1
)

]
.

Ceci définit bien une norme sur l’espace quotient. D’après la preuve de [4,
lemma 4.1.3] les conditions sur g impliquent

(C ′′) : ‖g(z)− g(0)‖B0+B1 � |z| ‖g‖G(B), z ∈ S.

L’espace (B0, B1)
θ = Bθ =

{
g′(θ) ; g ∈ G(B)

}
est de Banach [4, th. 4.1.4]

pour la norme définie par

‖a‖Bθ = inf
{
‖g‖G(B) ; g′(θ) = a

}
.

c) Soit p ∈ [1,+∞[. L’espace d’interpolation Bθ,p est défini par

Bθ,p =
{
a ∈ B0 +B1 ; ‖a‖Bθ,p =

[∫

R+

(K(a, t)/tθ)p dt/t
]1/p

< +∞
}

où

K(a, t) = inf {‖a0‖B0 + t‖a1‖B1 ; a = a0 + a1, aj ∈ Bj , j = 0, 1} .

L’espace (Bθ,p, ‖ · ‖Bθ,p) est un espace de Banach [4, th. 3.4.2].

Les espaces d’interpolation ont les propriétés suivantes :

(i) L’intersection B0 ∩ B1 est dense dans Bθ [4, th. 4.2.2] et dans Bθ,p
[4, theorem 3.4.2].

(ii) Bθ est un sous-espace isométrique de Bθ [3].
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(iii) Le dual de Bθ s’identifie isométriquement à l’espace (B∗0 , B
∗
1)θ si

B0 ∩B1 est dense dans B0 et dans B1 [4, th. 4.5.1].

(iv) Le dual de Bθ,p, 1 < p <∞, s’identifie isomorphiquement à l’espace
(B∗0 , B

∗
1)θ,p′ si B0 ∩B1 est dense dans B0 et dans B1 [4, th. 3.7.1].

D’autres propriétés seront rappelées au début de la deuxième partie.

1. Géométrie des espaces d’interpolation

Plusieurs résultats de cette partie concernent la propriété RNa pour des
espaces d’interpolation. Par exemple, si A∗0 a la propriété RNa, [Aθ,p]

∗ hérite
de cette propriété, pour θ ∈ ]0, 1[ et p ∈ ]1,+∞[. Pour un usage ultérieur on
montrera que

[
(Lψ)∗, L∞

]
θ
, θ ∈ ]0, 1[ n’a pas la propriété RNa, où Lψ est

un certain espace d’Orlicz.

On sait d’après [9] qu’il existe un couple d’interpolation tel que Bθ �= Bθ,
θ ∈ ]0, 1[. On donnera un autre type d’exemple : si A0 � A1 alors, pour
θ ∈ ]0, 1[,

[#∞(A0), #
∞(A1)]θ � [#∞(A0), #

∞(A1)]
θ

= #∞(Aθ).

On en déduira que

[#∞(A0), #
∞(A1)]θ � #

∞(Aθ),

alors qu’on a toujours, comme on le verra dans la deuxième partie,

[C(T, A0), C(T, A1)]θ = C(T, Aθ).

Soit (B0, B1) un couple d’interpolation. D’après [1, chap. III, th. 2], B0∩B1

et B0 + B1 contiennent un #1 homothétique (c.-à-d. une suite bornée dans
B0∩B1 équivalente dans B0+B1 à la base canonique de #1) si et seulement si,
pour tout θ ∈ ]0, 1[ et tout p ∈ ]1,+∞[, Bθ,p contient #1 isomorphiquement.

Proposition 1.1. — Soient A0, A1 ne contenant pas de #1 homothéti-
ques. Si (A∗0, A

∗
1)θ = (A∗0, A

∗
1)
θ pour un θ ∈ ]0, 1[, alors Aθ ne contient pas

#1 isomorphiquement.

Démonstration. — D’après le théorème de réitération (voir [4, th. 4.7.2]),
si 0 < η < 1 et α = ηθ + (1− η), on a, isomorphiquement,

(Aθ, A1)η,2 = Aα,2. (1.1)
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On applique deux fois [1, chap. III, th. 2] : comme A0 et A1 ne contiennent
pas de #1 homothétiques, Aα,2 ne contient pas #1 ; d’après (1.1) Aθ et A1

ne contiennent pas de #1 homothétiques.

D’après [21] toute suite bornée dans un Banach X admet une sous-
suite équivalente à la base canonique de #1, ou bien une sous-suite (xnk)k�1

faiblement de Cauchy. Il suffit donc de montrer que toute suite (xn)n�0

bornée dans Aθ admet une sous-suite qui est faiblement de Cauchy dans
Aθ.

On vient de voir que la suite (xn)n�0, bornée dans Aθ, n’admet pas
de sous-suite équivalente à la base canonique de #1 dans A1 ; elle admet
d’après [21] une sous-suite (xnk)k�1 faiblement de Cauchy dans A1. D’après
le rappel (i), A∗1 est dense dans (A∗0, A

∗
1)θ. D’après la deuxième hypothèse et

le rappel (iii), (A∗0, A
∗
1)θ cöıncide avec le dual de Aθ. La sous-suite (xnk)k�0

(bornée dans Aθ) est donc faiblement de Cauchy dans Aθ. �

Nous allons donner un exemple (cor. 1.4) montrant que la conclusion
de la proposition 1.1 n’est pas vraie en général si la condition sur les in-
terpolés des duaux n’est pas vérifiée. Soit ψ : R+ → R+ une fonction con-
vexe croissante telle que ψ(0) = 0 et ψ(t) →t→∞ +∞. L’espace d’Orlicz
Lψ([0, 1]) = Lψ est défini par

Lψ =
{
f ∈ L0([0, 1]) ;

∫ 1

0

ψ(ε−1|f(t)|) dt < +∞, pour un ε > 0
}
.

C’est un espace de Banach [20, III.3, th. 3, th. 10] pour la norme définie par

‖f‖Lψ = inf
{
ε > 0 ;

∫ 1

0

ψ(ε−1|f(t)|) dt � 1
}
.

Lemme 1.2. — Soit ψ(t) = t log(1 + t), t ∈ R+. Alors Lψ et L1 ne
contiennent pas de #1 homothétiques, mais (Lψ, L1)θ contient #1 isomor-
phiquement, pour tout θ ∈ ]0, 1[.

Démonstration. — L’application identique i : Lψ → L1 est faiblement
compacte [2, p. 122 et prop. I.1], ce qui prouve la première propriété. Comme
L1 a la propriété RNa, on a

(Lψ, L1)θ = (Lψ, L1)θ

d’après [17, prop. 3.1]. D’après la formule pour l’interpolation des treillis [9],
(Lψ, L1)θ = (Lψ)1−θ(L1)θ = Lϕ, où, d’après [20, V-4, th. 1, lemme 4], ϕ est
définie par sa fonction réciproque

ϕ−1(t) = tθ
[
ψ−1(t)

]1−θ
, t ∈ R+.
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Comme ϕ vérifie la condition �2, L
ϕ est faiblement séquentiellement com-

plet [20, IV-4, th. 3]. Comme ϕ ne vérifie pas la condition ∇2, L
ϕ n’est pas

réflexif [20, IV-5, prop. 4]. Donc Lϕ contient #1 d’après [21]. �

D’après le résultat de [17] cité ci-dessus pour β = 1, complété par [11,
prop. 1], [12, prop. 9] pour β ∈ ]0, 1[, on a :

Remarque 1.3. — Si (A0, A1)β a la propriété RNa pour un β ∈ ]0, 1],
alors (A0, A1)θ = (A0, A1)

θ pour tout θ ∈ ]0, 1[.

Corollaire 1.4. — L’espace E =
[
(Lψ)∗, L∞

]
θ
, θ ∈ ]0, 1[, n’a pas la

propriété RNa. L’identité : L∞ → (Lψ)∗ est un opérateur de Radon-Nikodym.

Démonstration. — Si E avait la propriété RNa, on aurait l’égalité
((Lψ)∗, L∞)θ = ((Lψ)∗, L∞)θ par la remarque 1.3. D’après la proposi-
tion 1.1, l’espace Lϕ = (Lψ, L1)θ ne contiendrait pas #1, ce qui contredit
le lemme 1.2. L’identité : L∞ → (Lψ)∗ est faiblement compacte d’après le
début de la preuve du lemme 1.2, donc de Radon-Nikodym. �

Proposition 1.5. — Soient θ ∈ ]0, 1[ et p ∈ ]1,+∞[. On suppose que
A1 a la propriété RNa et que l’adhérence dans A1 de la boule unité de Aθ,p
reste dans une boule de Aθ,p. Alors Aθ,p a la propriété RNa.

Démonstration. — Désignons par C le rayon d’une boule de Aθ,p qui
contient l’adhérence dans A1 de la boule unité de Aθ,p. Soit f une fonction
de la boule unité de H∞(D, Aθ,p). Elle prend ses valeurs dans un sous-
espace fermé séparable X de Aθ,p, engendré par les coefficients xk, k ∈ Z,
de sa représentation (0.1). Son adhérence X dans A1 a la propriété RNa et
f ∈ H∞(D, X). Il existe donc ϕ ∈ H∞(T, X) tel que f(r eit) →r→1− ϕ(t)
dans X, pour presque tout t ∈ T. Comme la famille (fr) est dans la boule
unité de C(T, X), la deuxième hypothèse implique ‖ϕ(t)‖X � C.

Comme A∗1 est dense dans (A∗1, A
∗
0)θ,p′ (rappel (i)), qui est (isomor-

phiquement) le dual de Aθ,p (rappel (iv)), f(r eit) →r→1− ϕ(t) faiblement
dans Aθ,p, donc faiblement dans X, pour presque tout t ∈ T. La fonction
ϕ est p.s. égale à une fonction σ(X,X∗)-mesurable. D’après le théorème de
mesurabilité de Pettis [15, theorem II.2], ϕ est p.s. fortement mesurable à
valeurs dans X, c.-à-d. ϕ ∈ H∞(T, X).

Il reste à vérifier que f est l’intégrale de Poisson de ϕ c.-à-d. que ϕ∗Pρ =
fρ pour ρ ∈ ]0, 1[. Par convergence dominée, pour tout t ∈ T, ϕ ∗ Pρ(eit)−
fr ∗ Pρ(eit)→r→1− 0 pour σ(X,X∗) ; d’autre part fr ∗ Pρ = frρ →r→1− fρ
dans C(T, X), ce qui achève la preuve. �
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Corollaire 1.6. — Soient θ ∈ ]0, 1[ et p ∈ ]1,+∞[. Si A∗0 a la propriété
de Radon-Nikodym analytique, alors (Aθ,p)

∗
a aussi cette propriété.

Démonstration. — D’après [4, th. 3.4.2], on a l’égalité

(A∗1, A
∗
0)θ,p′ = (A∗1, Y )θ,p′

où Y est l’adhérence de A∗1 dans A∗0. D’après le rappel (iv), (Aθ,p)
∗

est
isomorphe à (A∗1, A

∗
0)θ,p′ . La boule unité de (A∗1, A

∗
0)θ,p′ est donc incluse

dans une boule BC centrée à l’origine, de rayon C de (Aθ,p)
∗

; BC est
compacte pour σ([Aθ,p]

∗, Aθ,p), donc pour σ(A∗0, A0), donc BC est fermée
dans A∗0 et dans Y . Comme Y a RNa, la proposition 1.5 appliquée à A∗1, Y
donne la conclusion. �

Remarque 1.7. — Dans la proposition 1.5, on ne peut pas remplacer
l’hypothèse “A1 a la propriété RNa” par l’hypothèse “A0 a la propriété
RNa”.

En effet, il suffit de voir qu’on ne peut modifier le corollaire 1.6. Soient

A0 = #̂1(Z), espace des transformées de Fourier de #1(Z), muni de la norme
de #1(Z), A1 = C(T). Ici A∗1 = M(T) possède la propriété RNa, A∗0 =

#̂∞(Z) ne la possède pas. D’après le lemme de Pisier [7, lemme 5.1], l’espace

(L1(T), ĉ0(Z))θ,p contient c0 isomorphiquement, donc n’a pas la propriété
RNa ; la proposition 3.8 ci-dessous montrera qu’il est fermé dans (A∗1, A

∗
0)θ,p

= (Aθ,p′)
∗

(rappel (iv)), qui n’a donc pas la propriété RNa.

La prochaine proposition montrera que, dans le cas où A0 � A1,

[#∞(A0), #
∞(A1)]θ est un sous-espace strict de [#∞(A0), #

∞(A1)]
θ
, même

si Aθ = Aθ. La démonstration utilise les deux lemmes suivants.

Lemme 1.8. — Soient (B0, B1) un couple d’interpolation et θ ∈ ]0, 1[.
Alors, isométriquement,

[#∞(B0), #
∞(B1)]

θ
= #∞(Bθ).

Notons que cette égalité pour un couple de duaux (B0, B1) se déduit par
dualité (rappel (iii)) de l’égalité

[
#1(B0), #

1(B1)
]
θ

= #1(Bθ) [4, th. 5.1.2] si
B0 ∩B1 est dense dans chaque Bj , j = 0, 1.

Démonstration. — Soient a = (an)n�0 dans l’espace de gauche Eθ et g =
(gn)n�0 ∈ G [#∞(B0), #

∞(B1)] = G tels que g′(θ) = a et ‖g‖G � ‖a‖Eθ + ε,
où ε > 0. Pour tout n, g′n(θ) = an ∈ Bθ, donc

‖a‖�∞(Bθ) � sup
n�0
‖gn‖G(B0,B1) � ‖a‖Eθ + ε.
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Réciproquement, soient a = (an)n�0 ∈ #∞(Bθ) et ε > 0. Pour tout n, il
existe gn ∈ G(B0, B1) tel que

g′n(θ) = an, ‖gn‖G(B0,B1) � ‖an‖Bθ + ε � ‖a‖�∞(Bθ) + ε.

On peut supposer gn(0) = 0, n � 0. Chaque gn vérifie la condition (C ′′), c.-
à-d., pour z ∈ S, ‖gn(z)‖B0+B1

� |z| ‖gn‖G(B0,B1). La fonction G = (gn)n�0

vérifie les conditions (C), (C ′) et (C ′′) avec constante � ‖a‖�∞(Bθ) + ε. On
va montrer que G ∈ G [#∞(B0), #

∞(B1)]. Cela impliquera

‖a‖Eθ � ‖a‖�∞(Bθ) + ε.

Vérifions que G est holomorphe en z0 ∈ S0, à valeurs dans #∞(B0 +B1) (re-
marquons que #∞(B0) + #∞(B1) = #∞(B0 +B1) isomorphiquement d’après
le théorème du graphe fermé). Soit un disque fermé D(z0, r) ⊂ S0, avec
r < 1. Comme chaque gn est holomorphe sur S0, à valeurs dans B0 +B1, on
a gn(z) =

∑
k�0 ck,n(z−z0)k sur ce disque, la série convergeant normalement

sur ce disque. Comme gn vérifie la condition (C ′′), on a

‖ck,n‖B0+B1
=

∥∥∥
∫ 2π

0

gn(z0 + r eit) e−ikt
dt

2π

∥∥∥
B0+B1

� (|z0|+ 1) (‖a‖�∞(Aθ) + ε).

Donc la série
∑
k�0 Ck(z − z0)k, où Ck = (ck,n)n�0, converge normalement

sur D(z0, r), à valeurs dans #∞(B0 + B1). Sa somme est holomorphe sur
D(z0, r) ; elle cöıncide évidemment avec G.

Il reste à vérifier que G est continue sur S, à valeurs dans #∞(B0 +B1).

Il suffit de montrer que ez
2

G l’est. D’après la condition (C ′), la fonction
G(j + i·), j ∈ {0, 1}, est continue sur R, à valeurs dans #∞(B0 + B1).
D’après la condition (C ′′) vérifiée par G,

∥∥e(j+iτ)2 G(j + iτ)
∥∥
�∞(B0+B1)

� e1−τ2(1 + |τ |)(‖a‖�∞(Aθ) + ε),

donc les fonctions e(j+i·)2 G(j + i·) sont dans C0(R, #∞(B0 + B1)). Alors
l’intégrale de Poisson

z →
∫

R
e(iτ)2 G(iτ)Q(z, τ) dτ +

∫

R
e(1+iτ)2 G(1 + iτ)Q(z, 1 + iτ) dτ,

définie pour tout z ∈ S0, est continue sur S à valeurs dans #∞(B0 + B1)

et elle cöıncide avec ez
2

G (coordonnée par coordonnée). En effet, S0 est
conformément équivalent au disque ouvert ; une fonction continue à valeurs
dans un espace de Banach sur le bord de S et tendant vers 0 à l’infini
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devient continue sur le bord du disque. La continuité sur le disque fermé de
l’intégrale de Poisson d’une fonction continue sur le bord du disque unité
passe aisément du cas scalaire au cas vectoriel. Ceci achève la preuve. �

Définition 1.9. — Soient X,Y des espaces de Banach, T : X → Y
un opérateur borné et ε ∈ ]0, 1[ ; on dit que T est un ε-isomorphisme si
pour tout y = (yn)n�0 ∈ #∞(Y ), il existe x = (xn)n�0 ∈ #∞(X) tel que
supn�0 ‖Txn − yn‖ < ε.

Observons que T est un ε-isomorphisme si et seulement si l’image de T est
ε-dense dans Y et

φ(ε) = sup
‖y‖Y �1

inf
x∈X
{‖x‖ ; ‖Tx− y‖ < ε} <∞.

Lemme 1.10. — Soient T : X → Y un opérateur borné injectif d’image
dense et ε ∈ ]0, 1[. Si T est un ε-isomorphisme, c’est un isomorphisme.

Démonstration. — D’après le théorème de l’image fermée, il suffit de voir
que T ∗ est un isomorphisme sur son image. Soient y∗ ∈ Y ∗ et δ > 0. Pour
un choix convenable de y dans la boule unité de Y , pour tout x ∈ X tel que
‖Tx− y‖ < ε, on a

‖y∗‖ < |〈y, y∗〉|+ δ � |〈y − Tx, y∗〉|+ |〈x, T ∗y∗〉|+ δ
� ε‖y∗‖+ ‖T ∗y∗‖ ‖x‖+ δ.

Comme T est un ε-isomorphisme, on a finalement

‖y∗‖ � ‖T ∗y∗‖φ(ε)/(1− ε). �

Corollaire 1.11. — L’espace [#∞(A0), #
∞(A1)]θ est un sous-espace

fermé de #∞(Aθ), θ ∈ ]0, 1[. C’est un sous-espace strict, sauf si l’identité
i : A0 → A1 est surjective.

Démonstration. — On a un plongement de norme 1 :

[#∞(A0), #
∞(A1)]θ → #∞(Aθ)

d’après la preuve de [4, th. 5.6.3]. D’après le rappel (ii), #∞(Aθ) et [#∞(A0) ,
#∞(A1)θ sont respectivement des sous-espaces isométriques de #∞(Aθ) et

[#∞(A0), #
∞(A1)]

θ
. Or ces derniers cöıncident isométriquement par le lemme

1.8, ce qui prouve la première assertion. Supposons que [#∞(A0), #
∞(A1)]θ =

#∞(Aθ). D’après le rappel (i), #∞(A0) serait dense dans #∞(Aθ). Par dé
finition le plongement i : A0 → Aθ serait alors un ε-isomorphisme, donc un
isomorphisme d’après le lemme 1.10. D’après [4, chap. 4, exercise 4] A0 et
A1 seraient isomorphes. �
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Corollaire 1.12. — L’espace [#∞(A0), #
∞(A1)]θ est un sous-espace

fermé strict de [#∞(A0), #
∞(A1)]

θ
, θ ∈ ]0, 1[, sauf si l’identité i : A0 → A1

est surjective.

Démonstration. — D’après le corollaire précédent, si l’application iden-
tité i : A0 → A1 n’est pas surjective, [#∞(A0), #

∞(A1)]θ est en parti-
culier un sous-espace fermé strict de #∞(Aθ), qui cöıncide avec l’espace

[#∞(A0), #
∞(A1)]

θ
d’après le lemme 1.8. �

Remarque 1.13. — Il y a donc une erreur typographique dans l’énoncé
de [4, th. 5.6.3] lorsque s0 = s1 = 0 : il faut exclure le cas q0 = q1 =∞.

Si B0 ∩ B1 est dense dans chaque Bj , j = 0, 1, on verra (remarque 2.2)
que [c0(B0), c0(B1)]θ = c0(Bθ).

2. Interpolation des espaces de fonctions harmoniques
à valeurs vectorielles

On va maintenant étudier l’interpolation des espaces hp(D, Aj) lorsque
i : A0 → A1 est un opérateur de Radon-Nikodym. On montrera entre autres
(corollaire 2.5) que, si i : A0 → A1 est faiblement compacte et si A1 a la pro-
priété RNa, alors Aθ se plonge isométriquement dans un espace dual ayant
la propriété de Radon-Nikodym. On exhibera (corollaire 2.8) un exemple
(V0, V1) de couple d’interpolation vérifiant, pour tout γ ∈ ]0, 1[,

Lp(T, V γ) � [Lp(T, V0), L
p(T, V1)]

γ
, p ∈ ]1,+∞[.

Notons qu’on a toujours, pour θ ∈ ]0, 1[ et un couple d’interpolation (B0, B1),
isométriquement, [4, theorem 5.1.2] :

[Lp(T, B0), L
p(T, B1)]θ = Lp(T, Bθ), p ∈ [1,+∞[. (2.1)

D’après [18, chap. VII, Th. 1.1], d’après l’identification [4, Th. 3.12.1] on a
aussi

[Lp(T, B0), L
p(T, B1)]θ,p = Lp(T, Bθ,p), p ∈ ]1,+∞[. (2.2)

On a toujours un plongement de norme 1 :

[L∞(T, B0), L
∞(T, B1)]θ → L∞(T, Bθ). (2.3)

En effet, si la fonction f est dans l’espace de gauche avec norme 1, elle est
d’après (2.1) dans tous les Lp(T, Bθ) avec norme � 1, p ∈ [1,+∞[, donc
f est (p.s.) fortement mesurable : T → Bθ, et ‖f‖L∞(T,Bθ) � 1. On aura
besoin des autres rappels suivants, où (B0, B1) est un couple d’interpolation.
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a) Il y a un plongement de norme 1 :

Eθ = [hp(D, B0),h
p(D, B1)]θ → hp(D, Bθ), 1 � p �∞. (2.4)

En effet, hp(D, B0) ∩ hp(D, B1) est dense dans Eθ par le rappel (i). Il suffit
de montrer le plongement pour f dans cette intersection, et de norme 1 dans
Eθ ; en particulier f ∈ C(D, B0 ∩B1). D’après (2.1) et (2.3),

‖f‖hp(D,Bθ) = sup
r
‖fr‖Lp(T,Bθ) � sup

r
‖fr‖[Lp(T,B0),Lp(T,B1)]θ .

Soit F ∈ F(hp(D, B0),h
p(D, B1)), de norme � 1 + ε, telle que F (θ) = f .

Alors, pour tout τ ∈ R,

‖F (iτ)‖hp(D,B0) = sup
r
‖F (iτ)(r·)‖Lp(T,B0) � 1 + ε

et de même en 1 + iτ pour hp(D, B1). Comme F (θ)(r·) = fr on en déduit

‖fr‖[Lp(T,B0),Lp(T,B1)]θ � ‖F‖F(hp(D,B0),hp(D,B1)) � 1 + ε.

b) Il y a un plongement de norme 1 :

Eθ,p = [hp(D, B0),h
p(D, B1)]θ,p → hp(D, Bθ,p), 1 � p <∞. (2.5)

En effet, comme en a), soit f ∈ hp(D, B0) ∩ hp(D, B1), de norme 1 dans
Eθ,p. D’après (2.2) on a

‖f‖hp(D,Bθ,p) =sup
r
‖fr‖Lp(T,Bθ,p) =sup

r
‖fr‖[Lp(T,B0),Lp(T,B1)]θ,p�‖f‖Eθ,p

où l’inégalité vient de la définition des fonctionnellesKt associées à [Lp(T, B0) ,
Lp(T, B1)θ,p et Eθ,p.

c) Si B1 est séparable, alors Bθ est séparable.

Soient C1 la boule unité de F(B0, B1) et considérons l’application J : C1 →
L1(Q(θ, 1 + i·)/θ,B1) définie par : F → F (1 + i·). L’espace L1(Q(θ, 1 +
iτ) dτ/θ,B1) est séparable, donc J(C1) l’est aussi. Soit (Fn)n�1 une suite
dans C1, telle que (J(Fn))n�1 soit dense dans J(C1). Alors (Fn(θ))n�1 est
dense dans la boule unité de (B0, B1)θ car [4, th. 4.3.2]

‖(F − Fn)(θ)‖Bθ � ‖(F − Fn)(i·)‖1−θL1(Q(θ,iτ) dτ/(1−θ),B0)

× ‖(F − Fn)(1 + i·)‖θL1(Q(θ,1+iτ) dτ/θ,B1)
.

d) Si B0 est un sous-espace de B1, si Y est l’adhérence de B0 dans B1,
on a isométriquement (B0, B1)θ,p = (B0, Y )θ,p, quand 1 < p < ∞, [4,
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th. 3.4.2], on a (B0, B1)θ = (B0, Y )θ [4, th. 4.2.2] et (B0, B1)
θ = (B0, Y )θ

[3, Lemma].

e) Pour tout Banach X et tout p ∈ ]1,+∞], le dual de Lp
′
(T, X) s’identifie

isométriquement à hp(D, X∗).

En effet le dual de Lp
′
(T, X) est égal à V Bp(T, X∗) [13, chap. II.13.3,

corol. 1], où, pour un Banach Y , V Bp(T, Y ) est défini comme espace des
mesures absolument continues G : T → Y qui sont à p-variation bornée
|G|p. D’après [5, prop. 1.1] et [6, prop. 3] ces mesures s’identifient aux

opérateurs bornés G̃ : Lp
′
(T) → Y (en posant G̃(1A) = G(A), pour A

borélien de T) pour lesquels il existe une fonction positive g ∈ Lp(T) telle

que ‖G̃(ϕ)‖Y �
∫
T g(θ)|ϕ(θ)| dθ, avec ‖g‖p = |G|p.

On a un plongement de norme 1 : V Bp(T, Y ) → hp(D, Y ), défini par :

G̃→ F (r eit) = G̃(Pr(t− ·)) [5, th. 1.1]. En effet

∥∥G̃(Pr(t− ·))
∥∥
Y
�

∫

T
g(θ)Pr(t− θ) dt = g ∗ Pr(t),

d’où ‖F‖hp(D,Y ) � sup0<r<1 ‖g ∗ Pr‖p � ‖g‖p.

On va modifier [5, th. 2.1, Rem. 2.1] et [6, prop. 16, th. 17] pour obtenir
l’isométrie annoncée. Soit h ∈ hp(D, X∗). Pour x ∈ X, 〈h(·), x〉 est dans
hp(D), donc il existe fx ∈ Lp(T) telle que 〈hr(·), x〉 = fx ∗ Pr →r→1− fx en
norme Lp(T), donc pour σ(Lp(T), Lp

′
(T)). Cela définit un opérateur borné

Th : Lp
′
(T) → X∗ tel que Th ∗ Pr = hr. Si de plus h ∈ hp(D, Y ) où Y est

fermé dans X∗, Th est borné : Lp
′
(T)→ Y .

D’autre part les fonctions hr sont bornées dans Lp(T, X∗) donc dans
Lp
′
(T, X)∗ ; toute valeur d’adhérence w∗ dans cet espace cöıncide avec Th.

Donc il existe une densité H ∈ V Bp(T, X∗) telle que hr →r→1− H pour la
convergence simple sur Lp

′
(T, X) et hr = H ∗ Pr. Il en résulte que

‖H‖Lp′ (T,X)∗ � ‖h‖hp(D,X∗) = lim
r→1−

‖hr‖Lp(T,X∗)
= lim
r→1−

‖H ∗ Pr‖Lp(T,X∗) � ‖H‖Lp′ (T,X)∗ .

Si h ∈ hp(D, Y ), H est dans V Bp(T, Y ) avec la même norme.

Le dual de C(T, X) s’identifie isométriquement à l’espace M(T, X∗) des
mesures à variation bornée : T → X∗ [13, chap. III.19.3, th. 2, 4] et à
h1(D, X∗).
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La preuve est la même que ci-dessus en remplaçant Lp
′
(T) et Lp

′
(T, X)

par C(T) et C(T, X), fx par µx ∈ M(T), V Bp(T, X∗) par M(T, X∗). On
obtient de même l’isométrie entre M(T, Y ) et h1(D, Y ).

f) Si B0∩B1 est dense dans B0 et B1, le dual de Bθ est (B∗0 , B
∗
1)θ (rap-

pel (iii)) et le sous-espace fermé (B∗0 , B
∗
1)θ est normant pour Bθ. Autrement

dit, Bθ est toujours isométriquement un sous-espace fermé de [(B∗0 , B
∗
1)θ]

∗.

C’est implicite dans [3, p. 777] (voir aussi [12, lemme 4]) : si h est de norme 1
dans G(B∗0 , B∗1) = G, et si

hn(z) = ez
2/n(i/n)−1[h(z + i/n)− h(z)],

alors ‖hn‖F(B∗0 ,B
∗
1 ) � e1/n, et on a hn(θ) →n→∞ h′(θ) pour la topologie

σ(B∗0 +B∗1 , B0 ∩B1).

L’espace B0 ∩B1 est dense dans Bθ, et pour f ∈ B0 ∩B1,

‖f‖Bθ = sup
‖h‖G=1

|〈f, h′(θ)〉| = sup
‖h‖G=1

lim
n
|〈f, hn(θ)〉|

� sup
‖F‖F=1

|〈f, F (θ)〉| = sup
‖η‖(B∗0 ,B∗1 )θ

=1

|〈f, η〉|.

g) Si B0 ∩B1 est dense dans B0 et B1, (2.1) et (2.2) impliquent par du-
alité, d’après les rappels (iii), (iv) et 2-e, les isomorphismes (avec isométrie
dans (2.6) :

[hp(D, B∗0),hp(D, B∗1)]
θ

= hp(D, (B∗0 , B∗1)θ), 1 < p �∞, (2.6)

[hp(D, B∗0),hp(D, B∗1)]θ,p = hp [D, (B∗0 , B∗1)θ,p] , 1 < p �∞. (2.7)

Le plongement dans (2.4) et (2.5) n’est pas surjectif en général, d’après la
remarque finale de [7]. En effet, d’après [16], il existe un couple d’interpolation
(B0, B1) où B0 et B1 sont isomorphes isométriquement à #1 et tous les es-
paces Bθ, Bθ,p contiennent c0 isomorphiquement, p ∈ ]1,+∞[. Alors B0 et
B1 ont la propriété de Radon-Nikodym, on a donc hp(D, B0) = Lp(T, B0)
et hp(D, B1) = Lp(T, B1). D’après (2.1) et (2.2), les espaces Eθ et Eθ,p sont
égaux respectivement à Lp(T, Bθ) et Lp(T, Bθ,p). Comme Bθ, Bθ,p n’ont
pas la propriété de Radon-Nikodym, Eθ est un sous-espace fermé strict de
hp(D, Bθ), de même pour Eθ,p et hp(D, Bθ,p).

On mentionnera après le corollaire 2.4 un autre exemple où le plongement
dans (2.4) n’est pas d’image dense. Pour compléter (2.3) et (2.6), énonçons
le résultat suivant, probablement connu, à comparer au corollaire 1.11.
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Lemme 2.1. — Soient (B0, B1) un couple d’interpolation tel que B0∩B1

est dense dans B0 et B1, et θ ∈ ]0, 1[. Alors isométriquement

[C(T, B0), C(T, B1)]θ = C(T, Bθ),
[
h1(D, B∗0),h1(D, B∗1)

]θ
= h1(D, (B∗0 , B∗1)θ).

Démonstration. — Considérons deux fonctions f ∈ C(T, B0 ∩ B1) et
F ∈ F [C(T, B0), C(T, B1)] telles que F (θ) = f , et que
‖F‖F � ‖f‖[C(T,B0),C(T,B1)]θ + ε.
Pour u ∈ T on note Fu(z) = F (z)(u), z ∈ S. Alors

‖f‖C(T,Bθ) = sup
u
‖f(u)‖Bθ � sup

u
‖Fu‖F(B0,B1)

� ‖F‖F � ‖f‖[C(T,B0),C(T,B1)]θ + ε.

Par la densité de C(T, B0 ∩ B1) dans l’interpolé, on obtient le plongement
de norme 1 de l’interpolé dans C(T, Bθ). Ceci n’utilise pas l’hypothèse de
densité sur B0 ∩B1.

Réciproquement, par les rappels 2-e et 2-f,
[
h1(D, B∗0),h1(D, B∗1)

]
θ

est
normant pour [C(T, B0), C(T, B1)]θ ; il se plonge avec norme 1 dans
h1 [D, (B∗0 , B∗1)θ] d’après (2.4), donc, par les rappels (ii) et 2-e, dans
h1

[
D, (B∗0 , B∗1)θ

]
= C(T, Bθ)∗. Ceci prouve la première isométrie, la deuxiè-

me s’en déduit par dualité (rappel (iii)). �

Remarque 2.2. — On a [c0(B0), c0(B1)]θ = c0(Bθ) si B0 ∩ B1 est dense
dans chaque Bj , j = 0, 1.

La preuve est analogue en notant que
[
#1(B∗0), #1(B∗1)

]
θ

= #1((B∗0 , B
∗
1)θ) [4,

th. 5.1.2] donc se plonge dans #1((B∗0 , B
∗
1)
θ
) = c0(Bθ)

∗.

Proposition 2.3. — Soient B0, B1 deux Banach tels que B0 soit un
sous-espace de B1 et que l’identité i : B0 → B1 soit un opérateur de
Radon-Nikodym. Alors, pour θ ∈ ]0, 1[ et p ∈ ]1,+∞[ on a, isométriquement
dans a), isomorphiquement dans b),

a) [hp(D, B0), h
p(D, B1)]θ = Lp(T, Bθ),

b) [hp(D, B0), h
p(D, B1)]θ,p = Lp(T, Bθ,p).

Démonstration. —

a) L’une des inclusions ne nécessite aucune hypothèse sur i : si 1 � p <
∞, d’après (2.1) et le théorème d’interpolation [4, th. 4.1.2] appliqué à
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l’intégrale de Poisson, on a un plongement de norme 1 :

Lp(T, Bθ) = [Lp(T, B0), L
p(T, B1)]θ → [hp(D, B0),h

p(D, B1)]θ = Eθ.

Montrons l’inclusion inverse. D’après l’hypothèse et la définition 0.1, l’image
de hp(D, B0) par I⊗i est l’intégrale de Poisson d’un sous-espace de Lp(T, B1).
On note Y l’adhérence de l’image de hp(D, B0) dans hp(D, B1), qu’on iden-
tifie à un sous-espace fermé de Lp(T, B1). D’après le rappel 2-d, Eθ =
(hp(D, B0), Y )θ isométriquement.

Soient f ∈ hp(D, B0), F ∈ F(hp(D, B0), Y ) = F et ε > 0 tels que F (θ) = f
et ‖f‖Eθ � ‖F‖F − ε. La fonction F (1 + i·) prend ses valeurs dans un sous-
espace fermé séparable de Y , donc dans un espace Lp(T, X), où X est un
sous-espace fermé séparable de B1. Alors

f ∈ [hp(D, B0), L
p(T, X)]θ = Fθ, ‖f‖Fθ � ‖F‖F .

D’après (2.4) et [4, th. 4.1.2] appliqué à l’identité,

‖f‖hp[D,(B0,X)θ] � ‖f‖[hp(D,B0),hp(D,X)]θ � ‖f‖Fθ .

L’espace Fθ étant séparable (d’après le rappel 2-c), son adhérence Fθ dans
hp [D, (B0, X)θ] l’est aussi. La tribu sur Fθ engendrée par les boules ouvertes
de cet espace est donc la tribu borélienne. Par définition de l’interpolé, la
fonction z → f(eit z) reste dans Fθ, avec la même norme que f . Considérons
l’application

Uf : T→ hp(D, (B0, X)θ), Uf (e
it) = f(eit).

D’après [10, preuve du corollaire 1], si B est une boule ouverte de
hp [D, (B0, X)θ], U

−1
f (B) est un borélien de T. Comme l’image de Uf est

dans l’espace séparable Fθ, l’application Uf est fortement mesurable.
D’après [10, Théorème p. 269], f admet p.s. des limites radiales, c.-à-d.
f ∈ Lp[T, (B0, X)θ]. On en déduit

‖f‖Lp(T,Bθ) � ‖f‖Lp(T,(B0,X)θ) = ‖f‖hp[D,(B0,X)θ]

� ‖f‖Fθ � ‖F‖F � ‖f‖Eθ + ε.

b) D’après le théorème de réitération [4, th. 4.7.2], le terme de gauche Eθ,p
est isomorphe à l’interpolé (γ, p) des espaces Ej = [hp(D, B0), h

p(D, B1)]θj ,

j ∈ {0, 1}, avec θ = (1−γ)θ0+γθ1. D’après a) puis le théorème de réitération
à nouveau et (2.2)

Eθ,p = [Lp(T, Bθ0), Lp(T, Bθ1)]γ,p = Lp(T, Bθ,p). �

– 404 –



Interpolation des espaces de Hardy vectoriels

Corollaire 2.4. — Sous les hypothèses de la proposition 2.3,

a) si le plongement dans (2.4) est d’image dense pour un p ∈ ]1,∞[, Bθ
a la propriété de Radon-Nikodym ;

b) si le plongement dans (2.5) est d’image dense pour un p ∈ ]1,∞[,
Bθ,p a la propriété de Radon-Nikodym. C’est le cas pour tout p ∈ ]1,∞[ si
Bj = A∗j pour j = 0, 1.

Démonstration. — a) D’après l’hypothèse et la proposition 2.3, l’espace
Lp(T, Bθ) est dense (et fermé) dans hp(D, Bθ), donc lui est égal.

b) La preuve est la même. Lorsque les Bj sont des duaux on applique le
rappel 2-g. �

Exemple. — D’après le corollaire 1.4, l’espace (L∞, (Lψ)∗)θ n’a pas la
propriété de Radon-Nikodym alors que l’identité : L∞ → (Lψ)∗ est un
opérateur de Radon-Nikodym. D’après le corollaire 2.4, le plongement cor-
respondant dans (2.4) n’est pas d’image dense. Donc l’espace hp(D, L∞),
dense dans

[
hp(D, L∞), hp(D, (Lψ)∗)

]
θ

(rappel (i)), ne peut pas être dense

dans hp(D, (L∞, (Lψ)∗)θ), bien que L∞ soit dense dans (L∞, (Lψ)∗)θ, à
nouveau par le rappel (i).

Corollaire 2.5. — On suppose que l’identité i : A0 → A1 est faible-
ment compacte et que A1 a la propriété RNa. Alors Aθ, θ ∈ ]0, 1[, se plonge
isométriquement dans un espace dual possédant la propriété de Radon-Niko-
dym (en particulier Aθ hérite de cette propriété).

Démonstration. — Soient 1 < p < ∞ et Y l’adhérence de A∗1 dans A∗0.
Comme i est faiblement compacte, il en est de même pour j = i∗ : A∗1 → Y
et pour j∗. De plus j∗ : Y ∗ → A1 ; c’est un opérateur de Radon-Nikodym
et I ⊗ j∗ : hp(D, Y ∗)→ Lp(T, A1). Par le rappel 2-d,

[(hp(D, Y ∗),hp(D, A∗∗1 )]
θ

= [hp(D, Y ∗), Lp(T, A1)]
θ
. (2.8)

Soit Z = (Y,A∗1)θ = (A∗0, A
∗
1)θ (rappel 2-d) ; il est normant pour Aθ (rap-

pel 2-f), c.-à-d. Aθ se plonge isométriquement dans Z∗. On va montrer que
l’espace Z∗ a la propriété de Radon-Nikodym. D’après (2.6) et (2.8)

hp(D, Z∗) = [(hp(D, Y ∗),hp(D, A∗∗1 )]
θ

= [hp(D, Y ∗), Lp(T, A1)]
θ
.

D’après les rappels (iii) et 2-d puis [17, proposition 3.1], comme A1 a la
propriété RNa, on a :

Z∗ = (Y ∗, A∗∗1 )θ = (Y ∗, A1)
θ = (Y ∗, A1)θ.
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De plus Lp(T, A1) conserve la propriété RNa [14]. D’après [17] à nouveau,
puis le rappel 2-d,

[hp(D, Y ∗), Lp(T, A1)]
θ

= [hp(D, Y ∗), Lp(T, A1)]θ
= [hp(D, Y ∗),hp(D, A1)]θ .

Comme j∗ est de Radon-Nikodym, la proposition 2.3 implique

[hp(D, Y ∗),hp(D, A1)]θ = Lp(T, (Y ∗, A1)θ) = Lp(T, Z∗).

On a donc montré que hp(D, Z∗) = Lp(T, Z∗). �

On utilisera le lemme de réitération suivant dans la preuve des proposi-
tions 2.7 et 3.14. C’est un cas particulier de la preuve de [12, lemme 8.b)] ;
on reprend des éléments de la preuve du lemme 1.8.

Lemme 2.6. — Soient (B0, B1) un couple d’interpolation, α, γ, δ ∈ ]0, 1[,
α < δ, et θ = (1− γ)α+ γδ. Alors

a) il y a un plongement continu :

Bθ → (Bα, Bδ)
γ ;

b) si Bj = A∗j on a Bθ = (Bα, Bδ)
γ = (Bα, Bδ)γ .

Démonstration. —

a) Soit g ∈ G(B0, B1). Soit 0 < ε′ � ‖g‖G(B) ; posons g(1)− g(0) = a0 + a1,
avec

‖a0‖B0+‖a1‖B1 � ‖g(1)−g(0)‖B0+B1+ε′ � ‖g‖G(B)+ε
′ � 2‖g‖G(B). (2.9)

(i) On va d’abord montrer que g − g(0) − a0 = g − g(1) + a1 est continue
sur Sα,δ = {x+ iτ | α � x � δ, τ ∈ R} et holomorphe à l’intérieur, à valeurs
dans Bα + Bδ. Il suffit de montrer que ces propriétés sont vérifiées par la
fonction

z → f(z) = ez
2

[g(z)− g(0)− a0].
Par définition de g, la fonction f est continue sur S, holomorphe à l’intérieur,
à valeurs dans B0 + B1. D’après la condition (C ′) vérifiée par g et (2.9),
les fonctions ‖f(j + i·)‖Bj sont bornées sur R par e‖g‖G(B) + e‖aj‖Bj �
3e‖g‖G(B), j ∈ {0, 1}, et tendent vers 0 lorsque |τ | → ∞. La fonction f est

donc dans F(B). Pour tout β ∈ ]0, 1[ et τ ∈ R, par définition de Bβ ,

‖f(β + iτ)‖Bβ � 3e‖g‖G(B). (2.10)
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Sur Sα,δ, la fonction f admet la représentation intégrale, a priori à valeurs
dans B0 +B1 :

f(z) =

∫

R
f(α+ iτ)Q(z, iτ) dτ +

∫

R
f(δ + iτ)Q(z, 1 + iτ) dτ.

Cette représentation est donc à valeurs dans Bα + Bδ, ce qui prouve la
continuité de f sur Sα,δ, à valeurs dans Bα +Bδ, avec

‖f(z)‖Bα+Bδ � 3e‖g‖G(B), z ∈ Sα,δ.

Soit un disque fermé D(z0, r) ⊂ S0
α,δ, avec r < 1. Comme f est holomorphe

sur S0 à valeurs dans B0 +B1, on a f(z) =
∑
k�0 ck(z− z0)k sur ce disque,

la série convergeant normalement dans B0 +B1. Comme

‖ck‖Bα+Bδ =
∥∥∥
∫ 2π

0

f(z0 + r eit) e−ikt
dt

2π

∥∥∥
Bα+Bδ

� 3e‖g‖G(B),

la série converge normalement sur D(z0, r) dans Bα + Bδ, sa somme f est
holomorphe sur D(z0, r) à valeurs dans Bα +Bδ.

(ii) Posons

G(z) = g((δ − α)z + α)− g(0)− a0, z ∈ S.

On va montrer que G est dans G(Bα, Bδ) et que

‖G‖G(Bα,Bδ) � (δ − α)‖g‖G(B).

Comme G′(γ) = (δ − α)g′(θ), la preuve sera terminée.

D’après (i) G est continue sur S, holomorphe à l’intérieur, à valeurs dans
Bα +Bδ. Fixons τ, τ ′ ∈ R, τ �= τ ′, et posons

Fτ,τ ′(ξ) =
g((δ − α)iτ + ξ)− g((δ − α)iτ ′ + ξ)

τ − τ ′ , ξ ∈ S,

d’où

Fτ,τ ′(α) =
G(iτ)−G(iτ ′)

τ − τ ′ , Fτ,τ ′(δ) =
G(1 + iτ)−G(1 + iτ ′)

τ − τ ′ .

Comme g ∈ G(B), Fτ,τ ′ est continue sur S, holomorphe à l’intérieur, à
valeurs dans B0 + B1 et, pour t ∈ R, d’après la condition (C ′) vérifiée par
g,

‖Fτ,τ ′(j + it)‖Bj � (δ − α)‖g‖G(B), j ∈ {0, 1}.
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Pour tout ε > 0,

‖ eεξ
2

Fτ,τ ′‖F(B) � eε max
j∈{0,1}

sup
t∈R
‖Fτ,τ ′(j + it)‖Bj � eε(δ − α)‖g‖G(B).

Par définition de la norme Bα,
∥∥eεα

2

Fτ,τ ′(α)
∥∥
Bα
� eε(δ − α)‖g‖G(B) et de

même pour δ. Lorsque ε→ 0+, on obtient la condition (C ′) pour G :

max
{∥∥∥G(iτ)−G(iτ ′)

τ − τ ′
∥∥∥
Bα
,
∣∣∣G(1 + iτ)−G(1 + iτ ′)

τ − τ ′
∥∥∥
Bδ

}

� (δ − α)‖g‖G(B). (2.11)

Vérifions la condition (C) pour G. D’après (2.11), pour τ ∈ R, τ �= 0,

max{‖G(iτ)−G(0)‖Bα , ‖G(1 + iτ)−G(1)‖Bδ} � |τ | (δ − α) ‖g‖G(B).

La fonction Hε(z) = eεz
2

G(z)/(2 + z) vérifie donc

‖Hε(iτ)‖Bα � e−ετ
2 ‖G(iτ)‖Bα/|2 + iτ |

� e−ετ
2

|2 + iτ |
[
|τ |‖g‖G(B) + ‖G(0)‖Bα

]
(2.12)

� ‖g‖G(B) + ‖f(α)‖Bα � 4e‖g‖G(B), (2.13)

en notant que G(0) = f(α) où f est définie en (i) ; la dernière inégalité
vient de (2.10) appliquée à β = α. D’après (2.12) ‖Hε(iτ)‖Bα →τ→∞ 0. On
fait un calcul analogue pour (1 + iτ) et la norme dans Bδ, en notant que

G(1) = e−δ
2

f(δ).

D’autre part, la fonction Hε est par définition continue bornée sur S,
holomorphe à l’intérieur, à valeurs dans B0+B1. D’après ce qui précède, Hε
est donc dans F(B0, B1). La représentation intégrale (0.2) à l’intérieur de
S, à valeurs dans B0 +B1, puis (2.13) et son analogue en 1 + iτ , entrâınent
‖Hε(z)‖Bα+Bδ � 4e‖g‖G(B) sur S. Il en résulte que

∥∥eεz
2

G(z)
∥∥
Bα+Bδ

� 4e |2 + z| ‖g‖G(B), z ∈ S.

Lorsque ε→ 0 on obtient la condition (C) pour G.

b) Si Bj = A∗j on a toujours Bθ = (Bα, Bδ)γ , car ces espaces sont les
duaux de Aθ et (Aα, Aδ)γ par le rappel (iii) et Aθ = (Aα, Aδ)γ d’après
le théorème de réitération [4, Th. 4.6.1]. L’identité est continue : Bθ →
(Bα, Bδ)

γ par a), et (Bα, Bδ)
γ → (Bα, Bδ)γ par le rappel (ii), d’où l’égalité

de ces trois espaces. �
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Proposition 2.7. — Soient p ∈ ]1,+∞[, α, γ, δ, θ comme dans l’énoncé
du lemme 2.6. Supposons que i∗ : A∗1 → A∗0 soit un opérateur de Radon-
Nikodym.

a) Alors, isométriquement,

Lp(T, (A∗0, A∗1)θ) ⊂ hp(D, (A∗0, A∗1)θ) = [hp(D, A∗0),hp(D, A∗1)]
θ

= [Lp(T, (A∗0, A∗1)α), Lp(T, (A∗0, A∗1)δ)]
γ
.

b) Si cette inclusion est une égalité, l’espace

(A∗0, A
∗
1)
θ = [(A∗0, A

∗
1)
α, (A∗0, A

∗
1)
δ]γ

a la propriété de Radon-Nikodym.

Démonstration. —

a) Désignons par Bθ l’espace [hp(D, A∗0),hp(D, A∗1)]
θ
. D’après les rap-

pels (iii) et 2-e, Bj = hp(D, A∗j ) est le dual de Lp
′
(T, Aj), j ∈ {0, 1}.

D’après (2.6) on a Bθ = hp(D, (A∗0, A∗1)θ), donc Lp(T, (A∗0, A∗1)θ) en est
un sous-espace fermé. D’après le lemme 2.6, Bθ = (Bα, Bδ)

γ . D’après
l’hypothèse et la proposition 2.3,

Bα = [hp(D, A∗0),hp(D, A∗1)]α = Lp(T, (A∗0, A∗1)α)

et de même pour δ. D’où l’égalité dans l’énoncé.

b) D’après ce qui précède l’hypothèse implique Lp(T, (A∗0, A∗1)θ) =
hp(D, (A∗0, A∗1)θ). �

Dans la situation ci-dessus, par le lemme 2.6 b),

(A∗0, A
∗
1)
θ = [(A∗0, A

∗
1)α, (A

∗
0, A

∗
1)δ]

γ
=

[
(A∗0, A

∗
1)
α, (A∗0, A

∗
1)
δ
]γ

et Bθ = (Bα, Bδ)γ . Donc les plongements suivants sont en fait surjectifs :

Bθ =
[
Lp(T, (A∗0, A∗1)α), Lp(T, (A∗0, A∗1)δ)

]γ

→
[
Lp(T, (A∗0, A∗1)α), Lp(T, (A∗0, A∗1)δ)

]γ

→
[
hp(D, (A∗0, A∗1)α),hp(D, (A∗0, A∗1)δ)

]γ
= Bθ.

On en déduit que (2.1) ne s’étend pas à l’interpolation [ ·, · ]θ :

Corollaire 2.8. — Soient V0 = ((Lψ)∗, L∞)α et V1 = ((Lψ)∗, L∞)δ,
avec 0 < α < δ < 1. Pour tout p ∈ ]1,+∞[ et tout γ ∈ ]0, 1[, Lp(T, V γ) est
un sous-espace fermé strict de [Lp(T, V0), L

p(T, V1)]
γ
.

On a la même conclusion avec V0 = ((Lψ)∗, L∞)α, V1 = ((Lψ)∗, L∞)δ.
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Démonstration. — On peut appliquer la proposition 2.7 et la remarque
qui la suit, puisque, d’après le corollaire 1.4, l’identité i∗ : L∞ → (Lψ)∗ est
de Radon-Nikodym et que ((Lψ)∗, L∞)θ n’a pas RNa, a fortiori n’a pas la
propriété de Radon-Nikodym. �

3. Interpolation des espaces de Hardy vectoriels

Soient (B0, B1) un couple d’interpolation et 0 < θ < 1. On a un plonge-
ment de norme 1 :

[Hp(T, B0), H
p(T, B1)]θ → Hp(T, Bθ), 1 � p �∞. (3.1)

En effet l’espace de gauche s’injecte canoniquement dans Lp(T, Bθ) d’après
(2.1) et (2.3) ; Hp(T, B0)∩Hp(T, B1) est dense à gauche, donc dans l’image.
De même, d’après (2.2), on a un plongement de norme 1 :

[Hp(T, B0), H
p(T, B1)]θ,p → Hp(T, Bθ,p), 1 � p <∞. (3.2)

Soit 1 � p < ∞. Le plongement dans (3.1) est surjectif si B0 et B1 sont
des espaces UMD [7, p. 352 et prop. 5.4] ; dans (3.1) et (3.2) il ne l’est pas

pour le couple (L1(T), ĉ0(Z)) [7, prop. 5.2, rem. 6.3].

Nous donnerons une méthode plus générale (corollaire 3.12) pour retrou-
ver ce dernier résultat. L’idée est d’établir des liens entre la surjectivité et
la propriété RNa de certains espaces. Nous considérerons aussi les espaces
interpolés [ ·, · ]θ et reviendrons dans ce cadre sur l’exemple du corollaire 2.8.
Au passage nous étudierons le lien entre la surjectivité dans (3.1) et la ferme-
ture de l’image dans (3.3), puis dans (3.2) et (3.4), notant que, d’après (2.4)
et (2.5), on a les plongements de norme 1 :

[Hp(D, B0), H
p(D, B1)]θ → Hp(D, Bθ), 1 � p �∞, (3.3)

[Hp(D, B0), H
p(D, B1)]θ,p → Hp[D, (B0, B1)θ,p], 1 � p <∞. (3.4)

Commençons par quelques notations et quelques rappels. Si Y est un
sous-espace fermé d’un espace de Banach X, on notera [x] l’image de x ∈ X
dans l’espace quotient X/Y .

La notation H
p

0(D, X) désignera l’espace des fonctions f : D→ X telles
que l’application z → f(z) est dans Hp(D, X) et f(0) = 0, et H

p

0(T, X)
désignera l’espace des fonctions f ∈ Lp(T, X) telles que

∫

T
e−ikt f(t) dt = 0, ∀k ∈ N,
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et CZ−(T, X) = C(T, X) ∩H∞0 (T, X).

a) Pour p ∈ [1,+∞[, on note

Ep(X) = Lp(T, X)/H
p

0(T, X), E∞(X) = C(T, X)/CN∗(T, X),

d’où, isométriquement, d’après le rappel 2-e,

Ep(X)∗ = Hp
′
(D, X∗), E∞(X)∗ = H1(D, X∗), (3.5)

la dualité étant exprimée par

([f ], g) = lim
r→1−

∫

T
〈f(t), g(r e−it)〉 dt.

b) Pour p′ ∈ [1,+∞], on note

Fp′(X) = hp
′
(D, X)/H

p′

0 (D, X).

D’après le rappel 2-e, pour p′ ∈ ]1,+∞], notant CN(T, X) = C(T, X) ∩
H∞(T, X),

Fp′(X
∗) = Hp(T, X)∗, F1(X

∗) = CN(T, X)∗. (3.6)

Lemme 3.1. — L’espace Ep(X) est isométriquement un sous-espace fer-
mé de Fp(X), p ∈ [1,+∞].

Démonstration. — Supposons p < ∞. Comme Lp(T, X) et H
p

0(T, X)
s’identifient respectivement à des sous-espaces fermés de hp(D, X) et de
H
p

0(D, X), l’application correspondante : Ep(X) → Fp(X) est de norme 1.

Soient [f ] ∈ Ep(X), f ∈ Lp(T, X) un représentant, f̃ son prolongement

harmonique sur D. Pour tout ε > 0 il existe une fonction g ∈ Hp0(D, X) telle
que

‖f̃ + g‖hp(D,X) � ‖[f̃ ]‖Fp(X) + ε.

Pour tout r ∈ ]0, 1[, on a

‖[f ∗ Pr]‖Ep(X) � ‖f ∗ Pr + gr‖Lp(T,X)

� ‖f̃ + g‖hp(D,X).

Comme f ∗ Pr →r→1− f dans Lp(T, X), on en déduit

‖[f ]‖Ep(X) = lim
r→1−

‖[f ∗ Pr]‖Ep(X) �
∥∥[f̃ ]

∥∥
Fp(X)

.

Pour p = ∞ la preuve est analogue, en remplaçant Lp(T, X) par
C(T, X). �
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Lemme 3.2. — a) Hp(T, X) est normant pour Ep′(X
∗), p ∈ [1,+∞].

b) De même Hp(T, X∗) est normant pour Ep′(X), p ∈ [1,+∞].

Démonstration. — a) D’après le lemme 3.1, il suffit de voir que l’espace
Hp(T, X) est normant pour Fp′(X

∗). C’est immédiat par (3.6) (et si p =∞,
CN(T, X), a fortiori H∞(T, X) est normant pour F1(X

∗)).

b) D’après a), l’espace Hp(T, X∗) est normant pour Ep′(X
∗∗). Par le

théorème des bipolaires et (3.5), sa boule unité est dense dans celle de
Hp(D, X∗∗∗) pour la convergence sur Ep′(X

∗∗), en particulier dans celle de
Hp(D, X∗) pour la convergence sur Ep′(X). Par (3.5) à nouveau, Hp(D, X∗)
est normant pour Ep′(X), donc Hp(T, X∗) l’est aussi. �

On en déduit également que Ep′(X) s’identifie isométriquement à un
sous-espace fermé de Ep′(X

∗∗). On va s’intéresser à la relation entre la sur-
jectivité dans (3.4) et la surjectivité dans (3.2), de même pour les deux types
d’interpolés complexes. Si B0 est un sous espace de B1, Ep′(B0) s’injecte
canoniquement dans Ep′(B1), on l’identifie à son image, et de même pour
les Fp′(Bj).

Lemme 3.3. — Soit B0 un sous-espace de B1, soient θ, r ∈ ]0, 1[ et soit
g ∈ hp

′
(D, B0). Alors

a) ‖[gr]‖[Ep′ (B0),Ep′ (B1)]θ,p′
� ‖[g]‖[Fp′ (B0),Fp′ (B1)]θ,p′

, p′ ∈ ]1,+∞[,

b) ‖[gr]‖[Ep′ (B0),Ep′ (B1)]θ
� ‖[g]‖[Fp′ (B0),Fp′ (B1)]θ

, p′ ∈ [1,+∞].

Démonstration. — Soient X un Banach, p′ ∈ ]1,+∞[ et g ∈ hp′(D, X).
On a

‖[gr]‖Ep′ (X) = inf
η∈Hp′0 (T,X)

‖gr + η‖Lp′ (T,X) � inf
h∈Hp′0 (D,X)

‖gr + hr‖Lp′ (T,X)

� inf
h∈Hp′0 (D,X)

‖g + h‖hp′ (D,X) = ‖[g]‖Fp′ (X) .

a) Si g ∈ hp
′
(D, B0) on a donc K1([gr], u) � K2([g], u), u ∈ R+, pour les

fonctionnelles K1, K2 associées aux couples (Ep′(B0), Ep′(B1)) et (Fp′(B0),
Fp′(B1)), d’où la première inégalité.

b) D’après [4, lem. 4.2.3] le sous-espace F0 égal à

{
F =

n∑

j=0

Fj ⊗ [hj ] : hj ∈ hp
′
(D, B0), Fj(ξ) = eδξ

2

eλjξ, δ > 0, λj ∈ R
}
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est dense dans F [Fp′(B0), Fp′(B1)]. En notant Fr(ξ) = F (ξ)(r ei(·)), F ∈
F0, ξ ∈ S, on a

‖Fr‖F [Ep′ (B0),Ep′ (B1)] � ‖F‖F [Fp′ (B0),Fp′ (B1)],

ce qui implique la deuxième inégalité. �

Proposition 3.4. — a) On suppose [Hp(D, A0), H
p(D, A1)]θ,p fermé

dans Hp(D, Aθ,p), 1 < p <∞. Alors, isomorphiquement,

[Hp(T, A0), H
p(T, A1)]θ,p = Hp(T, Aθ,p).

b) On suppose [Hp(D, A0), H
p(D, A1)]θ fermé dans Hp(D, Aθ), 1 � p <

+∞. Alors, isomorphiquement,

[Hp(T, A0), H
p(T, A1)]θ = Hp(T, Aθ).

Démonstration. — Les hypothèses renforcent (3.4) et (3.3). Notons Y
l’adhérence de A∗1 dans A∗0.

a) On a les plongements de norme 1 :

Z = [Hp(T, A0), H
p(T, A1)]θ,p → [Hp(D, A0), H

p(D, A1)]θ,p

→ [Hp(D, Y ∗), Hp(D, A∗∗1 )]θ,p .

Par les rappels (iv), (3.5) et 2-d, le dernier espace est isomorphe à V ∗, où

V = [Ep′(Y ), Ep′(A
∗
1)]θ,p′ = [Ep′(A

∗
0), Ep′(A

∗
1)]θ,p′ .

Par le rappel (i) Hp(T, Aθ,p) s’identifie isométriquement à l’adhérence de
Hp(T, A0) dans Hp(D, Aθ,p), et Hp(T, A0) est dense dans Z. Si Z est fermé
dans V ∗, il l’est dans [Hp(D, A0), H

p(D, A1)]θ,p, donc dans Hp(D, Aθ,p) par
hypothèse, ce qui prouve a). Pour voir que Z est fermé dans V ∗, il suffit de
vérifier que les normes induites sur Hp(T, A0) par Z et V ∗ sont équivalentes.

D’après (3.6) et (iv) on a, isomorphiquement,

Z∗ = [Fp′(A
∗
0), Fp′(A

∗
1)]θ,p′ ,
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et Fp′(A
∗
1) est dense dans Z∗ (rappel (i)). Soit f ∈ Hp(T, A0). Par le

lemme 3.3, en se restreignant aux fonctions [g] ∈ Fp′(A∗1),

C−1K−1‖f‖V ∗ � K−1‖f‖Z

� sup
{∣∣∣ lim
r→1−

∫

T
〈f, [gr]〉 dt

∣∣∣ ; ‖[g]‖[Fp′ (A∗0),Fp′ (A
∗
1)]θ,p′ � 1

}

� sup
{∣∣∣ lim
r→1−

∫

T
〈f, [gr]〉 dt

∣∣∣ ; ‖[gr]‖[Ep′ (A∗0),Ep′ (A
∗
1)]θ,p′ � 1

}

� ‖f‖V ∗ .

b) La démonstration est analogue. On considère les plongements de
norme 1 :

Zθ = [Hp(T, A0), H
p(T, A1)]θ → (Vθ)

∗ = [Hp(D, Y ∗), Hp(D, A∗∗1 )]
θ
,

(l’égalité isométrique venant du rappel (iii)) où, par le rappel 2-d et (3.5),

Vθ = [Ep′(Y ), Ep′(A
∗
1)]θ = [Ep′(A

∗
0), Ep′(A

∗
1)]θ .

Par le rappel (i), l’espace Hp(T, Aθ) s’identifie isométriquement à l’ad-
hérence de Hp(T, A0) dans Hp(D, Aθ), et Hp(T, A0) est dense dans Zθ.
Si Zθ est fermé dans (Vθ)

∗, il l’est dans [Hp(D, Y ∗), Hp(D, A∗∗1 )]θ par le
rappel (ii), donc dans [Hp(D, A0), H

p(D, A1)]θ, donc dans Hp(D, Aθ) par
hypothèse, ce qui prouve b).

Pour voir que Zθ est fermé dans [Vθ]
∗
, il suffit de vérifier que les normes

induites sur Hp(T, A0) par Zθ et [Vθ]
∗

sont équivalentes. On remplace [Zθ]
∗
,

isométrique à [Fp′(A
∗
0), Fp′(A

∗
1)]
θ
, par son sous-espace [Fp′(A

∗
0), Fp′(A

∗
1)]θ

qui est normant pour Zθ par le rappel 2-f et la dualité (3.6), et on applique
le lemme 3.3 comme en a). �

Proposition 3.5. — Soit θ ∈ ]0, 1[.

a) Soit p ∈ ]1,+∞[. S’il y a un plongement continu :

Hp(T, [A∗0, A∗1]θ,p)→ [Hp(D, A∗0), Hp(D, A∗1)]θ,p ,

alors, isomorphiquement,

[Hp(D, A∗0), Hp(D, A∗1)]θ,p = Hp(D, [A∗0, A∗1]θ,p), (3.7)

[Hp(T, A∗0), Hp(T, A∗1)]θ,p = Hp(T, [A∗0, A∗1]θ,p). (3.8)

b) Soit p ∈ [1,+∞]. On a toujours un plongement de norme 1 :

[Hp(D, A∗0), Hp(D, A∗1)]
θ → Hp(D, (A∗0, A∗1)θ). (3.9)
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Si on a un plongement continu :

Hp(T, (A∗0, A∗1)θ)→ [Hp(D, A∗0), Hp(D, A∗1)]
θ
,

l’application (3.9) est surjective et, isomorphiquement,

[Hp(T, A∗0), Hp(T, A∗1)]θ = Hp(T, [A∗0, A∗1]θ). (3.10)

c) Supposons que Aθ (sous espace-fermé de [(A∗0, A
∗
1)θ]
∗) y soit 1-com-

plémenté. Alors on peut, dans b), remplacer l’hypothèse par l’existence d’un
plongement :

Hp(T, (A∗0, A∗1)θ)→ [Hp(D, A∗0), Hp(D, A∗1)]
θ
.

Commentaire : Sous l’hypothèse b), l’espace Hp(T, (A∗0, A∗1)θ) est fermé

dans [Hp(D, A∗0), Hp(D, A∗1)]
θ

grâce à (3.9). Se plonge-t-il dans (est-il égal à)

[Hp(T, A∗0), Hp(T, A∗1)]
θ

? On retrouvera cette question au corollaire 3.15.

Démonstration. — On note Y l’adhérence de A∗1 dans A∗0.

a) Pour montrer (3.7) il suffit, grâce à (3.4), de voir qu’il y a un plonge-
ment continu :

Hp(D, [A∗0, A∗1]θ,p)→ [Hp(D, A∗0), Hp(D, A∗1)]θ,p ,

ou encore : L∗ = Hp(D, [Aθ,p]∗)→ V ∗, en notant

L = Ep′(Aθ,p′), V = [Ep′(A0), Ep′(A1)]θ,p′ .

Par (3.4) et la dualité (rappel (iv) et (3.5)), on a toujours un plongement
continu (d’image dense par le rappel (i)) : L → V . Comme Hp(T, [Aθ,p′ ]∗)
est normant pour L par le lemme 3.2, sa boule unitéD est dense dans celle de
L∗ pour σ(L∗, L) par le théorème des bipolaires. Par hypothèse, D se plonge
dans une boule de rayon C de V ∗, fermée pour σ(V ∗, V ) et pour σ(V ∗, L).
Par densité la boule unité de L∗ s’y plonge aussi, ce qui prouve (3.7). On
obtient (3.8) en appliquant la proposition 3.4 a) aux espaces A∗1 et Y , d’après
le rappel 2-d.

b) Les espaces considérés dans (3.9) sont respectivement les duaux de
Vθ = [Ep′(A0), Ep′(A1)]θ et Lθ = Ep′(Aθ) par le rappel (iv) et (3.5).

(i) Comme [Hp(D, A∗0), Hp(D, A∗1)]θ est normant pour Vθ par le rappel 2-
f, sa boule unité est dense dans celle de [Vθ]

∗
; par (3.3) et le rappel (ii) elle

s’injecte dans la boule unité de [Lθ]
∗
. Donc on a un plongement de norme 1 :

[Vθ]
∗ → [Lθ]

∗
, ce qui prouve (3.9).
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(ii) On obtient le plongement : [Lθ]
∗ → [Vθ]

∗
comme en a), notant que

Hp(T, (A∗0, A∗1)θ) est normant pour Lθ par le lemme 3.2 et s’envoie con-
tinûment dans [Vθ]

∗
par hypothèse. D’après (i), [Lθ]

∗
et [Vθ]

∗
sont donc iso-

morphes. Alors [Hp(D, A∗0), Hp(D, A∗1)]θ, fermé dans [Vθ]
∗

par le rappel (ii),
est fermé dans [Lθ]

∗
= Hp(D, (A∗0, A∗1)θ), donc dans Hp(D, (A∗0, A∗1)θ) par le

rappel (ii) et (3.3). La proposition 3.4 b) appliquée à A∗1, Y et le rappel 2-d
donnent (3.10).

c) On note X = (A∗0, A
∗
1)θ = (Y,A∗1)θ, d’après le rappel 2-d. Aθ est

toujours un sous-espace fermé de [(A∗0, A
∗
1)θ]
∗ = X∗ d’après le rappel 2-f.

Si Aθ est 1-complémenté dans X∗, on note P la projection : X∗ → Aθ.
Alors P ∗ est une isométrie : [Aθ]

∗ → X∗∗ et, si x ∈ Aθ, y ∈ [Aθ]
∗
,

〈P ∗y, x〉 = 〈y, Px〉 = 〈y, x〉. On modifie la preuve de b) (ii), en vérifiant
que Hp(T, (A∗0, A∗1)θ) = Hp(T, X) est normant pour Lθ = Ep′(Aθ). D’après
le lemme 3.2 b), Hp(T, (Aθ)∗) est normant pour Ep′(Aθ). Il suffit donc de
voir que la boule unité C de Hp(T, X) est dense dans la boule unité de
Hp(T, (Aθ)∗) pour la convergence simple sur Ep′(Aθ).

Par le lemme 3.2 a), Hp(T, X) est normant pour Ep′(X
∗). Donc C est

dense dans la boule unité G du dual de Ep′(X
∗), pour la convergence simple

sur Ep′(X
∗), en particulier sur Ep′(Aθ). Par (3.5), G est la boule unité de

Hp(D, X∗∗). Soit donc f de norme 1 dans Hp(T, (Aθ)∗). Alors (I ⊗ P ∗)f
est dans la boule unité de Hp(T, X∗∗) donc dans G. En particulier, il existe
une famille filtrante (fα)α∈I dans C telle que, pour toute g ∈ Ep′(Aθ),

〈fα, g〉 → 〈(I ⊗ P ∗)f, g〉 = 〈f, (I ⊗ P )g〉 = 〈f, g〉,
ce qui achève la vérification. �

On comparera le lemme et le théorème suivants à la proposition 2.3.

Lemme 3.6. — Soient B0 un sous-espace de B1, i : B0 → B1 un opéra-
teur de Radon-Nikodym analytique, p ∈ ]1,+∞[. Alors

a) le plongement : Eθ = [Hp(D, B0), H
p(D, B1)]θ → Hp(D, Bθ) a son

image dans Hp(T, Bθ) ;

b) le plongement : Eθ,p = [Hp(D, B0), H
p(D, B1)]θ,p → Hp(D, Bθ,p) a

son image dans Hp(T, Bθ,p) ;

c) si Eθ,p = Hp(D, Bθ,p), l’espace Bθ,p a la propriété RNa.

La clause a) signifie que, si F ∈ Eθ, il existe f ∈ Hp(T, Bθ) telle que

F = f̃ , prolongement harmonique de f , donc p.s. Fr(e
it)→ f(eit) dans Bθ.

Il en est de même en b).
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Démonstration. — a) Le plongement vient de (3.4). On raisonne comme
dans la preuve de la proposition 2.3 (seconde partie de a)).

b) se déduit de a) comme dans la preuve de la proposition 2.3 b) en
remplaçant (2.2) par (3.2).

c) D’après l’hypothèse et b), Hp(D, Bθ,p) = Hp(T, Bθ,p). �

Théorème 3.7. — Soient θ ∈ ]0, 1[ et p ∈ ]1,+∞[. Supposons que i∗ :
A∗1 → A∗0 soit un opérateur de Radon-Nikodym analytique et que l’espace
[A∗0, A

∗
1]θ,p n’ait pas la propriété RNa. Alors

[Hp(T, A∗0), Hp(T, A∗1)]θ,p � H
p(T, [A∗0, A∗1]θ,p).

Démonstration. — Le plongement vient de (3.2). Supposons au contraire
que ces deux espaces cöıncident. La proposition 3.5 a) implique alors (3.7),
le lemme 3.6 c) s’applique à A∗0, A

∗
1, donc [A∗0, A

∗
1]θ,p a RNa, ce qui est

contraire à la deuxième hypothèse. �

Lemme 3.8. — Pour θ ∈ ]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[,

a) Aθ,p =
[
L1(T), ĉ0(Z)

]
θ,p

est fermé dans
[
C(T)∗, #̂∞(Z)

]
θ,p

= Bθ,p.

b) Aθ =
[
L1(T), ĉ0(Z)

]
θ

est fermé dans Bθ =
[
C(T)∗, #̂∞(Z)

]
θ
.

Démonstration. — Posons A0 = L1(T), A1 = ĉ0(Z), B0 = C(T)∗ et

B1 = #̂∞(Z).

a) Pour tout r ∈ ]0, 1[, l’opérateur a→ a ∗Pr est de norme 1 : Bj → Aj ,
j ∈ {0, 1}, donc de norme � 1 : Bθ,p → Aθ,p, par interpolation [4, p. 27 et
th. 3.1.2]. D’autre part, si a ∈ A0, par le rappel (i),

lim
r→1−

‖a− a ∗ Pr‖Aθ,p � lim
r→1−

‖a− a ∗ Pr‖A0
= 0.

Par définition des normes Aθ,p, Bθ,p, on a donc, pour a ∈ A0,

lim
r→1−

‖a ∗ Pr‖Aθ,p � ‖a‖Bθ,p � ‖a‖Aθ,p = lim
r→1−

‖a ∗ Pr‖Aθ,p .

Cela prouve l’assertion puisque A0 est dense dans Aθ,p.

b) La preuve est analogue, en utilisant [4, th. 4.1.4]. �
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Proposition 3.9. — Pour θ ∈ ]0, 1[ et p ∈ ]1,+∞[, les plongements sui-
vants ne sont pas surjectifs :

a)

[
Hp(T,M(T )), Hp(T, #̂∞(Z))

]
θ,p
→ Hp

(
T,

[
M(T), #̂∞(Z)

]
θ,p

)
,

b) [7]

[
Hp(T, L1(T)), Hp(T, ĉ0(Z))

]
θ,p
→ Hp

(
T,

[
L1(T), ĉ0(Z)

]
θ,p

)
.

Démonstration. — Les plongements viennent de (3.2). Avec les notations
du lemme précédent, et d’après le lemme de Pisier [7, lemme 5.1], l’espace
Aθ,p n’a pas RNa, et Bθ,p non plus puisque Aθ,p est fermé dans Bθ,p d’après
le lemme 3.8. Enfin C(T)∗ =M(T) a la propriété RNa.

a) résulte alors du théorème 3.7.

b) Notons X = [C(T), #̂1(Z)]θ,p′ , d’où X∗ = Bθ,p. On conserve les no-
tations de la proposition 3.5 a). Supposons le plongement de b) surjectif
et montrons que Aθ,p aurait la propriété RNa. D’après notre hypothèse,

puis (3.5), le rappel (iii), et le lemme 3.6 appliqué à C(T)∗, #̂∞(Z), on au-
rait les plongements

Hp(T, Aθ,p) =
[
Hp(T, L1(T)), Hp(T, ĉ0(Z))

]
θ,p

→
[
Hp(D,M(T)), Hp(D, #̂∞(Z))

]
θ,p

= V ∗

→ Hp(T, Bθ,p)→ Hp(D, Bθ,p) = L∗ = [Ep′(X)]
∗
.

D’après le rappel 2-e, tout élément F ∈ Hp(D, Bθ,p) est intégrale de Poisson

d’une fonction f ∈ V Bp(T, Bθ,p) = Lp
′
(T, X)∗ ; la famille (f ∗Pr) = (F (r·))

est bornée dans Hp(T, Bθ,p) et f ∗ Pr →r→1− f pour la convergence simple

sur Lp
′
(T, X), donc sur L = Ep′(X). D’après le lemme 3.8 Hp(D, Aθ,p) est

fermé dans Hp(D, Bθ,p). En particulier, soit F ∈ Hp(T, Aθ,p). La famille (f ∗
Pr) est alors bornée dansHp(T, Aθ,p). D’après notre hypothèse, cette famille

serait bornée dans l’espace interpolé
[
Hp(T,M(T)), Hp(T, #̂∞(Z))

]
θ,p

.

La famille des intégrales de Poisson (f ∗ Pr) serait bornée dans V ∗ ;

toute valeur d’adhérence pour σ(V ∗, V ) cöınciderait avec F = f̃ puisque
L est d’image dense dans V d’après la preuve de la proposition 3.5 a).
Par le lemme 3.6, f serait dans Hp(T, Bθ,p), donc f ∗ Pr(eit)→r→1− f(e

it)
p.s. dans Bθ,p, en fait dans Aθ,p. Finalement, f serait dans l’espace
Hp(T, Aθ,p). �
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Lemme 3.10. — Soit (B0, B1) un couple d’interpolation tel que les Bj
sont séparables et que B0 ∩ B1 est dense dans Bj, j ∈ {0, 1}. Soit G ∈
G(B∗0 , B∗1). Alors

a) il existe des fonctions bornées : τ → Uj(iτ), j ∈ {0, 1}, R → B∗j ,
mesurables pour σ(B∗j , Bj), telles que G′(z) → Uj(iτ) pour la topologie
σ(B∗0 +B∗1 , B0 ∩B1) lorsque z → iτ + j non tangentiellement ;

b) pour θ ∈ ]0, 1[

‖G′(θ)‖(B∗0 ,B∗1 )θ �
[∫

R
‖U0(iτ)‖B∗0

Q(θ, iτ)

1− θ dτ
]1−θ
×

[∫

R
‖U1(iτ)‖B∗1

Q(θ, 1 + iτ)

θ
dτ

]θ
. (3.11)

Démonstration. — a) Par définition, G′ est holomorphe sur S0, à valeurs
dans B∗0 + B∗1 , et bornée en norme sur S0 par ‖G‖G comme on l’a rappelé
au début de l’article. Par la théorie scalaire et la séparabilité de B0 ∩B1, la
fonction G′ admet au bord de S, pour presque tout τ , des limites préfaibles
non tangentielles Uj(iτ), j ∈ {0, 1}, à valeurs dans B∗0 + B∗1 , bornées par
‖G‖G et mesurables pour σ(B∗0 +B∗1 , B0 ∩B1).

D’autre part, en adaptant l’argument de [4, p. 95] (la topologie préfaible
de B∗j remplaçant la topologie faible) on définit p.s. sur R – grâce à la
séparabilité de Bj – des fonctions bornées : τ → Vj(iτ), j ∈ {0, 1}, à
valeurs respectivement dans B∗j avec ‖Vj(iτ)‖B∗j � ‖G‖G , préfaiblement
mesurables, telles que, pour aj ∈ Bj , p.s.,

∫ s

0

〈Vj(iτ), aj〉i dτ = 〈G(is+ j)−G(j), aj〉.

La séparabilité de Bj entrâıne que τ → ‖Vj(iτ)‖B∗j est mesurable.

Vérifions que p.s. Uj(iτ) = Vj(iτ), j ∈ {0, 1}, dans B∗0 + B∗1 , d’où
‖Uj(iτ)‖B∗j � ‖G‖G . Soit a ∈ B0 ∩B1. Par la continuité de 〈G(·), a〉 sur S,
puis par convergence dominée, avec x > 0 si j = 0, x < 0 si j = 1, on a,
pour tout s ∈ R,

〈G(is+ j)−G(j), a〉 = lim
x→0
〈G(x+ is+ j)−G(x+ j), a〉

= lim
x→0

∫ s

0

〈G′(x+ iτ + j), a〉 i dτ

=

∫ s

0

〈Uj(iτ), a〉 i dτ. (3.12)

Cela implique l’égalité p.s. cherchée.

– 419 –



Daher Mohammad

b) Soient ε > 0 et a ∈ B0 ∩ B1 tel que ‖a‖Bθ < 1 et ‖G′(θ)‖(B∗0 ,B∗1 )θ �
|〈G′(θ), a〉| + ε. D’après [4, lemma 4.2.3] dont on conserve la notation, il
existe F ∈ F0(B0, B1) tel que F (θ) = a et ‖F‖F(B0,B1) < 1. Par définition
de F0(B0, B1) (utilisé dans la preuve du lemme 3.3)

F =

n∑

j=1

Fj ⊗ aj ,

où Fj est une fonction scalaire holomorphe, les aj sont dans B0 ∩B1.

Notant Uj(iτ) = G′(iτ), τ ∈ R et

φ(z) = 〈G′(z), F (z)〉, z ∈ S,

nous allons montrer que

|φ(θ)| �
[∫

R
|φ(iτ)| Q(θ, iτ)

1− θ dτ
]1−θ[∫

R
|φ(1+iτ)| Q(θ, 1 + iτ)

θ
dτ

]θ
. (3.13)

Cela impliquera (3.11), puisque, pour presque tout τ ∈ R,

|φ(j + iτ)| � ‖Uj(iτ)‖B∗j ‖F (j + iτ)‖Bj � ‖Uj(iτ)‖B∗j .

Pour ε > 0 et h ∈ R, h �= 0, considérons

ψh,ε(z) = exp(εz2)〈[G(z + ih)−G(z)] /(ih), F (z)〉.

Pour z = θ + iy ∈ S0 on a, par les rappels (ii) et (iii),

|ψh,ε(z)| �
∥∥exp(εz2) [G(z + ih)−G(z)] /(ih)

∥∥
(B∗0 ,B

∗
1 )θ
‖F (z)‖(B0,B1)θ

�
∥∥exp(ε(·)2) [G(·+ ih)−G(·)] /(ih)

∥∥
F(B∗0 ,B

∗
1 )

� exp(ε) ‖G‖G(B∗0 ,B∗1 ).

De même, pour tout τ ∈ R, on a |ψh,ε(j + iτ)| � exp(ε) ‖G‖G(B∗0 ,B∗1 ), pour
j = 0, 1. La fonction ψh,ε est donc bornée et continue sur S, holomorphe sur
S0. D’après [19, th. 1] (on applique la formule de représentation intégrale à
la fonction Mz−1

0 M−z1 ψh,ε(z))

|ψh,ε(θ)| �
[∫

R
|ψh,ε(iτ)|

Q(θ, iτ)

1− θ dτ
]1−θ
×

[∫

R
|ψh,ε(1 + iτ)| Q(θ, 1 + iτ)

θ
dτ

]θ
. (3.14)

D’après (3.12) et le théorème de différentiation de Lebesgue, pour presque
tout τ ∈ R, pour a ∈ B0 ∩B1,

〈[G(j + iτ + ih)−G(j + iτ)] /(ih), a〉 →h→0 〈Uj(iτ), a〉, j = 0, 1.
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Passant à la limite dans (3.14) lorsque h→ 0 en appliquant le théorème de
convergence dominée, on peut y remplacer |ψh,ε(θ)| par

exp(εθ2) |φ(θ)|

et |ψh,ε(j + iτ)| par exp(−ετ2)|φ(j + iτ)|. Un passage à la limite lorsque
ε → 0 et à nouveau le théorème de convergence dominée impliquent alors
l’inégalité (3.13) cherchée. �

Le théorème suivant est à rapprocher du lemme 3.6.

Théorème 3.11. — Supposons que A0, A1 sont séparables et que A∗1 a
la propriété RNa. Pour θ ∈ ]0, 1[ et p ∈ [1,+∞],

a) on a un plongement continu :

Eθ = [Hp(D, A∗0), Hp(D, A∗1)]
θ → Hp(T, (A∗0, A∗1)θ) ;

b) si [Hp(D, A∗0), Hp(D, A∗1)]
θ

= Hp(D, (A∗0, A∗1)θ), l’espace (A∗0, A
∗
1)
θ a

la propriété RNa.

Démonstration. — a) Par (3.5) les Hp(D, A∗j ) sont bien des duaux
d’espaces séparables. Soient G ∈ G(Hp(D, A∗0), Hp(D, A∗1)) = G et Uj les
limites de G′ au bord de S définies par le lemme 3.10, à valeurs dans
Hp(D, A∗j ), j ∈ {0, 1}. Pour tout r ∈ ]0, 1[ la fonction z → G(z)(r·) est en-
core dans G, avec une norme � ‖G‖G tandis que la fonction z → G′(z)(r·)
admet les valeurs au bord : τ → Uj(iτ)(r·) ∈ Hp(D, A∗j ) pour presque tout
τ . Soit rn →n→∞ 1. D’après (3.11) appliquée à z → G(z)(rm·)−G(z)(rn·),

‖G′(θ)(rm·)−G′(θ)(rn·)‖Eθ � (2‖G‖G)1−θ×
[∫

R
‖U1(iτ)(rm·)− U1(iτ)(rn·)‖Hp(D,A∗1)

Q(θ, 1 + iτ)

θ
dτ

]θ
.

(3.15)

Pour presque tout τ , la fonction z → U1(iτ)(rmz) est continue sur le disque
unité fermé, à valeurs dans A∗1, donc sa norme dans Hp(D, A∗1) n’est autre
que la norme dans Hp(T, A∗1) de U1(iτ)(rm ei(·)), qui est majorée par ‖G‖G .

Comme A∗1 a la propriété RNa,
[
U1(iτ)(rn ei(·))

]
n�0

est une suite de

Cauchy dans Hp(T, A∗1), pour presque tout τ , donc converge dans cet es-
pace. Par convergence dominée,

[
U1(i·)(rn ei(·))

]
n�0

converge dans l’espace

Lp(Q(θ, iτ)/θ dτ,Hp(T, A∗1)). Par (3.15) [G′(θ)(rn.] n�0 converge dans Eθ,
donc dans Hp(D, (A∗0, A∗1)θ) par (3.9). Cela prouve a).
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b) D’après l’hypothèse et a) tout élément de Hp(D, (A∗0, A∗1)θ) est l’inté-
grale de Poisson d’une fonction dans Hp(T, (A∗0, A∗1)θ). �

On reprend dans le corollaire suivant la première hypothèse de la propo-
sition 3.5 c).

Corollaire 3.12. — Soient θ, p, A0, A1 comme dans le théorème 3.11.
Supposons que Aθ, qui est un sous-espace fermé de [(A∗0, A

∗
1)θ]
∗ = X∗, y soit

1-complémenté. Si (A∗0, A
∗
1)
θ n’a pas la propriété RNa, on a

[Hp(T, A∗0), Hp(T, A∗1)]θ � H
p(T, (A∗0, A∗1)θ).

Démonstration. — Le plongement vient de (3.1). S’il était surjectif, on

aurait Hp(D, [A∗0, A∗1]
θ
) = [Hp(D, A∗0), Hp(D, A∗1)]

θ
par la proposition 3.5 c).

D’après le théorème 3.11, l’espace (A∗0, A
∗
1)
θ aurait la propriété RNa. �

Corollaire 3.13. — Soient θ ∈ ]0, 1[ et p ∈ [1,+∞]. Alors les plonge-
ments suivants ne sont pas surjectifs :

a)

[
Hp(T,M(T)), Hp(T, #̂∞(Z))

]
θ
→ Hp

(
T,

[
M(T), #̂∞(Z)

]
θ

)
,

b) [7]

[
Hp(T, L1(T)), Hp(T, ĉ0(Z)

]
θ
→ Hp

(
T,

[
L1(T), ĉ0(Z)

]
θ

)
.

Démonstration. — Notons Aθ =
[
C(T), #̂1(Z)

]
θ

=
[
L∞(T), #̂1(Z)

]
θ

(rap-

pel 2-d). D’après le lemme 3.8, Y =
[
L1(T), ĉ0(Z)

]
θ

est fermé dans X =
[
M(T), #̂∞(Z)

]
θ
, lui-même fermé dans A∗θ =

[
M(T), #̂∞(Z)

]θ
(rappel (iii)).

Par le lemme de Pisier [7], Y n’a pas RNa, donc (Aθ)
∗ non plus. D’autre

part Y ∗ est quotient de X∗. Comme #1(Z) est un dual séparable, la preuve
de [4, Th. 4.3.1] s’adapte facilement et entrâıne

Aθ =
[
L∞(T), #̂1(Z)

]
θ

=
[
L∞(T), #̂1(Z)

]θ
= Y ∗.

Comme Aθ est fermé dans X∗ d’après la preuve de la proposition 3.5 c), il y
est donc 1-complémenté. La clause a) est alors une conséquence immédiate
du corollaire 3.12.

b) D’après (3.9) on a le plongement :

[Vθ]
∗ =

[
Hp(D,M(T)), Hp(D, #̂∞(Z))

]θ → Hp(D, A∗θ) = [Lθ]
∗
. (3.16)
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Supposons le plongement de b) (dû à (3.1)) surjectif. En particulier on
aurait un plongement : Hp(T, Y ) → [Vθ]

∗. On va montrer qu’il y aurait
surjection dans (3.16). Le théorème 3.11 donne alors la contradiction puisque
(Aθ)

∗ n’a pas RNa. On modifie la preuve de la proposition 3.5 c) (dont on
garde les notations) en vérifiant que Hp(T, Y ) (au lieu de Hp(T, X)) est
normant pour Lθ = Ep′(Aθ). Cela résulte du lemme 3.2 puisque Ep′(Aθ) =
Ep′(Y

∗). �

La proposition suivante est similaire à la proposition 2.7.

Proposition 3.14. — Soit p ∈ ]1,+∞[. Supposons que i∗ : A∗1 → A∗0
soit un opérateur de Radon-Nikodym analytique. Alors pour α, γ, δ ∈ ]0, 1[
et θ = (1− γ)α+ γδ, il y a un plongement continu :

Bθ = [Hp(D, A∗0), Hp(D, A∗1)]
θ → [Hp(T, (A∗0, A∗1)α), Hp(T, (A∗0, A∗1)δ)]

γ
.

Démonstration. — En posant Bj = Hp(D, A∗j ) = Ep′(Aj)
∗, j ∈ {0, 1}, le

lemme 2.6 donne Bθ = (B0, B1)
θ = (Bα, Bδ)

γ . L’hypothèse et un argument
analogue à celui de la preuve de la proposition 2.3 a) (deuxième partie),
donnent le plongement :

Bα = [Hp(D, A∗0), Hp(D, A∗1)]α → Hp(T, (A∗0, A∗1)α),

et de même pour δ, d’où le plongement continu :

(Bα, Bδ)
γ → [Hp(T, (A∗0, A∗1)α), Hp(T, (A∗0, A∗1)δ)]

γ
. �

Le corollaire suivant est moins satisfaisant que le corollaire 2.8.

Corollaire 3.15. — Notons L∞ = B0, (Lψ)∗ = B1. Soient p, α, γ,
δ et θ comme dans la proposition 3.14. Alors au moins une des assertions
suivantes est vérifiée :

(i) l’espace [Hp(T, Bα), Hp(T, Bδ)]γ ne se plonge pas dans l’espace
Hp(T, [Bα, Bδ]γ) = Hp(T, Bθ) ;

(ii) Hp(T, Bθ) ne se plonge pas dans [Hp(T, B0), H
p(T, B1)]

θ
.

Démonstration. — L’égalité dans (i) vient du lemme 2.6 b). L’identité :
L∞ → (Lψ)∗ est un opérateur de Radon-Nikodym d’après le corollaire 1.4.
Si on avait les plongements dans (i) et (ii), on aurait :

Hp(D, Bθ) = [Hp(D, B0), H
p(D, B1)]

θ

→
[
Hp(T, Bα), Hp(T, Bδ)

]γ
(3.17)

→ Hp(T,
[
Bα, Bδ

]γ
) = Hp(T, Bθ), (3.18)
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où la première égalité résulterait du plongement de (ii) et de la propo-
sition 3.5 b), le plongement (3.17) résulterait de la proposition 3.14, le
plongement (3.18) résulterait du plongement de (i). L’espace Bθ aurait donc
la propriété RNa , ce qui contredirait le corollaire 1.4. �
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