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SUR LES SYSTEMES CYCLIQUES DE TBfPLES DE STEINER DIFFERENTS

POUR N PREMIER

(ou puissance de nombre premier) de la forme 6n -+ 1

Par M. S. BAYS.

INTRODUCTION

[1] Dans notre second Mémoire sur les systémes cycliques de triples de Steiner ("),
nous avons ramen¢ l'obtention des systémes cycliques de triples de Steiner différents,
pour N = 6n + 1 premier ou puissance de nombre premier, i I'obtention des sys-
témes de caractéristiques différents, c’est-a-dire non déductibles I'un de I'autre par
une substitutlion du groupe g !;7_”_’ Jﬁ} ;, (# appartenant & 'exposant 2(N) mod. N).

Dans le présent Mémoire, nous faisons I’étude des propriétés de I'ensemble des
caracléristiques vis-a-vis du groupe 5 |£, O-L_I'I ;, pour N = 6n + 1 premier ou puis-
sance de nombre premier, et nous obtenons de ce fait une part imporlante de ces
systémes de caractéristiques différents.

[2] Nous rappelons les données essentielles du Mémoire précédent qui nous sont
nécessaires pour notre exposé :

() S. Buys, Recherche des systémes cycliques de triples de Steiner différenls pour N premier
(ou puissance de nombre premier) de la forme 6n + 1, Journal de mathématiques pures et
appliquées, t. 1, 1923, fascicule 1.

Nolre premier Mémoire : Sur les syslémes cycliques de (riples de Sleiner, est dans les
Annales de I'Ecole normale supérieure (3), AL, février et mars, 1923.

La lecture préalable de ces'deux Mémoires rendrait la lecture de celui-ci aisée et complete.
Nous les désignerons dans la suite, pour nos références, simplement par les lettres A et J.

Un expos¢ du probléme méme des (riples de Sleiner est donné dans E. Netto, Lehrbuch
der Combinatorik, 1go1, p. 202 & 218. D’autre part toules les références aux Lravaux essen-
tiels sur la question sont données dans nos deux Mémoires, principalement dans A.

Les résultats du présent Mémoire ont é1é publiés dans une Note aux Comples Rendus
(t. GLN\Y, p. 936, 20 novembre 1g22).
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1° L’ensemble des caracléristiques pour N =6n + 1, premier ou puissance de
nombre premier, est I'ensemble des triples des éléments 1,9, ..., 3n, sans répé-
tition, dans lesquels ou bien la somme de deux éléments est égale au Lroisiéme é1¢-
menl, ou bien la sorume des trois éléments est égale & N.

2° Un sysléme de caractérisliques est un ensemble de n caractéristiques contenant
les 3n élémenls 1,2, ..., 3n, autrement dit, un ensemble de n caractérisliques sans
élément commun. Un systéme de caractéristiques détermine 2" systémes cycliques
de triples de Steiner, parmi lesquels 2"7' sont éventuellement différents.

3> Nous avons désigné par « la valeur absolue du plus petil resle positif ou

négatif de l'entier @ mod. N. — . = apparlenant a I'exposant »(N) mod, N, 2’, 2", .. .,
a"7Y, sont les 3n élémenls, 1,9, .., 30 & T M L es rep—roguisenl
indéfiniment dans le méme ordre =", o'. ..., 2" o', 2% ..., les reproduisent
jndéfiniment dans I'ordre inverse. .
La substitution [x, ax| est le cycle (2'2' ..., «™"). Ses 3n premiéres puis-
sances |x, zx|"= |£, 2’|, v=o0,1,...,3n—1, consliluent le groupe cyclique
- = i paad

5= 3|m xr| !, indépendant de la racine primilive choisie(*) «. Ses autres puissances,

positives on négatives, reproduizent les mémes substitutions.

4" Les substitutions du groupe s transforment une caractér slique en une carac-

téristique. La substitution |z, mx|, ot m esl un entier quelconque, positif ou né-

gatif, ¢tant l'une des subslitations |z, 2"z

, ala méme propriété.

5" La puissance n (ou la puissance 2n) de la substitution |z, zx| fournit an

systeme immédiat de caractéristiques. que nous avons appelé (J. s 5) le systéme des
caracléristiques imprimitives.

o n on ., 1 "o PUELL0 . n—1 an—1 JH—A .
A A - A . (1)

2n

o 2" 7, 2™ 7 est, quelque soil Penlier positif ou négalif v, I'une de ces carac-

[éris[iques imp[i miti\*es, et 1“’ 7." ;..\;’ 7"-'" ~:7 1-:*17 1” +v /1’ 12)l-vrv—§ 1 ; s zv—fn‘q, (7.“ } 271—1’ av dN—1

est encore le systéme des caractéristiques imprimitives rangées dans le méme ordre
cyclique (1). En d’autres lermes, les substitutions |x, «’«| transforment le systéme
des caractéristiques imprimitives en lui-méme, en permutant cycliquement les carac-
térisliques.

6° Les subslitutions du groupe 5 transforment une aulre caracléristique quel-

() Notre expos¢, dans ce Mémoire, a cause de I'existence univoque dans les deux cas des
groupes | |o, 2z | el ||z, 2| |, est constamment valable pour N premier, ou puissance
L, —

de nombre premier, de la forme 6n+ 1, avec peul-¢tre dans le second cas une restriction ou
Pautre qu'il faudrait encore étudier. Cependanl. pour simplifier, nous entendrons dés main-
tenant par N, dans tout notre exposé. uniquement un nombre premier de la forme 6n + 1.
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conque, a‘, «’, a°, (a, b, c incongrus les trois entre eux mod. n)(*), en 3n caracté-

ristiques différentes :

@ b ., a-r1 b--1 CiA o, . « -3n—1 b-+3n—1 C3n—) ’
A A - - A , o , o . (2)
——

’

qui constituent une colonne de caractéristiques, se reproduisant indéfiniment de
chacune d’elles par les substitutions du groupe o. Ces 3n caractéristiques se répar-
tissent en n carrés de trois caractéristiques, imprimitifs vis-a-vis des substitutions

de o, et que nous disposons ainsi :

a b c, a1 b1 1, . --n—1 b n—y Cq-—1
@, a, x T, T, o ) , X , & ;

— -— _— PR — —

«@+n b-+n =0, @04 b—H-+1 CR-EL . a-i-eh—13 b+-2n—1 C-4-2n—1 , ( )
- . , @ - , o« Lo ; 3
— — —

a--en_b-ten  _coeh, | @-rel-4_bieen1 | c2n--1 . @3n—1 _b+sn—4 €5 30—1
a , @ s A P 4 y X s L g e %X , % 2 .

Dans chaque carré, trois éléments disposés verticalement forment une caractéris-
tique imprimitive. Les substitutions du sous-groupe de o, {lx, a"wl}, changent
chaque carré en lui-méme. Les autres substitutions |x, «'x| permutent cyclique-

ment ces carrés entre eux.

[8] Les caractéristiques contenant I'élément o° = 1, ne peuvent étre que les

3n — 2 caractéristiques suivantes :
,2,3;, 1,3,4; 1,4,5; ...;1,3n—1,3n. (4)

Il ne peut en effet en exister ot 1a somme des trois éléments est égale & N, puis-
que les deux plus grands éléments qui peuvent étre associés & 1 dans une caractéris-
tique sont 3n — 1 et 3n, et que 1 + 3n—1 4+ 3n<<N.

Chaque colonne de caractéristiques (2) a trois et trois seules de ses caractéris-
tiques contenant I'élément o’ = 1, et une des caractéristiques imprimitives, «°, «*,

8N

«, contient I'élément 1. Par suite I'ensemble des caractéristiques est réparti par

3n—3
3
de ces séries sont des colonnes de caractéristiques de la forme (2); la derniére est le

les substitutions du groupe s en + 1 = n séries de caractéristiques; n — 1
systéme des caractéristiques imprimitives.

Le nombre des caractéristiques pour N = 6n + 1 éléments se retrouve ainsi(®) :

(N— 1) (N—5)

(n—1)3n+n=3n"—2n=nBn—2) =
. 12

(') Cest-a-dire que I'on n’a pas a = b = ¢ (mod. n).
(*) Voir dans J la note au bas de la page 84.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XVIL 4
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(4] Avec les premiéres valeurs de N étudiées jusqu’ici(*), il est apparu, plus ou
moins immédiatement, que certaines de ces n— 1 colonnes de 3n caractéristiques
présentaient des propriétés ou une construction particuliéres, indépendamment du
nombre des éléments N. Pour fixer les idées et faciliter la maniére de nous exprimer
dans la suite, nous donnons le tableau de ces colonnes pour N = 31, avec, a droite, le
systéme des caractérisliques imprimitives(*). Les éléments sont 1,2, ...,9,0/, ...,5;
le tableau est construit avec la racine primitive « = 3, et dans les colonnes, les
caractéristiques sont disposées en carrés comme dans (3). Nous avons seulement
rangé verticalement ce qui est disposé horizontalement dans (1) et (3) :

=1V 11 111
I 3 I3 4 t 4 b 5 2 3
5 o ¥ 5 5 5 1" 6 6 o b 1 5 6
6 2 3 6 3 7 6 7 1 12 3§
3 6 9 3 9 2 3 2" b 5" 6 ¢
5! l‘f 5’ l" 5! 9 37 37 I [l, 3 5’ 3’
35 8 3 8 o 3 0o 3 3 5 8
9 3 4 9 4 5 9 5 4 4" 3" 4
4 3 4 6 4 6 8 8 3 1 9 4 8 (5)
8 5 7 8 7 1 8 1 ¢ 9 5 7
4 8 2 h o % 4 5 ' 1" 8 2
1" 9 1 3 " 3 7 709 4 ' 7
7 4 o 7 0 3 7 3 4 4 o
9' i 5 U Ar N er 5 7 5

h 6 2 6 8 2 8 o o 4 6 2’ 2 o
o 11 o 1 9 o g 2 DY R

(*) N=37etN=143dans J., N =7, 13, 19, 25 et 31, dans A; mais dans A la recherche
des systémes de caractéristiques préalable a la recherche des systémes cycliques de triples
de Steiner différents, a été faile directement sur I'ensemble des caractéristiques. L’obtention
des systémes de caractéristiques différents, par I'introduction du groupe “x, al| E, eut

- —
simplifié considérablement ce premier Mémoire. C'est précisément en cherchant une voie
pour continuer notre recherche des systémes cycliques de triples de Steiner différents pour
N = 37, les méthodes du premier Mémoire n’étant plus applicables & cause du temps qu’elles
auraient exigé, que nous avons eu l'idée du groupe “.’L ax| %, et l'introduction de ce

. -_— -
groupe, et la répartition des caractéristiques en colonnes invariantes par ses substitutions,
nous ont du coup expliqué, cec qui nous- était inexpliqué dans les résultats du premier
Mémoire.
(®) Voir également le méme tableau pour N = 37, J., page 84.
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La colonne qui contient la caractéristique 123, contient des couples des éléments
1,2,...,3n, qui n’entrent qu'une fois dans une caractéristique, tandis que les autres
couples de ces éléments entrent chacun dans deux caractéristiques. Nous appellerons
cette colonue, la colonne I; nous établirons dans le premier chapitre que cette pro-
priété est indépendante du nombre des éléments N, et nous en déduirons que le
groupe de substitutions, qui appartient(*) 4 'ensemble des caractéristiques pour N
premier (ou puissance de nombre premier), est le groupe ¢ = f( [_a_c', ﬁ' } .

La colonne que nous appellerons la colonne I, a, dans chacune de ses caractéris-
tiques, deux éléments appartenant a la méme caractéristique imprimitive. Nous
établirons ce fait facilement, et que cette colonne est unique de son espéce. Les deux
colonnes que nous désignerons par.les chiffres IIT et IV(*) ont les deux éléments dif-
férents dans leurs caractéristiques de téte, 1 et 5, appartenant & la méme caractéris-
tique imprimitive. Cette propriété, el celle que celte paire de colonnes I et IV est
encore unique de son espéce, nous ont fait plus de difficultés. Elles ont d’ailleurs une
certaine connexion avec le fait de la colonne II. Nous établirons les propriétés de ces
colonnes II, III et I'V dans le second chapitre.

L’unicité de ces colonnes singuliéres, 1a colonne II et la paire de colonnes 111 et IV,
étant établie, nous sommes en état d’obtenir une catégorie importante de systémes
de caractéristiques différents, les systémes de caracléristiques différents constitués
de carrés entiers de caractéristiques, complétés éventuellement par des caractéris-
tiques imprimitives. Pour les formules approchédes du nombre de ces systémes de
caractéristiques différents que nous établissons ou gque nous donnons le moyen d’éta-
blir dans le troisiéme chapitre, les n — 4 autres colonnes de caractéristiques ne peu-
vent plus présenter de particularité. Pour le nombre exact de ces systémes de carac-
téristiques différents, elles peuvent, par contre, 8tre encore de deux constitutions
différentes. Mais nous n’entrerons pas plus avant ici dans cette question; nous espé-
rons parvenir & ce nombre exact dans un autre Mémoire.

(') Autrement dit, que les seules substilutions transformant chaque caractéristique en
une caractéristique, sont celles du groupe .

(*) Pour N = 31, exceptionnellement la colonne I est en méme temps la colonne IV. Les
colonnes Il et IV ne sont jamais la colonnie II; par contre il n'est pas exclu que pour N > 31,
le fait T =1V ou I =1il puisse se représenter. Les résuitals du chapitre Il permettraient
probablement de résoudre la question.




CHAPITRE PREMIER

La colonne I; le groupe de substitutions qui appartient a I'ensemble .
des caractéristiques.

[5] Remarquons d’abord dans (4), que les couples d'¢léments 1, 2 et 1, 3n entrent
chacun dans une seule caracléristique. Par conlre chaque autre couple d’éléments
1,a, (a=23,4,...,3n — 1), entre dans deux caractéristiques différentes. Le groupe
qui appartient a I’ ensemble des caractéristiques est donc au plus simplement transitif.
D’autre part il est transitif, possédant le sous-groupe transitif .

Remarquons ensuite que la colonne de caractéristiques (2), déduite de la caracté-
ristique initiale «“, «’, 2° par les substitutions |, « o'x|, estaussi I'ensemble des 3n

— e —
3n—1

triples qm ozw «“x, t=r1,92,...,3n, puisque o’ a',..., """, sont, & l'ordre

prés, les entlers 1,2,...,3n (voir § 2, 3° et 4°). Si donc nous rangeons verticalement
et des deux maniéres ces caractéristiques de la colonne (2), dans 'ordre ou elles se
déduisent de la caractéristique de téte :

« - b ¢ a b c
o, 2%, 3 o, o, o
+ b-+-1 ¢ b g
AR A ! a2, a’.2, a.2
a2 b+2 -2 a b ¢ 6
a7 T .3, .3, o (6)
@ -3n—1 b3n—1 C— 3N—1 a ¢ b« ¢
o , o , o a“.3n,a".3n, . 3n,

les deux rangées ne différent que par l'ordre de succession des caractéristiques, et
dans chaque rangée, les couples d’éléments disposés verticalement sont toujours les

transformés de 1'un d’eux par les substitutions |z, «"|.

[6] Soit maintenant la colonne déterminée par la caraciéristique 123. Rangée de
la seconde maniére, en écrivant de nouveau horizontalement ce qui est disposé ver-
ticalement dans (6), elle sera nécessairement, puisque 4n=3n+1 et 6n=1("):

1,2,3; 92,4,6; 3,6,9;...5an,an+1,1; ...;3n,1,3n—1. (7

(%) Les trois caractéristiques de cetle colonne qui contiennent I’élément 1, ne sont iden-
tiques que pour n = 1. Autrement dit, la caractéristique 123 détermine toujours une
colonne de caractérisques, excepté pour n = 1. Pour n =1, N =17, elle est, a elle seule,
le systéme des caractéristiques imprimitives et I'ensemble des caracléristiques.
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Les 3n couples d’éléments :

2, a,4; 3,6;...;3n,1, 8)

-qui sont les transformés de 1, 2 (ou de 1,3n) par les substitutions du groupe s, ne
se retrouvent dans aucune des n— 2 autres colonnes de caractéristiques et non plus
-dans le systéme des caraciéristiques imprimitives, puisque le couple 1,2 (1, 3n)
n’appartient qu’a la caractéristique 123 (1, 3n — 1, 3n).

Par contre, les couples transformés par les substitutions |, «*x| de chacun des
-couples suivants : -

1,3, 1,4; 1,5, ...;1,3n—1, _ {9)

-entrent chacun exactement dans deux caracléristiques de U'ensemble. En effet, d’'une
part la transformation des caractéristiques, 1,a—1,a et 1,a,a+1(a=3,4, ...,
3n — 1) par une méme puissance de {x, «x|, ne peut donner que deux caracléris-
tiques différentes. D’autre part un'couglezonné a, b (a<b) ne peut entrer au plus
que dans deux caractéristiques différentes. Car si a + b<3n. seules a,b,a + b

et a,b,b—a sont des caractéristiques; si a + b6>3n, seules a,b,N—(a+ b)
et a, b, b — a peuvent étre des caractéristiques. Les n(3n — 2) caractéristiques de
I’ensemble contiennent 3n(3n-— 2) couples d’éléments. Elles contiennent une seule
fois chacun des 3n couples (8). 11 reste dans ces caractéristiques 3n(3n — 2)— 3n
= 3n(3n —3) couples qui, comme transformés des couples (g9) par les substitu-
tions |a, a’x| (§ 2, 6°et§ 3), se trouvent chacun dans deux caraetéristiques diffé-

Tentes. Le nombre des couples différents entrant dans les n(3n — 2) caractéristiques

3n(3n—3 3n(3n — .
n( Z ) = n(Sr—1) ; C'est précisément le nombre des couples

est donc 3n + "

possibles avec les 3n éléments 1,2, ...,3n.

Ainsi tous les couples des éléments 1,2, ... 3n enirent dqns la formation des carac-
téristiques ; les 3n couples (8) n’appartiennent quw aux caractéristiques de la colonne I;
chaque autre couple des éléments 1,2, ...3n se présente dans deux caractéristiques
.de l’ensemble.

[7] Tutorkme. — Le groupe de substilutions qui appartient a I'ensemble des carac-
téristiques pour N = 6n + 1 premier (ou puissance de nombre premier) est le groupe

° = (el

En effet, une substitution transformant en lui-méme cet ensemble, ne peut que
transformer entre eux les 3n couples (8) et ainsi entre elles les caractéristiques de
la colonne 1. Ecrivons & nouveau les caractéristiques de cette colonne I contenant
Pélément 1 (en séparant les 3 couples qui se transforment entre eux), et & droite les
autres caracléristiques contenant I’élément 1 :
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3n, 1 3n—1 1,3, 4; 1, h5;...51,3n—3,3n—2; 1,3n—2,3n—1.
an, 41 I

Fixons Uélément 1. — Ces caractéristiques, dans le groupe de gauche et dans le-
groupe de droite, ne peuvent alors que se transformer entre elles, et celles de gauche
de la maniére qui vient d’élre dite. Il y a deux cas possibles :

1" cas. 2 et 3n ne changent pas. — De cette maniére, se trouvent fixés successi-
vement : les caractéristiques 1, 2,3 et 3n, 1, 3n — 1, donc les éléments 3 et 3n —1;
les caractéristiques 1,3, 4 et 1,3n — 2, 3n — 1, donc les éléments 4 et 3n—2; les
caractéristiques 1, 4,5 et 1,3n — 3, 3n — 2, doncles éléments 5 et 3n — 3; etainst
de suile.

2° cas. On a la transposition (2, 3n). — Elle exige la transposition (3, 3n—1),

par suite les transpositions successives (4,3n—2), (5,3n—3), ..., (n + 1, 2n 4+ 1),
"3 3

(n+42,2n),.... Si n est impair, la derniére est (—n—;—hi, n:—3>; si n est

3n 3 , 3
pair, la derniére est <—2—n, —;’i -+ 2> et 1’élément ——2,-L-+ 1 reste en place. Or la

caractéristique restante & gauche exige la transposition (271, 2n + 1) ou que les élé-
ments 2n et 2n -+ 1 restent en place. Ce qui est incompatible avec les transpositions
précédentes.

Il n’y a ainsi que la substitution-identité qui transforme l'ensemble des caracté--
ristiques en lui-méme et laisse en place I’élément 1. L'ordre d’un groupe simplement
transitif est égal & son degré multiplié par le nombre de ses substitutions qui laissent
en place un élément donné. Par suite, 'ordre du groupe qui appartient a ensemble-
des caractéristiques est 3n X 1; il n’y a donc pas d’autres substitutions transformant
I'ensemble des caractéristiques en lui-méme que celles du groupe ¢ (c. q. f. d.).




CHAPITRE 11

La colonne II et les colonnes III et IV. .

[8] 1° Nous notons dorénavant les caractéristiques imprimitives contenant res-
pectivement fi’ at L, i’: par les symboles 0,41,2, ..., n—1.

2° Nous nolo:s—par a le plus petit reste positif ou nul de 'entier positif ou
négatif a (mod. n). D’une fagon plus précise, chaque fois que nous écrirons dans la
'suite une expression quelconque d’un entier en caractéres gras, elle signifie le plus
petit reste positif ou nul de cet entier (mod. n).

3° Aveccette nolation, 'élément oc appartlentalacaracterlsthue1mpr1m1t1ve v(*).

n-+v !ll+v
)

En effet, I'élément a apparheutala caractéristique imprimitive a « Sup-
posons les trois exposants v,n + v, 2n +v remplacés par leurs plus pm restes
positifs ou nuls (mod. 3n); I'un de ces restes sera compris dans les entiers o, 1, ...,
n—1 et sera le plus petit reste positif ou nul de v (mod. n), soit 'entier v. La

caractéristique a“ a"*“ o est donc celle dont le symbole est v.
q Y

4° Dans chacun des carrés de la colonne (3); trois éléments disposés verticalement
forment une caractéristique imprimitive. En représentant ces caractéristiques impri-
mitives par leurs symboles respectifs, les carrés successifs de (3) deviennent les triples

suivants :
a,b,c; a+1,b+1,¢c+1; ...; a+n—1,b+n—1,c+n—1. (10

Nous les appellerons simplement des triples réduits, et la série cyclique qu’ils
constituent(*), une colonne réduite. Le groupe cyclique {(O, 1,2,...,n—1) }, qui
laisse invariante cette colonne réduite, est isomorphe au groupe des permutations
‘des carrés (3) entre eux par les substitutions du groupe o; il est triplement iso-
morphe au groupe ¢ lui-méme.

Les colonnes réduites pour N = 31 sont, correspondantes aux colonnes de carac-
téristiques du tableau (5) :

b
]
P
—
bt
i
—
—

SON SO
WN = O
OW WN =
> ONO
OB WNMP
N> O B W
T WON=O
N=O W
WO N=O
»MOONRLO
W NSO ®»
OP WN=

(*) Remplace un v en caractére gras.
(*) Se rappeler ce qui est dit plus haut, sous 2°.

.
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[9] 1l est également utile de fixer encore une fois dans ce qui est établi jusqu’ici,.
quels sont les concepts indépendants de la racine primitive choisie .

En premier lieu, les substitutions du groupe o, celles du sous-groupe { |£, oi'fﬁ'] }
et le systéme des caractéristiques imprimitives sont, a I'ordre prés, indépendants-
de « (voir J., § 3, 4 et 5). Avec une autre racine primitive 8, telleque a==p" et

donc « = §" (mod. N), ot v est premier avec 6n, les caractéristiques imprimitives

contenant respectivement les éléments «, o', ..., " et nolées de ce fait d’abord
par les symboles, 0,4, ...,n—4, deviennent celles qui contiennent les éléments

8, g, 8", et portent donc respectivement les nouveaux symboles 0, v, 2v; ...,
(n—1) vjltrement dit, le remplacement de la racine o par la racine § effectue
sur les symboles des caractéristiques imprimitives la substitution |x, vx|(*) des
¢léments 0,4,...,n—141. v, quiestcongrui v (mod. n), est, comme v, premier
avec n, ce qui est la condition pour que la notation |x, vx| soit une substitution.

En second lieu, les colonnes de caractéristiques et dans chaque colonae, leurs
carrés de caractéristiques, sont, & I'ordre prés des caractéristiques ou des carrés dans
la colonne, indépendants de la racine «. En effet, les caractéristiques d’une colonne
sont les transformées d’une caractéristique donnée par les substitutions de s, et
celles d’un carré sont les transformées d’une caractéristique donnée par celles de son
sous-groupe %|£, oi’:ic.| 2 Le remplacement de la racine = parlaracine 8 effectue sur
la colonne réduite (10) la substitution |x, vx|; elle devient la colonne :
av,bv,cv;(@a+4)v, (b+1)v,(c+4)v;:...;(a+n—1)v,(b+n—1)v,(c+n—1)v;
ou encore :

av,bv,cv; av+v,bv+v,ev+v;...; av+@ —1)v, bv+(n —1)v, cv+(n-—1)v.

Cette seconde forme montre que la colonne reste cyclique ; ce qui estbien conforme
d’abord au fait que nos raisonnements jusqu’ici auraient conduit & une colonne
réduite (10) cyclique aussi bien avec la racine 8 qu’avec la racine « arbitrairement
choisie, et secondement au fait qu’une substitution mélacyclique |x, a + bx|, et.
|x, vx| est de cette forme, change une série cyclique en une série cyclique (A., p. 68).

Cetle pointe, que nous poussons ici, n’a pas grande nécessité pour la suite. Elle
est par contre le point de départ de considérations qui conduisent & de nouvelles
propriétés invariantes des colonnes de caracléristiques, et avec lesquelles nous espé-
rons obtenir le nombre exacl des systémes de caracléristiques différents que nous
cherchons (§ 4).

(") Conformément a la notation admise (§ 8, 2°), nous entendons par vx, ici et quelques.
lignes plus haut, le plus petit reste positif ou nul du produit v.z (mod. n), mais c’est aussi
Ie plus pelit reste positif ou nul du produit v.x (mod. n). De méme plus bas, nous aurons
(@a+1)v=av +v, etc, car (a + 1) v est soit le plus petit reste positif ou nul du produit
(a + 1)v = av + v, soit le plus petit reste positif ou nul du produil (a +4)v = av + v.
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[40] 1° La caracléristique imprimitive qui contient I'élément 1 est o, 2", o™,

indépendamment de la racine primitive choisie 2. Par conséquent, pour toutes les
racines primilives de N, «" et «™ sont les mémes deux entiers consécutifs.

2° On a simultanément (mod. N) :

[

T) no___ _anm
ou «'=23" 2 a, (11)

ou 111 — 1”, . 12" = 7'211' (12>

En effet, désignons par et les plus petits restes positifs de o" et ™ (mod. N).

n 2Hn

o et 2™ sont deux des entiﬁrs 1,2,...,6n. On ala congruence connue(') :

2t —y =M mod. N., (13)

et donc aussi la congruence!:

a'—1 % o™ on Pégalité o" — 1 = ™.

Ainsi o' et

]

sont defix entiers consécutifs; z' est le plus grand et ils sont

an

simultanément ou Z3n on >3n. Il suffit, en effet, d'exclure le cas «* = 3n,

" = 3n + 1, qui ne peut sr présenter, puisque de :
o« == 3n, 2" =3n 4+ 1, onaurait o -+ 2" = 2"(a" + 1)=o,
et on n’a ni =0, ni "+ 1=o0, mod. N.

On a donc simullanémell‘n,

3ﬁ 2 =" = 4",
et donc
3n

R
Al

ou :

[

8,
A

R
Q

et alors «" est le plus grand des deux entiers consécutifs «" et o™,

P i
\' o™ j>3n 2" =N — 2 =0
ou: _ ct donc
[N 2n 2 220
a?&n ' =N—2"=—u

et alors o™ est le plus grand des deux entiers consécutifs o” et o™,
3° Si une racine primitive « satisfait anx congruences (11), la racive primitive
= a2 (N —2 est premier avec N — 1) satisfait aux congruences (12), et inver-

’

sement.

)y Onaa*=—1, etdonc 2™ + 1 = (2" + 1) (a» —2" + 1) = 0 mod. N. Des deux
facteurs dans les parenthéses, le second seul peutl étre congru a o.

Fac. des Sc., 3° série, t. XVIL 5
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En effel, on a successivement :

N =z, N = yn = y7n aN=1)n = o0 = __ yan_

et done, si 2 salisfait aux congruences (11) :

- B= — 2" = — ii’ mod. N. (14)
Puisque i: est un des entiers 1,2, ..., 3n, ce résultat signifie :
{ﬂi = /_” ou E’ = —§", parsuile E = — 5.

Pour 'inverse, il suifil d’écrive dans (14): — 2™ = ", aulien de — o*" = — »*".

Nous opérerons constamment dans la suite cvec une racine primitive » qui salisfait
awr congruences (11), el ainst pour laquelle 2" = %" 4+ 1. Dans ce cas, »" (2*) sera

n 20 2N

loujours congru au méme enlier positif 7= (" =2"), le plus grand (le plus
pelit) des deux enliers consécutifs, o™ et »", indépendants de = .

Ainsi, dés mainlenant, " et ™ sont des ¢léments déterminés sans ambiguité,
indépendanls de =z, et les congruences ot interviennenl dans la suite 2" et * onl
également un sens entiérement indépéndant de la racine =z (satisfaisanl aux con-

gruences (11)) que nous adopterons.

La colonne II.

[44] Unc colonne qui a dans sa caractéristique de téle, et par suite dans chacune
de ses caraclérisliques, deux ¢léments appartenant & la méme caractéristique impri-
mitive, contient nécessairement les trois caraclérisliques suivantes, qui sont d’ail-

leurs un carré de caractérisliques :
— 1 (19)
+ 2M

%

kEn effet, la raison des deux premicrs éléments de chacune est immédiale. Le

troisieme ¢lément de la premiére ne peut élre que =" + 1, puisque 2" — 1 serait o™
(8 3, (4)); le troisiéme élément de la seconde ne peul élre que »™ — 1, puisque
o

o™ 4 1 serait 2". Le lroisiéme élément de la troisi¢ime ne peut étre »°.

g

2" et «™ sont

deux entiers consécutifs; si celte lroisiéme caraclérislique a la somme de deux de
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“ses ¢léments égale au troisi¢éme, ce troisiéme élément ne peut étre que «" + 2™. Si

elle a la somme de ses trois éléments égale & N, le troisiéme élément est :

N — (2" + &™), Ccest-a-dire o + .

Dans les deux cas, son troisi¢éme élément peut s’écrire 2" 4+ 2™,

Ainsi cette colonne 1I, avec deux éléments de la méme caractéristique imprimitive
dans ses caracléristiques, est unique. Chacune des carvactéristiques (15) la détermine
également, et sa colonne réduite est formée de triples a deux éléments éganx.

Cette colonne 11 exisle, & moins que 2" == 3n. Dans ce dernier cas, on aura :

- 2"=3n, 2" =bn=—1=o"

d’on
=2 o == 8= mod. N
’

d’ott enfin N = 7. 1l suffit donc de nouveau d'exclure le cas N =17, n =1 (note
du § 6).

[12] Il est utile que nons reprenions ici, pour étre plus concis dans la suite, la
notation que nous avons déja employée dans J., p. 78(*).
La relation congruentielle :
x b mod. \ (16)

équivaut a I'égalité x =4 (mod. N), el par suite aux denx congruences x = - b
(mod. N); aulrement dit, elle est satisfaite par lous les entiers @ qui ont la valeur
absolue de leur plus pelil reste positif ou négalif (mod. N) égale & b, ce qui revient
a tous les entiefs « congrus & + 6 ou & — b (mod. N). Nous considérerons cet en-
semble d’'entiers comme une seule racine de la relation (16), racine que nous repré-
senterons par I'un de ces entiers, {, par exemple.

La relation congruenticelle :

ar = b, mod. \, «a premieravec N, (17)
est ¢quivalente aux deux congruences :

ar =+, quis’écrivent aussi : «wx—+—5b =0 mod.

(18)
@, el —ax, sont les racines de ces deux congruences, si ¢, est la racine de I'une d’el-
les. Par suite la relalion (17) a encore une seule racine, que nous représenterons

pav x, el qui est détermince sans aulre par une des deux congruences (18).

(') Sauf gque nous changeons un pea le symbole de Ia notatiou employé dans I, pour
faciliter Ie travail du typographe.
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Remarquons enfin que la relalion congruentielle introduite a en partie les pro-
pri¢tés de la congruence ordinaire (mod. N) (J., p- 78). De :

aZbet bEc, ilsuit aZc (mod. N),
el vis-a-vis de la multiplication :
si aZ b et cEd, ilsuit acZ bd (mod. N).

En particulier nous aurons :

arZaxr Zaxr Z axr Z ax (mod. N),
et les relations congruentielles :
ax = b, axZ b, ax = b, elc., (mod. N)

sont entiérement équivalentes.

[43] L'élément o" 4 o™ de la troisiéme caractéristique (13}, différent de «°, peut

également s’écrire o 4 o™ (§ 10, 3°). La relation congruentielle :
@+ o™ E (mod. N) (19)
a une seule racine x = o", o« étant la puissance de x déterminée par 'une des deux
congruences (') :
("4 2=+ (mod. N). (19 bis)

L

Ecrivons I'élément «" + o™ plus simplement encore »°, ol = est un des entiers

1,2,...,3n— 1. Nous aurons(®) :

A AN KA A (mod. N).

X

(*) L’exposanl y qui satisfait & I'une ou a l'autre de ces deux congruences, n’est déter-
miné quau module 6n prés. Si la racine de I'une est avi, la racine de l'autre est — av,
= a¥1 == 3n. Ainsi les exposants y qui satisfont a 'une el & I'autre des deux congruences,
sont congrus entre eux (mod. 3n). Cela est bien conforme au sens de an, ot 7 est déter-
min¢ au module 3n pres. -

(*) Il est évident d’ailleurs que, ayant I'élément ¢, ol : esl un des entiers 1, 2, ..., 3n — 1,

il y a un seul entier % pris ¢galement dans 1, 2, ..., 3n—1, tel que oasnt+: = a*. Ce qui est

encore la preuve, sous une seconde forme, que la relation congruentielle (19) n’a qu'une
scule racine.



SUR LES SYSTEMES CYCLIQUES DE TRIPLES DE STEINER. 37

La troisiéme caractéristique de la colonne 1I qui contient I'élément o’, est ainsi
‘la caracléristique suivante : '

noeno g 0
. , .

a o

Ses deux premiers éléments sont consécutifs; par suite la caractéristique impri-
mitive ", "™ o**" contient deux entiers consécutifs, comme la premiére caracté-

ristique imprimitive o°, o", o™

Nous pouvons prouver que ce sont 1a les deux seules caractéristiques imprimitives
avec deux éléments consécutifs. Admettons, en effet, une troisiéme caractéristique
imprimitive avec deux éléments conséculifs. Nous pouvons toujours noter ces deux

n-+v

éléments conséculifs o', «"™. Nous aurons dans ce cas :

R

@' = a’ =41, ou en congruences (§ 12); =241

1

. ou o'(a —1)=+1
C’est-a-dire (mod. N).
ou o'(a"+1)=-+1

Les deux premiéres congruences donnent (13) o*"™ = =1, c'est-d-dire o™ =o’;

les deux derniéres que I'on peut écrire encore :

2 4 2" = A= (mod. N),

sont satisfaites par 4 «""" et donnent o’ = «"*". Ainsi les deux seules caractéris-

tiques imprimitives avec deux éléments consécutifs sont les caractéristiques o, «", o™
et Ot", all+1;’ e

o

Les colonnes III et IV.

[14] 1l a déja été dit, dans U'Introduction, que 'étude du fail des colonnes III
et IV présente beaucoup plus de difficultés. Nous procéderons par étapes.
Soit une caractéristique contenant I’élément 1, autre que o’, «", o™ :

0 a b
Lz (20)
Taforime. — Les triples o, o™ "7 et o, 0", "™ ne peuvent élre une carac-

s o gs . b . \ s
téristique que si o’, o, o’ appartient & la colonne 11, et dans ce cas, un seul d’entre eux

-est une caractéristique et elle appartient & la colonne I1.
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Preuve. — Admeltons que 2%, 2 “ a""* est une caractéristique(*). On a alors :

thlail, 1/)‘21/:141,ni1’
ce qui, en congruences, donne(®) :
[/ — «
L =4a" 1, (21)
N Zb -2H = ilusni 1. (22)

Toutes les combinaisons de signes sont admissibles et différentes et celles de (22)
indépendantes de celles de (21). En multipliant (21) par 2™ et comparant avec (22),
il résulte :

ou

(=2 ") 4 (+=2"7F1)=o.

Il'est immeédiat que des 16 combinaisons de signes, huit seulement donnent des
congruences différentes. Ce sont les congruences :

_/'ll(x'zll _ 7-") j: (z‘.’ll . I) =o,
7.”(7.2" - 1”) i" (xiu + ]) =o,

"J,”(i’l:” + 1//) i(xeu . l) =o,

2

2 A ) =0,

-

Les quatre relations congruentielles équivalentes ont leurs racines »* détermi-

nées, par exemple, par les quatre congruences respectives :

‘/.”(‘/.‘ . 7.“)‘;—(_7.:”“ I)E(),

2 — ") (2 ) =0,

oy "o

() — (2 — ) = o,

T

(2 2" — (2 L) =0,

(") I est évident que la démonstration est valable aussi pour la seconde hypothese :

owen b
.

2¢, 2 2 est une caractéristique. Il suffit ’appeler a dans (20) I'exposant auquel on
——

— ——
ajoute n et b celui auquel on ajoute an.

(*) Nous négligerons dorénavant d’éerire mod. N, guand cela ne peut préter & aucune
confusion.
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-qui se réduizent aux suivantes, en se rappelant " —1 = 2 :
=", 1)
2 =", 2)
1” x".’lt + 7_") = 72"— l, 3)
111 1’:" + 1”) = ALll . [l)

n

@
= x .

Les congruences 2) et 3) ont la méme racine «“ = 2", qui donne «
La congruence 1) a lien dans le cas ou, dans les congruences initiales (21) et (22),

les quatre signes sont positifs ou les quatre signes sont négatifs. On aura alors :
=t 1=2 ou =—o"—1=—24

b an

qui donnent 2" =z
Enfin la congruence 4) a lieu dans le cas o, dans les congruences initiales (21)

et (22), les combinaisons de signes sont les suivantes :

ou

1£_ZII+K’ lll Q/IEIuMI_I.
On aura alors, en vertu de 4) :
i (1” - I) (1211 + 1") = i (1” . Zzn _ 1!/) = + 7.!",

et en tenant compte de (19 bis) :

qui donnent :

o w--n b--2n

Ainsi, en admettant que 2, 2“7, « est une caractéristique, la caractéristique

b

«’, a“, 2" ne peut étre que 'une des trois suivantes :
o

v " " . 0 22n n . 0 " N-i-v} LN+, ,
A A ol B AR A A T A R (23)

qui sont les caractéristiques de la colonne 1I contenant .

Les deux premiéres des caractéristiques (23) appartiennent au méme carré (15);
la troisiéme & un carré différent. Or o', o“", 2" et °, 2" * """ ne peuvent &tre

que des caractéristiques appartenant & un carré de méme triple réduit que celui de
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la caractéristique o', «“, «*. Mais d’une part la colonne II est unique de son espéce..

D’autre part o', "™, «"**" ne peut étre le méme triple que ', a“, «" que si o’ = o**"

La caractéristique o', o, 2* estalors «°, o, o« ", c¢’est-A-dire contient deux éléments,

» conséculifs et appartenant & la méme caractéristique imprimitive, autre-

mll et ’thﬂ‘-ll.

que «’,a", «™. Elle ne peul étre que la caractéristique o', 2" ™, o*" ™" (§ 13).

Par conséquent, la caractéristique o', 2“, «* appartenant & la colonne II, un seul
des deux triples différents =°, 2“7, o’"*; o' 2“7 o*™™ est une caractéristique.

)
— — P— —

“Sia’, % a” est I'une des deux premiéres caractéristiques (23), il sera I'autre de ces

deux caractéristiques; si ', «*, «*

—

est la troisiéme caractéristique (23), il sera cette
méme caractéristique.

[15] Remarque. — Soient les deux congruences (mod. N) :

Ax 4+ B=o,

- (A et B premiers avec N.)
Bx + A =o, .

a

a

Si «“ est la racine de la premiére, «~” est la racine de la seconde et inversement..
La preuve est immeédiate, et le théoréme est vrai d’ailleurs pour la congruence géné--

rale de degré u . Ax* 4+ Ba*"' + ... + K= o0 (mod. N).

1 —a

Les racines «“ et «=“ sont dites associées, parce que o“.«~* = 1" (mod. N). L'en-
tier associé a un entier donné A, premier avec N, est univoquement déterminé par-
la congruence Ax = 1 (mod. N).

Soient maintenant les deux congruences, indépendantes de o (§ 10, 3°) :

x(d" — 1)+ (2" +1)=o,

d. N.
24— =0, TN (34)

Elles ont les racines o« et a—'. Les deux éléments o' et a—¢', ainsi déterminés,

donnent les triples suivants qui sont, dans le cas général, deux paires de caractéris-
tiques : -

2, wd, a —,

| ®
K
2
]
-
s
-

’

(25)
o, 0= = et o, am a— — g,

[46] Nous considérerons d’abord des cas particuliers.

Les racines des congruences (24) ne peuvent étre =1, qui sont associées a elles--
mémes; la vérification est immeédiate.

Elles ne peuvent étre non plus + «* pour la premiére et — «" pour la seconde,.
associées respectivement & — o™ et 4 ™. La vérification est encore immédiate.

Par contre, elles peuvent étre — a* pour la premiére et + «" pour la seconde,.
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et + 2, associées respectivement & == 3n, pour les deux congruences, mais seule-
ment pour les modules N = 7 et 13. '
On aura en effet (mod. N) :

1° — '@ =)+ E ) =—2" "1 =2+4+2"=0
dot od'=—2, '=—8=-1, N=r.
2° L)@ =) =" 4 ="+ 1) =0
dot 2d"=—1, 8d"=—1=—8, N=1.
3 2 — 1)+ (" +1)=o0, "=, 272" =1
dot 28=o0, N-=1.
4 —a(@"— 1)+ @+ 1)=0, =3, £"=27
d'ou 28=o0, N=7.
i
5e 2w + 1)+ (@ —1)=o0, 3V=—1, 274" =—1
dout 26=o0, N=13.
6° —a2@+ DN+ (@ —1)=0, o"=—3, «"=—27

d’ou 26=o0, N =—13. Lot

Ainsi les éléments «¢' et «— peuvent étre «" et «®™, pour le module N=17;
ils peuvent étre 2 et 3n pour les modules N = 7 et 13.
Pour N =7, comme nous 'avons déja remarqué, il n’existe que la caractéris-

an

tique imprimitive 123, qui est «’, ¢, «" aveclaracine « avec laquelle nous opérons

(§ 10, 3°). Les congruences (24) ont pour racines 5 et 3; 5 et 3 sont bien «* et ",
et deux seuls des triples (25) sont des caractéristiques, et la méme caractéristique 12—3.

Si a_a’_et «— sont 2 et 3n, deux seuls également des triples (25) sont des carac-
téristiques, et ces deux caractéristiques sont 123 et 1,3n,3n — 1. Elles appartien-
nent donc & la colonne 1, voir (7). Pour N =7, n =1, ces deux caractéristiques
sont encore 123 pour N = 13, n = 2, avec les caractéristiques imprimitives 134,
256, il n’existe qu’une colonne de caractéristiques, la colonne I, qui est, rangée dans

Yordre (7) :
123, 246, 364, 451, 532, 615.

Elle est en méme temps la colonne II; ses caractéristiques (15) &°, a", &" + 1

et o', «™, ™ — 1 étant 145 et 132. Les congruences (24) ont pour racines 2 et — 3n.

[47] Pour tout autre module N, les triples (25) sont quatre caractéristiques.
On ne peut avoir a¥ = o=, c'est-a-dire a? = 4+«

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XVII. 6
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En effet, pour que les deux congruences (24) aient des racines égales, ot = o=+,
il faudrait que () :

(& 4 1)Y= (" — 1), Cest-a-dire 40" =o (mod. N),

ce qui est impossible.
Pour qu’elles aient des racines égales et de signes contraires, o = o2, il fau-
drait que :

(@ + 1)= — (" — 1)}, Clestd-dire o™ =-—1 (mod. N),

[

ce qui est également impossible.

Si a2’ et a—? différent de 1, ces quatre caractéristiques (25) se réduisent i trois,

de la forme suivante, si nous désignons par « le plus petit des deux entiers a#’ et a—%,

indépendants de « :

1, a, a-+ i (¥)

On a dans ce cas :

a—d = ¢ 4= 1 ou en congruences oa—¢ = H-a¥ 1,

et en développant :

a— =a¢ |1,

ot = —at q, .
, . (26)

aT = — 1,

o=t = — ot — 1,

«" et a— sont respectivement les racines de la premiére et de la seconde con-
gruence (24). D'une part : :
a8’ +n g0 4 ot =0 (mod. N). (27)

D’autre part, correspondant aux guatre congruences (26) :

(4 ) 1)+ (= D=0,
(-2 +DE"+ )+ (" —1)=o0,
(o — )"+ 1)+ (" —1)=0,

(_ 20— 1)(0{" + ]) +<a11_ I) =o.

(*) Sil'on a (mod. N) : ax, + b = o,
’ ax, +b =o,
(a et @' premiers avec N), on aura: a'b—ab =o

Si les deux racines sont x, et — x,, on aura : a'b 4+ ab' = o.
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En faisant les multiplications, et soustrayant ou additionnant chaque fois avec
la congruence (27), on trouve d’abord les congruences de gauche suivantes, et en-

4

suite, en multipliant ces congruences obtenues par «* et se servant toujours de

«" — 1 = «*", les congruences de droite :

2a¢ 4+ o — 1 = o, 2ad/ 0 = on,

20 —3ar— 1 = o, 20+ = 40 — 4,
224 — " — 3 = o, 294+ = Jan — 4,
224 — ot + 1 = o0, a8’ = — g,

En comparant ces derniéres congruences (de droite) avec la congruence (27) qui
peut aussi s’écrire :

209 (@" — 1) 4 2(a* +1)=0 ou 2xV+tMm=—oar — 2,

on obtient enfin :

"= —24"—2, cesta-dire 3a"=—2,
W' — = —2a"—2, » » 3" = 2,
Joa" —h = — 24" — 2, » » 5¢" =2,
— "= —2a"— 2, » » =0,

Ces congruences ne peuvent exister que relativement a certains modules N que
nous cherchons. Elles donnent successivement en les élevant au cube et remplagant
«*" par — 1 : .

—27=—8 ou 19=o0 (mod.N), dou N =g,

—a7=28 ou 35=o0 (mod. N), » N=n1,
—125=8 ou 133=o0 (mod. N), » N=17 et 19,

—1=—38 ou 7=o0 (mod. N), » N=n1.

Pour N =7, nous savons ce qu’il en est; le cas est déjd écarté. Pour N = 19,
avec les trois caractéristiques imprimitives 178, 235, 469, il n’existe que deux
colonnes de caractéristiques; l'une est la colonne I qui est en méme temps la
colonne II, I'autre contient les trois caractéristiques de la forme (%) : 134, 145, 156,
ou 4 et 5 sont effectivement les deux éléments o% et «—' déterminés par les con-
gruences (24). -

Nous écartons définitivement ces cas N =7, 13 et 19. Ainsi, dés maintenant,
ﬁ‘iet fi sont deux des entiers 3,4, ..., 3n — 1, exceptés 'a_" et i; ils sont diffé-

rents de 2 ou plus et les quatre caractéristiques (25), differentes et contenant «°, font

partie au moins de deux colonnes de caractéristiques différentes.
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(48] Les deux congruences (24), qui sont aprés substitution des racines o2’ et «—2' :

’ ' .
at’tn —ga' L gn L1 = o,

a—@Hn g Logn =

Pr— 0,
donnent aussi :
an(a 1) =o' — 1,
at(a=t 4- 1) = — (a—0" — 1).
Posons
o =2 41, dou - =714 o, (28)

Les deux congruences précédentes deviennent :
abltn = g’ —1,

gb'—d'+n —= __ (1‘“' — [) .

Avec la premiére et la premiére congruence (28), et tenant compte que «¥ ne

peut étre 1,2 et 3n, ona:

si 20 = o, ot =¥ 1, A= od —1,
sioaf = —at, dtn=—od o, oV = —1.

Avec la seconde et la seconde congruence (28), et tenant compte que o= ne

peut étre 1,2 et 3n, ona:

e ot aln ot
si o0 = a7, ab' =" —= g=d' 1, ob—ddn —= g—d —

si a—¢ = — 3(_“', gb'—d'+n — y—a' 1, gbl—d' — g—a' __ 1,

Ainsi dans la premiére paire des caractéristiques (25), que nous écrirons a nou-

veau :
o, a2, w41 et o, a, 20—,
=) U — o — (25)
¢ L —d y—d o ,—a  g—a
o, aT, o +1 et 2,0 a7 —1,

les deux derniers éléments sont de la forme ob et 2¥’+7 et dans la seconde

paire, les deux derniers éléments sonl de la forme ab'—2' et ab'—a'+n.

Or les trois caractéristiques qui contiennent «’, dans les colonnes déterminées

par les caractéristiques o°, o', o et 2, o', 2¥’+n, sont respectivement :

— — — Y— —

)

1) 4, a 20" DS a ab'+n;

2) 1—(!” 107 O_b’—u’; 2’) ', a‘)’ ab'—a'+n. (29>

3) <x—l)’Y y_a’vb’, ,l". 3’) 1-—b'+2n’ 0(a’—»b'—{-an, .
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Les caractéristiques des deux premiéres lignes sont les quatre caractéristiques (25).
En vertu de ce qui est dit a la fin du paragraphe précédent, les deux colonnes de
caractéristiques (29) sont donc différentes. D'autre part, les carrés de téte de ces deux
colonnes ont le méme triple réduit (§ 8) 0, @', b’, et les colonnes réduites corres-
pondantes sont identiques.

Nous avons donc le résultat :

Pour N>19, les deux colonnes (29) différentes, déterminées par l'une ou l'autre
des paires de caractéristiques (25), ont les mémes colonnes réduites. Nous les appelle-
rons les colonnes Il et IV.

[19] Nous avons ainsi l'exislence des colonnes III et IV; mais le point essentiel
que toute cette étude arrivera & établir est lunicité de cette paire de colonnes III
et IV, ou plutdt un résultat plus complet, que nous formulerons seulement a la fin
de notre exposé (§ 22), parce que, alors seulement, nous pourrons lui donner une
forme simple el claire.

Pour poursuivre, les remarques suivantes sont encore nécessaires.

1° Dans toute colonne de caractéristiques, autre que la colonne II, les trois carac-
téristiques qui contiennent I'élément o° appartiennent & trois carrés différents. En
effet, si deux d’entre elles appartenaie[:t au méme carré, le triple réduit de ce carré
contiendrait deux fois I'élément O, et cela n’a lieu que pour un triple réduit de la
colonne II.

2* Aucune des colonnes III et IV, pour N> 19, ne peut étre en méme temps la
colonne II, sinon, les colonnes III et IV ayant les mémes colonnes réduites, il y
aurait, pour N, deux colonnes réduites du type de celle de la colonne II, ce qui n’est
pas. Par suite, les six caractéristiques (29) appartiennent chacune & un carré dif-
Sérent. ’

3° Les carrés d’'une méme colonne ont des triples réduits différents, puisque ces
triples réduits forment une série cyclique (§ 8). Par contre, dans (29), les carrés des
caractéristiques 1) et 1), 2) et 2'), 3) et 3') ont respectivement le méme triple réduit.

Notons par ?c:, ,_oi’:, i[: I'une quelconque des six caractéristiques (29)." Formons sur

cette caractéristique les six triples suivants :

b+n . -+ f -
a) 10, \’Za, o n : b) O(o, 2(1 + n7 C(b; C) au, Cl” fn’ c(l) =y ;
! 0 a b+2n ! 0 a2n’ _b ! 0 a-+2n b+2n (30)
a') o, " b & " o [ B A A
- — — — _—

‘Chacun est différent de la caractéristique o°, a, «’. La chose est évidente pour les

triples a), b), @) et b'); pour que le triple c¢) soit le méme que o, «*, o, il faudrait

b b s . . . N
que 2" =o""" et a’ = o"". Il sensuivrait a” = a***", ce qui n’est pas. La méme

-démonstration est valable pour le triple ¢').
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Si I'un de ces triples est une caractéristique, elle appartient 4 un carré de méme-
triple réduit que la caractéristique »°, o% o’. Puisque, en vertu des remarques faites.
plus haut, dans (29) seule la caractéristique de la méme ligne que o, ai, zﬁ, appar-
tient 4 un carré de méme triple réduit que celui de ao,‘u“, «", au plus un seul des-
triples (30) est une caractéristique contenue dans les caractérisliques (29), celui qui
est évenluellement cetle seconde caractérislique de la méme ligne que o, o’ u:.
Mais, d’autre part, cette seconde caractéristique de la méme ligne que o°, a", «* est
toujours, relativement & cetle derniére, de la forme de 'un des triples (30), comme-
on le voit immédiatement.

Par conséquent, ,oz_"’, £ o' étant, Uune aprés Uautre, chacune des six caractéris-
tigues (29), chaque fois un et un seul des triples (30) esl une caractéristique contenue
dans les cing autres caractéristiques (29)."

[20] Soit maintenant une caractéristique quelconque, «°, %, «’, autre que la ca-
ractéristique imprimitive «°, «”, ™, et n’appartenant pas & la colonue II.

Formons encore les six triples suivants :

0 3 b, 0 @:n b. h o ~n bn
o, X, X, a, X, X a, e, a

[} w ban 03 a-en b, o =2 b-an (3 I)
@, a, x a, x , A @, x - .

!

Si I'un de ces triples, «°, asten, ab+:n ¢, ' étant I'une des six combinaisons des.

valeurs o, 1, 2 correspondantes & (31), est une caractéristique, les deux caractéris-
tiques -

,o o et af, actan gbten (32)

o

13

déterminent deux colonnes, qui ne peuvent étre que différenies et autres que la
colonne II, pu'isque les deux caractéristiques (32) appartiennent & deux carrés de
méme triple réduit, qui ne sauraient donc appartenir a la méme colonne, ou a la.
colonpe II.

Dans les six caractéristiques de ces deux colonnes qui conliennent o’ :

. a b, r 0 A n.
]) o, o, «’; 1 ) o, gaten, ab+ ns
— o b~ ’ —a—: 0 — -
2) % t, o, 4 5 2 ) aTETER ab—a+te )"'»
—b a—b 9. Qn - —h—e! — Pa— e,
3) o, 2", 3y - abn, qem b gt

il y en a toujours au moins une paire (exactement deux) de la forme suivante :

! (J ! !
al, av, ab’ et of, af, ab'tn,
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T'une des caractéristiques étant dans 'une des colonnes, et l'autre dans la seconde.
La vérification est immédiate :

si e ¢ est o, 1 0u 1,0, nousprenons 1) et 1),
si e, ¢ est 1,1, nous prenons 2') et 2),
si e ¢ est o,2 ou 2,0, nousprenons 1') et 1),

si e ¢ est 2,9, nous prenons 2) et 2),

[24] Nous arrivons maintenant au point essentiel et terme de cette étude du fait
-des colonnes I et IV.
Si les deux triples suivants quelcongues :

a‘), 1(1, ab; 10' all, ab+l? (33)

t14

sont deux caractéristiques, autres que o, o_zz, o™ etn’appartenant pas i la colonne II,
déterminant ainsi deux colonnes différe-r;tos e‘t_;utres que la colonne II (paragraphe
précédent), ces deux colonnes sont les colonnes 111 et IV oblenues au § 18, déterminées
Jpar les deux paires de caractéristiques (25).

En effet, on n’aura pour les éléments o et o« que les deux aliernatives :
b

o« ="+,

= " I,

-ou les deux signes supérieurs vont ensemble et les deux signes inférieurs également.
Ces égalités sont équivalentes aux congruences :

+o’= 4”41 ouencore -+ = 44 o"
G+ =T » » 4 =4t .

Avec chacune des quatre congruences différentes que fournit la premiére ligne,
‘sont possibles deux congruences de la seconde ligne, celles qui ont aux seconds
membres la combinaison de signes correspondants (semblablement placés) et aux
spremiers membres une fois + o’ et une fois — "**. Ainsi, par exemple, avec

b v .
ot = a"" + o, sont possibles :
by . o
@M=a"—1 ouaussi o"=a"—1,
b -
—d" " =a"—1 » » = % g,

Ces huit paires de congruences admissibles donnent, par l'intermédiaire des pre-
umiers membres, les seules quatre congruences possibles suivantes :

aT " = (a1 — 1),

3
. P R i(‘xu + l), ( ll)
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car les quatre autres, on le voit immédiatement, sont celles-ci changées de signes..
Ces quatre congruences (34) s’écrivent également :

(" — 1) (" +1)=o,

a n L (35)
a2 4+ 1)+ —1)=o.

Les deux premiéres (la premiére de chaque ligne) sont les congruences (24); les.
quatre ont les racines £+ a¢ et 4=a—% du § 15, et les deux caractéristiques (33) sont.
Uune ou l'autre des paires de caractéristiques (25) :

oy av, 2 L1 et x”; LR g—

’

0 _‘/ _/ ’ —
afy am¢ g et o, a—, o — 1,

déterminant les colonnes III et IV obtenues au § 18.

[22] En reprenant maintenant ce qui est établi dans les lrois derniers paragra-
phes, et également au § 14 et suivants, nous scmmes en état de formuler, sous sa
forme compléte, le résultat suivant.

Soit o', o, o’ une caractéristique quelconque, autre que o, 2", «™. Soient les.

huit triples suivants :

0 a-n b 0 @ bn, 0 a-i bin, 0 a-—n bi-2n

a, a7 ol a’, o " o, ot T o, a7« ;

0 a@+2n b. 0 L b -en 0 a-+2n bien, 0 a--2n b-rn (36)
a’, o , o] o', 2, ; a’, o , oo al, 2T et
- — —_— —

Ux et ux seuL de ces triples est une caractéristique, et SEULEMENT dans le cas ob la
caractéristique o, Z‘_‘, ?n_b appartient & la colonne 11, ou & l'une des colonnes, toujours
différentes de 11, que nous avons désignées par 11l et 1V, délerminées par les racines
des congruences (24). .

Si le triple (36) qui est une caractérislique, est I'un ou l'autre des deux derniers

(le dernier de chaque ligne), o°, a*, o’ appartient & la colonne II (§ 14); s’il est I'un

des six premiers (et chacun d’eux peut étre une caractéristique), o, a*, o’ est l'une
- -
des six caractéristiques (29) contenant « dans les colonnes III et IV.

D’autre part, si deux colonnes différenles ont la méme colonne réduite déterminée

o

par le triple 0,a,b, o, o% o’ étant la caractéristique de téte de l'une d’elles, le

carré de téle de l’autre doit nécessairenient contenir 'un des triples (36) comme
caractéristique. Il n’y a donc que la paire de colonnes différentes 111 et IV qui aient la

méme colonne réduite.




CHAPITRE HI
Formules approchées du nombre des systémes de caractéristiques différents
appartenant 3 n ou a un diviseur de n.

[23] Nous appelons (J., § 12, p. 86) systémes de caractéristiques différents, ceux
qui ne sont pas déductibles I'un de I'autre par les substitutions du groupe

o=l {0

En conséquence, les systémes de caractéristiques déductibles I'un de l'autre par
une substitution de s seront les seuls que nous dirons équivalents(*).

Tout systéme de caractéristiques est transformé en lui-méme par la substitution-
identité |z, «™1]. :

Si aucune autre substitution du groupe s ne le transforme en lui-méme, nous
dirons que ce systtme ne posséde(’) que lidentilé, ou appartient an diviseur de
3n:d=23n. Il y a alors 3n systémes de caractérisliques qui lui sont équivalents
(en le complant lui-méme) et il peut étre remplacé par I'un quelconque d’entre eux.

Si la premiére puissance de |x, o£| , quile transforme en lui-méme, est |£, a_c_"_a_:J ,
d<<3n, d est un diviseur de 3n, et nous dirons que ce systéme posséde le sous-
groupe { |£, i’l_ml }, ou appartient au diviseur de 3n : d<<3n. Ily aalors d systé-
mes de caractéristiques qui lui sont équivalents (en le comptant lui-méme), et il
peut étre remplacé par I'un quelconque d’entre eux.

Aucun systéme de caractéristiques, autre que le systéme des caractéristiques
imprimitives, ne posséde le groupe entier “.‘Z: f_‘fl ; La preuve est immédiate,
puisque une caractéristique d’une colonne est transformée par les substitutions de ¢
en 3n caractéristiques différentes.

(*) En admellant le théoréme que les systémes cycliques de triples de Steiner équivalents
(par -uné¢ substitution quelconque du groupe symétrique des N éléments) sont déductibles
I’'un de l'autre par une substitution métacyclique, c’est-a-dire une substitution du groupe
{ |z, 1 + x|, |x, 22| }, nous savons (J., § 14, p. go) que ces systémes de caractéristiques
différents sont les seuls nécessaires pour l'obtention des systémes cycliques de triples de
Steiner différents (relativement au groupe symétrique des N éléments, c’est-a-dire déductibles
I'un de I'autre par aucune substitution des N éléments).

(*) Sans nous occuper ici de savoir, si deux tels systémes de caractéristiques différents
ne pourraient pas ¢tre éventuellement équivalents par une substitution des élements 1, 2...., 3n,
autre que celles du groupe s, quoique cela nc nous paraisse pas probable.

(®) Encore une fois, sans nous occuper de savoir s'il n’est pas en dehors du groupe s,
éventuellement une substitution aulre que I'identité qui transforme ce systéme en lui-méme.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XVII. i
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Une caractéristique imprimitive et un carré de caracléristiques sonl transformés
en eux-mémes par les substitutions du sous-groupe de 5 : { |£iaf| ! (§ 2, 6°). Par
suite, tout systéme de caractéristiques constitué de carrés entiers de céractéristiques,
complété éventuellement par des caractéristiques imprimitives, posséde le sous-
groupe : |Lz_, ~/_’:£| } ou un sous-groupe plus étendu de &, dont { }Zc_, o.iw| % est lui-
méme un sous-groupe. Autrement dit, le systéme appartient au diviseur n de 3n,
ou ¢ un diviseur de n.

' Inversement un systéme, qui apparlient au diviseur n ou a un diviseur de n,
posséde le sous-groupe g |£, iﬁl }; s’il conlient une caractéristique d’une colonne,
il contient le carré de celte caractéristique. Par suite, il est conslitué de carrés entiers
de caractéristiques et complété éventuellement par des caractéristiques imprimitives.

Comme il a déja été dit, nous espérons obtenir, en partant des considérations du
§ 9 qui conduisent & de nouvelles propriétés invariantes des colonnes réduites, le
nombre exact des systémes de caracléristiques différents appartenant au diviseur n
ou a un diviseur de n. Dans cec Mémoire, nous donnerons seulement une borne
infé’/'[eure et une borne supérieure de cc nombre (ou le moyen d’établir ces deux
bornes) déterminant ainsi son ordre de grandeur, et en faisant remarquer de plus
que notre procédé nous met en état également de donmner ces systémes avec la plus
grande facilité.

[24] Nous appellerons 1, 2, ...,3n les éléments §),

et 0,1,...,n—1 leséléments y).

Un triple réduit représente d’'une part les trois caractéristiques de son carré, et
d’autre part les éléments §) de trois caractéristiques imprimitives. Sile triple réduit
a ses trois éléments v) différenls, ces trois caracléristiques imprimitives sont diffé-
rentes et leurs éléments §) sont neuf des éléments 1,2, ...,3n.

Les triples réduits de la colonne 11 sont les seuls (§ 11) & ne pas remplir cette der-
nidre condition; les trois caractéristiques de chacun des carrés de la colonne Il ont
deux a deux un élément ) commun (voir (15)). Il ne peut pas entrer un carré en-
tier de la colonne II dans un systéme de caractéristiques.

Nous excluons dés maintenant la colonne II el ses triples réduils des considérations
qui suivent.

Un systéme de m triples réduils, dont les 3m éléments v) sont tous différents,
représente gm des éléments 1,2, ...,3n, qui sont les éléments de 3m caractéris-
tiques imprimitives. Si nous complétons ce systéme d’éléments y) parles (n—3m)
éléments +) restants, pris isolément, et qui sont les symboles des (n— 3m) carac-
téristiques imprimitives restantes, nous anrons un systéme d'éléments y), constitué
de triples et d’éléments isolés, représentant d’un systéme de caractéristiques constitué

de carrés entters, complélé par des caractéristiques imprimitives.
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Inversement un systéme de caractéristiques constitué de carrés entiers, complété
éventuellement par des caractéristiques imprimilives, est représenté par le systéme
d’éléments v) constitué des triples réduits de ses carrés et des éléments y) restants,
symboles de ses caractéristiques imprimitives.

Nous appellerons encore, uniquement pour abréger :

1° Un tel systéme d’éléments v), sans élément répété, formé de triples réduilts et
d’éléments isolés, un systéme réduil.

2° Un systéme de caractéristiques constitué de carrés entiers, complété ou non

par des caractéristiques imprimitives, un sysléme entier.

[25] Nous appellerons systémes réduits différents, cenx qui ne sonl pas déduc-
tibles I'un de l'autre par une substilution du groupe

10,1,2,...,n—1)|=\|x,1+x|{,

et en conséquence, systémes réduits équivalents ceux du cas contraire.

Le groupe ”{’ ax|} est triplement isomorphe au groupe gix, 1+x|; les

trois substitutions :

|, Z_bfl“, |20., ax|” o ey x|, (a=o0,1,0, .., n—1) 37)
du premier, correspondent & la substitution |x,a + x| du second. Lorsque l'une
des substitutions (37), et par suite les trois, transforment le systéme entier S, en
un systéme S,, la substitution |x,a + x| transforme le systéme réduitde S, dans
le systéme réduit de S, et inversement.

Ainsi les systtmes réduits sont différents ou équivalents, selon que les systémes
entiers correspondants sont différents ou équivalents, et le probléme de la recherche
des systémes de caractéristiques différenls appartenant & n ou a un diviseur de n,
est ramené & la recherche des systémes réduits différents.

[26] Mais pour passer a cetle recherche, les définitions suivantes nous sont encore
nécessaires et en particulier le théoréme plus bas.

Soient les n éléments o, 1, 2, ..., n — 1, n entier positif quelconque, et le groupe
cyclique de ces éléments :

) .
8—1(0,1,2,...,12—])%:1 |z, 1+ x| |
Soit une combinaison quelconque de ces éléments :

a,a,, ..., a; i=1,2,...,n, (38)

19

. . PR y 4 e . .

et toutes les combinaisons qui s’en déduisent par les substitutions du groupe s.
Nous appelons I'ensemble de ces combinaisons une série cyclique de combinaisons {
a i ou simplement de C'.
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On a immédiatement les remarques :

1° Une série cyclique de C* est déterminée par I'une quelconque de ses combi-
naisons.

2° Une série cyclique de G a ieti seules de ses combinaisons contenant I'un
guelconque tixé des n éléments(*).

3> Deux séries cycliques de C* différentes n’onl aucune combinaison commune.

Tutorkme. — Chaque série cyclique de C' contient n combinaisons, excepté une
seule, dans le cas ot n est multiple de i, et qui est celle contenant la combinaison :

n n . n
O,T,Q—i—-, ...,(l—l)—i—-.

Ce théoréme résulle entiérement du fail suivant (de la théorie des groupes de
subslitutions) :

Le groupe cyclique {lm, 1+ x|l est régulier transitif, c'est-a-dire : son ordre
est égal & son degré, chacune de ses substitutions (autre que la substitution-identité)
est formée de cycles égaux (contenant le méme nombre d'éléments) et déplace tous
les éléments, et par les substitulions du groupe, chaque élément se trouve successi-
vement transformé en tous les autres.

Un groupe régulier transilif est de plus imprimitif, et chacune de ses substitutions
donne une répartition des n éléments en systémes imprimitifs, constitués directe-
ment par les éléments de chaque cycle. Cela signifie que par les substitutions du-
groupe, les éléments o, 1, ... n ne peuvenl se transformer les uns dans les autres
autrement que, les éléments de chaque cycle d’une substitution en eux-mémes ou
entiérement en ceux d’un autre cycle de la méme substitution.

Ainsi la combinaison quelconque (38) : a,,a,, ... a;, ne peul ére transformée

en elle-méme par une substitation du groupe s = { e, 1 4+ 2 } , aulre que l'identité,
que si cette substitution centient le cycle (a,a, ... a;) ou l'une de ses puissances.
Mais le cycle (a,q, ... a;) ou ses puissances ne peuvenlappartenir & une substitution
de s que lorsque ¢ est divisenr de n, el dans ce cas les seules substitutions de s,

ayant des cycles de i éléments ou d'un nombre d’éléments diviseur de i, sont la

substitution :
n .
. T n o oan (t—nny\, n an (i—)n
le, v+ =0, =, —, ..., 5 {I,—‘ I, —+ 1, ..., - \ ......
i l \ 1 i

(*) Il y a une seule exception. dans le cas ot i est diviscur de n, celle du théoréme plus
bas.
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et ses { premiéres puissances. Autrement dit, i élant diviseur de n, la série cyclique
de C':

n an (i—1)n
o, ’ T ’ - ’

i ] i

n an (i—1)n .
1, -+, —4+1, ..., —471, 3

l l (39)

n an 3n
-1, — 1, —1, , n—1,
{ i

.est la seule dont les combinaisons admeltent pour les transformer en elles-mémes
d’autres substitutions de s que l'identité, soil les substitutions du sous-groupe

n

de s : ljlew, 1 +ac\l%. La série cyclique (3g) me contient que LLL— combinaisons;

n iéme o .y . -
la (-,——}— 1) reproduit déja la premiére, tandis que 'pour chaque autre série
i

cyclique de combinaisons i & i, ce n’est quela (n + r1)i¥me qui reproduit la premiére.
nn—1)...(n—i+1)
i! )

Le nombre des combinaisons ¢ & i est

Le nombre des séries cycliques de- C* est donc :

1° Pour { non diviseur de n :

(n—1)y(n—2)...(n—i+1)
i! ’

(40)

2° Pour i diviseur de n :

n(n—l)(n-—z)...(n—i+1)_'£% +I:(n—l)(n—gr)...(n—i—{—1) N i—-l‘

i! i i! i

(41)

Ainsi les deux quotients (40) et (41) sont des nombres entiers. 11 est possible que
I'intégrité de ces quotients soit connue ou ait été remarquée déja; il est cependant
intéressant de la signaler en passant.

Systémes réduits différents provenant d'une seule colonne réduite.

[27] Toutce qui vientd’étreditau§ 26 s’applique aux n éléments y) 0,41,...,n—1
-et au groupe { |x, 1 + x| } , que nous écrirons dés maintenant, pour simplifier, en
-caractéres courants o, 1, ...,n—1 et s ={ |z, 1 +x|}. ’
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Soit une colonne réduite quelconque, autre que la colonne II; elle peut toujours
&tre rangée de cette maniére :

o,a,b: 1r,a+1,b4+1; ... n—1na+n—r1,b+n—1. (A

Par les substitutions de s, les triples réduits de (A) se {ransforment entre eux
comme leurs premiers éléments. Nous les représentons respectivement par ces pre-
miers éléments.

Conformément au § 25, ayant deux systémes quelconques (combinaisons ou sys-
témes de combinaisons) des éléments o, 1, ..., n — 1, nous continuons a les appeler
équivalents ou différents selon qu'’ils sont déductibles I'un de I'autre ou non par les.
substitutions du groupe s.

Avec cela, ayant la combinaison quelconque de triples réduits de (A):

na+unb4a; B a+8,04+8; viad+v, 04+ ...,
nous la représentons par «, 8, v, ..., et pour savoir si une autre combinaison :
dya+a, b+ BLa+ 8,048 Yia+v 0+ L.,

Iui est équivalente ou en est différente, il suffit de savoir sila combinaison o', §, Ay
est équivalente A o, B8, v, ... ou en est différente, c’est-a-dire si ces deux combinaisons
appartiennent ou non 4 la méme série cyclique.

Soit I'un des triples de la colonne réduite (A), le triple o par exemple. Les élé-
ments o, a et b se retrouvent chacun dans deux autres triples de la colonne. Il y a
donc au moins n— 7 triples de la colonne (A) dont les ¢léments différent entiére-
ment de ceux du triple o. Il en est de méme pour chacun des triples 1, 2,..., n — 1.
Cela nous donne au moins n(n — 7) couples des éléments o, 1, ...,n—1, représen-
tants de couples de triples réduits de (A) sans élément répété. Dans ces n(n—7)

A . nn—g
couples, le méme se retrouve au plus(’) deux fois; il en reste au moins —(———Q
2

. n(n — .
différents, au sens habituel du mot. De ces *(—2——-—71 couples, il y en a au plus n

par série cyclique; ils sont donc répartis en au moins L séries cycliques diffé-
2

rentes. Nous entendrons sans autre, ici et plus loin, par 'écriture d’un quotient, le
plus grand entier inférieur ou égal a ce quotient, et notre résultat est :

'l b I » N 4 . I3 -
Il'y a Au MoINs ——L systémes réduits différents constitués de deux iriples de la
2

colonne (A) el des n— 6 caractéristiques imprimilives restantes. -

(" Il peut se faire que pour le couple a, b, par exemple, le couple b, a soit dans ceux
que je néglige en prenant seulement n(n -~7) de ces couples de triples sans ¢lément répété.
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[28] Soit mainlenant 'un de ces couples de triples de la colonne (A) sans élé-
ment répété. Ses six éléments se retrouvent chacun dans deux autres triples de la
-colonne (A). 11 y a donc au moins n— 14 Lriples de la colonne (A) dont les élé-

o .\ o . . n(n—
ments diftérent entiérement de ces six éléments. Cela nous donne au moins =1
‘ 2
(n—14) triples des éléments o, 1, ...,n— 1, représentants de triples des triples
nn—7)(n—14)

2 .

réduits de (A) sans élément répété. Dans ces triples, le méme se

n(n—7)(n— 14)

différents, au
2.3

retrouve au plus trois fois('); il en reste au moins

n(n = 7) (n — 14)
1.2.3

sens habituel du mot. De ces triples, il y en a au plus n par série

(n—7)(n—14)

2 séries cycliques diffé-

cyclique; ils sont donc réparlis en au moins
rentes. Notre résullat esl :

(n—7)(n—14)
3!
ples de la colonne (A) el des n— q caracléristigues imprimitives restantes.

Il 'y a au MoINs systémes réduits différents constilués de trois tri-

En continuant de la méme maniére pour la constitution des quadruples, des
quintuples, etc., de triples de la colonne (A) sans élément répété, en tenant compte
encore du systéme réduit constitué de un triple de la colonne (A) et des n — 3 carac-
téristiques imprimitives restantes, et enfin que notre opération s’applique aux n — 2
colonnes réduites autres que la colonne II, nous obtenons le nombre minimum de
systémes de caracléristiques différents, formés avec des carrés entiers pris dans une
seule colonne de caractéristiques, exprimé par la formule suivante(®) :

—1,(—p@—1)  (r—7)(n—1h)(n—21)

RS I
(n 2)(I+ 2 2.3 2.3.4

+ ... % (l|2)
-dans laquelle les termes sont a poursuivre tant que les facteurs aux numérateurs
restent positifs.

[29] Il est d’autre part immédiat que le nombre de ces systémes de caractéris-
tiques différents, formés avec des carrés entiers pris dans une seule colonne de carac-
téristiques, ne dépassera pas le nombre des séries cycliques des combinaisons i & i,

(*) Le triple a, b, ¢ .peut sc trouver en associant le couple a, b & 'élément ¢, le couple
b, ¢ al’élément a, et le couple ¢, a a I'édlément b. :

(*) Dans notre Note aux Comptes Rendus (voir note du § 1), nous avons donné une for-
mule un peu différente. Celle-ci, que nous avons établie depuis, trés simplement comme on
I’a vu, est bien meilleure. s
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pour i=1,2,3,...,n, des éléments o, 1, ..., n—1, multiplié par le nombre-
(n — 2) des colonnes réduiles, soit I’expression suivante :

(n—g); i n—1 n (n— 1)(:;—2) + (n— 1)(n‘—2)(n —3) . 2 (43).
[ 2 2.3 2.3.4 )

Nous négligeons I'unité qu’il faudrait ajouter aux termes pour lesquels i est divi--
seur de n, d’aprés I'expression (41); il est évident que méme ainsi ce nombre est
encore trop grand et n’est pas atteint par le nombre ewact de ces systémes de carac-
téristiques différents formés de carrés pris dans une scule colonne de caractéris-
tiques. ‘

Pour un n trés grand, nous avons ainsi pour ce nombre exact les deux bornes

inférieure et supérieure dn méme ordre de grandeur, (42) et (43).

Systémes réduits différents provenant de deux colonnes réduites.

[30] Soit, avec la colonne (A), une autre colonne réduite quelconque, autre que:
la colonne II, et rangée encore de la méme maniére :

0,a,by v,d+1,b+1; ...; n—r,d+n—1,6+n—1. (B)

Nous continuons & représenter ses triples par leur premier élément.

Soit un triple quelconque de la colonne (A). Ses éléments se retrouvent chacun
dans frois triples de la colonne (B); il y a donc au moins n— g triples de la colonne (B)-
dont les éléments différent entiérement de ceux d’un triple fixé de la colonne (A).
Pour un couple de triples de la colonne (A), sans élément répéte, il y aura au moins
n — 18 triples de la colonne (B), dout les éléments différeront entiérement des six
éléments du couple; pour un triple de triples de la colonne (A), au moins n— 27
triples de la colonne (B) dans les mémes conditions, et ainsi de suite.

Nous notons par la lettre a les éléments représentants des triples (A) et par la
lettre b les éléments représentants des triples (B), soit leurs premiers éléments.
Sans que nous y refassions allusion, il n’est question dans ce qui suit que de combi-
naisons de triples des colonnes (A) et (B) propres i conslituer des systémes réduits,
cest-a-dire ou les triples sonl sans élément commun.

° Soit

a,,a,, ..., dq, i=1,2,3, ...,n, (4t

une combinaison (uelconque de triples (A), telle que l'identilé esl la seule substi-
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tution de s qui la transforme en elle-méme. Les deux combinaisons suivantes :

Sa;; b, b, .0, k=1,2,3, ..., n, 45)

a ULV, 0w, K=1,2,3,...,n,

sont différentes, dés que la combinaison &',,0',, ..., b'w n’est pas la méme que la

combinaison b,,b,, ..., bx. En effet la partie a_, a,, ..., a; ne peut se transformer
en elle-méme que par l'identité de s; mais pour cette substitution, la partic
b,b,, ..., bx setransforme en elle-méme et non en &', 8',, ..., b'y.
2° Soit
a',,a .a',

une combinaison équivalente 4 la combinaison (44). Touvte combinaison :

a,a ..., a; b;’,bz;...,b;:,,, K —=1,2,...,n, (46)
est équivalente & une combinaison du type (45), puisqu’il y a une substitution de s
qui la transforme en une combinaison du type (45).

’

3 Soit

" ] " o
ha a k=1,2,...,n,

29 0 P
une combinaison différente de la comnbinaison (44). Aucune combinaison :

al,al, ...l bIbl, ... 0, )
ne peut &tre équivalente & une combinaison du type (45), car il n’y a aucune substi-
tion de s qui la transforme en une combinaison du type (45).

4° Chaque combinaison de la forme :

a,a,,...,a; b

by, b, i=1,2,...,n, (48)

est en méme temps une combinaison de i triples de la colonne (A) complétée par i
triples de la colonne (B), et une combinaison de i triples de la colonne (B) com-
plétée par_i triples de la colonne (A). S'ilexiste p combinaisons dzﬁ'érente& formées
de ¢ triples de (A) complétés avec i triples de (B), ces combinaisons sont aussi
celles que I'on obtiendra en formant les combinaisons différentes de i triples de (B)
complétés par i triples de (A).

5° Deux combinaisons sont différenies dés que le nombre de leurs triples dans
V'une des colonnes n’est pas le méme, puisque les triples qui auraient 4 se trans-
former les uns dans les autres ne sont pas en nombre égal.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XVII. 7
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[31] Nous sommes maintenant en état d'écrire le nombre minimum des systémes
réduits différents formés avec des triples pris dans les deux colonnes (A) et (B).

Nous écartons, comme nous I'avons déja fait dans 1° et 2°(§ 30), les combinaisons
deftriples a,,a,, ...,a; ou b,,b,, ..., bx quiappartiendraient  la série cyclique sin-
guliére (39), dans le cas de i ou k diviseur de n, et admettant pour les transformer
en elles-mémes, avec I'identité d’autres substitutions de s.

D’apres 1°, et en tenant compte de ce qui est établi aux § 27 et 28 pour le nombre
des combinaisons de triples d'une méme colonne, le nombre minimum des systémes
réduits différents, formés avec la combinaison (44) de la colonne (A), est, en posant
n— 9i =u:

w(p—7) | wlx—7) (=—14)
+ + .

2 2.3

w+

D’aprés 2" et 3", et en tenant compte de ce qui est établi aux § 27 et 28 pour le

nombre des séries cycliques auxquelles peuvent appartenir les combinaisons de tri-
ples d’'une méme colonne, le nombre minimum des systémes réduits différents du

type :

a,a,,...,a; b,b,, ..., b, i=1,9,...,n, kS,
a,,a,, ...,a; étant une combinaison quelconque des n triples de la colonne (A)
et b,,0,, ..., b; une combinaison quelconque d'ua nombre de triples égal ou supé-

rieur pris dans les n — gi triples de la colonne (B) admissibles avec «,, a,, ..., a; est:

: n_9+(n~9)in—|6)+(12—9)(/1:;6)(n——23)+..‘i
n—7\(n—18)(n—23) (n—18)(n— 25)(n — 32) ]
+— 3 - + — +o o
(n—7)(r—1b) | (n—27)(n—34)(n—41) " (n—27)(n—34) (n —41) (n —48)
+ /2.3 | 2.3 + 2.3.4 te
A )

Les termes dans les grandes parenthéses et les termes facteurs de celles-ci sont
A poursuivre tant que les facteurs aux numérateurs restent positifs. Les termes fac-
teurs des grandes parenthéses sont a4 diminuer de 1 pour les i diviseurs de n,
excepté i =1, car il pourrait se faire que la série cyclique singuliére (3¢g), daus le
| (n—7)(n—1k) ... [n—(i—1)q]

i!
séries cycliques du cas géunéral obtenues aux § 27 et a8, et nous avons écarté les com-

cas de i diviseur de n, soit comprise dans les

binaisons a,,a,, ..., a; qui appartiendraient a cette série singuliére (§ 30, 1°).
En opérant maintenant avec la colonne (B) comme nous venons de le faire avec
la colonne (A), le nombre minimum des systémes réduits différents du type :

b,b,, ..., b a,a,. ... a4, il=1,2,...,0, k=i,
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b,,b,,...,b; étant une combinaison quelconque des n triples de la colonne (B)
et a,,a,, ...,a, une combinaison quelconque d’'un nombre de triples égal ou supé-
rieur pris dans les n — gi triples de la colonne (A) admissibles avec b,,b,, ..., b;,
est la méme expression (49). D’aprés 4°, § 30, nous savons que les systémes réduits
différents dans lesquels { = k, sont les mémes dans les deux opérations faites. Par
contre, d’aprés 5°, ceux de la seconde opération dans lesquels i<k, c’est-a-dire o
il y a plus de triples de (A) que de (B), ne peuvent étre que tous différents des sys-
témes réduits de la premiére opération avec i<k, dans lesquels il y a plus de tri-
ples de (B) que de (A).

Ainsi le résultat des deux opérations sera, en les appliquant a chaque paire des
n— 2 colonnes réduites autres que la colonne II, et en complétant constamment,
comme il est sous-entendu déja, les systémes de carrés par les caracléristiques im-
primitives manquantes, le nombre minimum suivant de systémes de caractéristiques
différents formés avec des carrés pris dans deux colonnes de caractéristiques :

(n—g)(n—16) 4 (n—g)(n— 16)(n—.23) +. 2

(n—2)(n—3) \
—r,—[‘z”ﬂ“ 2l 3 a

n,—'7 '(n—18)('n——25) +2(n—18)(n—25)(n -32) 4 ;
2! 2! 3!
(n—27)(n;—’3[.)(n—m) + 2(n-———27)(n——342(‘/1—lu)(n——l;S) 4

+

(n—m7)(n—14)
+ 31

[32] D’autre part il est facile de denner une borne supérieure pour ce nombre
des systémes de caractéristiques différents formés de carrés pris dans deux colonnes
de caractéristiques, ou de systémes réduits différents formés de triples pris dans
deux colonnes réduites.

, Une combinaison de triples des deux colonnes (A) et (B) ne peut étre coustituée

que de l'une des fagons suivantes :

un triple de A (de B) avec un, deux, trois, etc., triples de B (de \),
deux triples de A (de B) avec deux, trois, quatre, etc., triples de B (de A),

trois triples de A (de B) avec trois, quatre, cinq, etc., lriples de B (de A),

C'est conformément a cetle marche que nous avons élabli les expressions (49)
et (5o). D'apreés les points 1° & 5° du § 30, nous sommes assurés, en suivant la méme
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marche, d’écrire un nombre supérieur au nombre exact de ces systémes réduits dif-
férents, en écrivant I'expression :

(n=3)(n—7)  (n=3)(rn—7)(n—11)
L+ 3
2! 3!
. n— 3’(n—6)(:1— 10) +2(n-—6)(n—‘~xo)(n——ll;)
2 2! 3!

@Lﬁﬂ—_&[,gn_gﬂ

o

+ ...

(n—1)(r—>3) ((a—9)(n—13)(n—17) +2(n~—9)(n-—13)(ll~— 17) (n — a1) L

3! ( 31 4!

En effet, nous prenons comme facteurs des parenthéses 5( o } le nombre méme
des séries cycliques de combinaisons i & i; pour i diviseur de n, excepté i =1, ce
facteur écrit dans (51) est & augmenter de 1 (voir (41)), car la série cyclique singu.
ligre (39), que nous écartons dans 1°, § 30, peut également fournir des combinaisons
du type (45), mais qui peuvent étre équivalentes entre elles sansque ', ¥, ..., b’
soit identique & 6,,6,, ..., b,. Pour les facteurs bindmes dans les parenthéses { },
nous partons de n — 3, n— 6, etc., car les trois éléments d’un triple d'une colonne
se retrouvent au moins dans frois triples de I'autre colonne(!), les six éléments d'un
couple de triples d'une colonne, au moins dans six triples de I'aulre colonne, etc.;
et nous retranchons 4 pour les facteurs successifs qui s’en déduisent, parce que les
trois éléments d’un triple d’'une colonne se retrouvent au moins dans trois aulres
triples de cette colonne(*), elc. ’

[833] Nous pourrions maintenant poursuivre et appliquer le procédé établi & trois
colonnes réduites, aulres que la colonne II, puis a4 quatre colonnes réduites, etc.
Nous donnerions ainsi une borne inférieure et une borne supérieure du nombre des
systeémes de caractéristiques différents formés de carrés pris dans trois, puis dans
quatre, etc., colonnes de caractéristiques. Il serait en toul cas facile de donner ici
encore des expressions du méme ordre de grandeur que ces bornes pour trois, pour
quatre colonnes de caractéristiques, etc. Mais nous ne pouvons étendre davantage
cet exposé, déja suffisamment long, et la complication des résultats les rend moins

intéressants. Il sera temps d’ailleurs d’aborder ces expressions, lorsque nous vou-

(*) Chacun des trois éléments d’un triple a, b, ¢ dela colonne (A) doit se retrouver dans
trois triples de la colonne (B); il faut donc au moins trois triples de la colonne (B) pour
contenir ces g éléments a,a,a, b.b. b, ¢, c,c.

(*) Chacun des trois éléments d’un triple a, b, ¢, dela colonne (A) doit se retrouver dans
deux autres triples de la colonne (A); il faut donc au moins trois aulres triples de (A) pour
contenir les 6 éléments a,a. b, b. ¢, ¢, qui ne peuvent, en aucun cas, se retrouver trois
ensemble dans un triple de (A).

(1)
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drons parvenir au nombre exact de ces systémes de caractéristiques différents, appar-
tenant & n ou & un diviseur de n, & moins que nous ne puissions trouver une voie
plus courte, qui évite I'établissement de ce nombre successivement pour une, pour
deux, pour trois, etc., colonnes de caractéristiques.
Y Un systéme de caracléristiques, appartenant & n ou & un diviseur de n, posséde
le sous-groupe { |, oif{ } ; autrement dit la substitution l?_.c, ﬂ[" le transforme en
lui-méme. D’aprés J., § 14, p. 9o, les transformés d’un systéme cyclique de triples
-de Steiner déterminé par un tel systéme de caractéristiques, par les puissances
-0, n, 2n, 3n, 4n,5n de la substitution |x, x| et par ces seules puissaunces de cette
substitution, sont des systémes cycliques de triples du méme systéme de caractéris-
tiques.

En admettant le théoréme(*) que les systémes cycliques de triples de Steiner équi-
valents sont déductibles I'un de I'autre par une substitulion métacyclique (note 1 du § 23),
tous les systémes cycliques de triples équivalents & un systéme douné sont ses trans-
formés par les substitutions |x, ax|’, v=o0,1, ..., 6n —1. Par suite, caacux des
systémes de caractéristiques, appartenant & n ou & un diviseur de n, oblenus précé-

2" 27 ()

demment, détermine au moins =3 systémes cycliques de triples de Steiner

DIFFERENTS (§ 2, 2°). Ainsi, en admettant le théoréme indiqué, le césultat pour les

systémes cycliques de triples de Steiner est important; mais méme indépendamment
de ce théoréme, non démontré encore et sur lequel nous nous sommes exprimés
dans J., p. 75 et 98, les résultats obtenus pour les seuls systémes de caracléristiques,
c’est-d-dire pour la solution du probiéme de Heffter (voir A., p. 58), ont déja leur
intérét.

(*) Le théoréme est actuellement démontré et ainsi les résultats que nous énoncgons plus
bas, établis d’une facon définitive. (Voir Actes de la Soc. helvétique des Sciences naturelles,
Lucerne 1g924. II° partie, p. 104-105.)

(*) En entendant sans autre, comme jusqu’ici, par ce quotient le plus grand entier qui
lui est inférieur ou égal.




