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Sur une nouvelle exp/ression intégrale de la fonction
de Legendre de seconde espece Q, (x) d’ordre n

positif pour — I < x < + I
par René CAZENAVE

Pour x réel compris entre — 1 et + 1, Hobson définit la fonction de
Legendre de seconde espéce Q, (x) d’ordre n positif quelconque par

- dy " ‘ '
() 2Q.(Cos )= f (Cos 8 +1Sin6 Ch )" + / (Cos6 —1i Sm 6 Chy)"

si t=Cos f avec 0 < 6 < .

Posons .
(2). Cos § -+ iSin § Ch y = p e's,-
ou, par conséquent,
€) : " =1/ Cos*6 + Sin"6 Ch* ¥
et
4) tg 9 =1g 6 Ch y.
La relation (2) équivalant a
b) Cos § = p Cos o,
(6) Sin § Ch ¢ = p Sin ¢,
la relation (1) devient
9 Q(Cosny= [ 220D e g4y

1° Pour 0= g ,on a p—=Chy daprées (3) et o= % d’aprés I'une
des relations (4), (5) et (6). Dés lors, (7) s’écrit

Q, (0)_005(n+1>2f Ch,,*, ;
.

Cos t’

Q, (0) = Cos (n+1)2/ Cos" { dt,

ou, avec la transformation de Gudermann Ch ¢y =

c’est-a-dire

®) Q, (0) = Cos (n +1) g r (%)F (EJF—I)
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ce qui donne, pour n entier pair ou impair,

-

.6...2m
7..

m 2'
Qn@®=0. Q.. O)=D"5 ~2m+1)

5.
2° Pour 6 % , il résulte de (5) et (6) que ¢ est dans celui des inter-
les (0, =) et (2 ) i contient

va es( 'p)e (2.7r qui contient 4,
De (4) se déduisent les relations

Ch '—tg—(P Shupzs \/lg’?""tg’_o

g’ tg 6

e

avec ¢ = = 1 du signe de tg 4,

d’ou, par différentiation de la premiére relation, et compte tenu de la
seconde,

9) dl=: _d_?._.,_.__

Cos' ¢ \/tg' 4 = tg' 6 ’
. Cost6 = ..
Comme p= Cose d’aprés (5), en écrivant

Cos 6 Cos v \/ tg' ¢ —tg'6=\/COS26—2(;082:P

et en remplacant dy par son expression (9), la relation (7) devient la for-
mule

(10) Q,(Cospy=eV2 (s oCosiDs
: Cos™./y \/Cos26 — Cos2¢ *

avec ¢ = * 1 du signe de g — 0, qui exprime Q, (Cos ) par une intégrale

analogue a I'intégrale de Dirichlet-Mehler

w \/5/‘: Sin (n+3) ¢
P, (Cos ) === » \/ Cos6— Cos g ds

pour la fonction de Legendre de premiére espéce P, (Cos §), et qui, comme
Pexpression (1), est valable pour tout n réel positif.

Pour n entier positif, la substitution de =— 6 a 6, qui conserve p
d’aprés (3) mais remplace ¢ par = — ¢ en vertu de (5) et (6), conduit, sur
(7) ou (10), a 'identité connue
(11) Q. (— Cos §) = (—1)"+1 Q, (Cos ).

La formule (10) fournit aisément les expressions classiques

0

Q, (Cos 8) = Log cot 3
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U]

Q; (Cos ) = Cos 0 Log cot 3 -1,
J0s* 6 — ]
Q, (Cos §) = M2 L Log Coté——; Cos 6, ..., ctc...,

qu’il suffit d’établir pour 0 < 4 < g, en raison de l'identité (11).
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