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Relations d’équivalence principales
en théorie des demi-groupes

INTRODUCTION

Dans un demi-groupe D, les relations d’équivalence principa-

les à gauche ou à droite introduites par P. Dubreil, bilatères introduites par - -

R. Croisot, sont liées très directement à l’opération du demi-groupe. Le point

de départ de ce travail est 1?étude des relations d’un type analogue, définies

dans D produit cardinal de p demi-groupes isomorphes à D. Plus précisé-

ment, considérons une partition de l’ensemble { 1, 2, .. ~ 9 n} en trois sous-

ensembles

dont le premier 1 est non vide. Désignons par D*le demi.groupe obtenu en ad-

joignant à D un élément unité 1~~ . a

Soient A = .... a., ... , a ~ un élément de D L ~,
x = [x1, ..., xj, ... , > x 1 un élément de 

U = [u1, .... uj*, ... , uq*] un élément de D*[q*].

Nous représentons par A y.... y dé-

fini de la manière suivante :

Soit H’ un complexe de D ; si A est un élément de D la re-

lation A [X, U] 6. H peut être considérée comme une équation d’inconnues

X et U. Deux éléments A et B de D LPJ Sont congrus mod. Ri si et seulement
si les deux équations A [X, U~ ~. H et B ~X, admettent les mêmes

solutions.



Le nombre entier positif p et le complexe H étant donnés, il

existe plusieurs relations de la forme R H opérant dans ensemble

est l’image par une application isotone d’un interdemitreillis complet. Il existe

en particulier, 9 une relation 
° 

plus fine que les autres, 9 celle qui correspond

à la partition K’ de l’ensemble {1, 2, ... 2p+1} définie par I = { 2, 4, ... , 2p} ,

J = ~ , J’~= ~ 1, 3, ..., 2p+1} .

Dans le premier chapitre qui est principalement consacré à

l’étude générale des RKH, nous définissons la notion de complexe K - fort. Soit
H un complexe du demi-groupe D ; H est K - fort si les conditions

AK[X, U] E H, BK [X, AK [Y, V] ~ H impliquent

BK [Y, V] ~ H. .

Lorsque p est égal à 1, K est représenté d’une manière plus

suggestive par un couple ~r, s) d’entiers supérieurs ou égaux à - 1 ; r est le

nombre d’éléments de J qui précédent l’unique élément a de I (r = - 1 si a

est précédé par un élément de J*) s est le nombre d’éléments de J qui suivent

a (s = - 1 si a est suivi par un élément de J*). Avec ces notations, la relation

d’équivalence RKH la plus fine, 9 définie dans D, correspond au couple (-1, -1) ;

les relations correspondant à (-1, 0) et (0, -1) sont également importantes. La

notion de complexe K - fort permet de préciser certaines propriétés ; par exem-

ple, soit H un complexe bilatèrement fort ; alors toute classe mod R’ différente

du résidu est un complexe (-1, -1) - fort ; est un complexe bilatère-

ment parfait, la classe K mod. qui le contient est le plus petit complexe

(-1, -1) - fort engendré par H. Pour un sous-demi-groupe, le fait d’être fort

ou unitaire, ou’ K - fort sont des propriétés étroitement liées ; en effet, une

condition nécessaire et suffisante pour qu’un sous-demi-groupe soit (0, -1)

- fort est qu’il soit fort et unitaire à droite.



Le cas où p est égal à 1 est évidemment le plus important,

mais la première partie du chapitre II montre l’intérêt qu’il y a à passer cons-

~tamment . de D à D ~2 ~ 
par exemple. Nous voyons ainsi que les complexes dits

semi-forts donnent pour les relations correspondantes des propriétés analogues

à celles obtenues avec les complexes forts m

Dans la suite de ce chapitre; nous continuons l’étude des com.-

plexes liés aux relations RKH.  Un complexe H est homomorphique Fresp. homo-
morphique à droite] s vil existe une relation d’équivalence régulière [respo
régulière à droite] admettant H comme classe d’équivalence ; dans ce cas, H

est une classe mod, R H ~-f~~I~ .> R K ~G’-1) ~ . Tout complexe ( -1 ., -1 ) fort

est homomorphique.  Nous donnons également certains théorèmes de structure,

par exemple : i

Pour un demi-groupe D, les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Tout sous-demi-groupe de D est (0, -1) - fort,

b) Tout sous-demi-groupe de D est unitaire à droite, 1

c) D est isomorphe au produit direct d’un zéro.-demioooogroupe
à gauche par un groupe périodique.

j Le K - résidu WK d’un complexe H est l’ensemble des élé-
ments A de D [p] tels que l’équation A K JX.U) " 6. H soit sans solutions.

~~ 
est un idéal à droite, inversement, un idéal à droite propre quelcon-

que est le (0, -1) - résidu d’au moins un complexe H. Ceci permet d’étendre

aux idéaux quelconques certains résultats de la thèse de P. Lefebvre concer-

nant les idéaux fortement larges.

Un homomorphisme 03C6 d’un demi-groupe D sur un groupe G
avec ou sans zéro est déterminé par l’image réciproque de l’élément

unité ’e de G. Cette image réciproque est un sous-demi-groupe réflectif et uni-

taire de D. c Plus généralement, considérons un homomorphisme lp de D sur un

demi-groupe E ayant un élément unité à droite 
- 1 

(e) est un complexe homo-

morphique particulier de D appelé sous-demi-groupe U =~ homomorphique ou
d

plus brièvement U - h [U - h si e est un élément unité bilatère ]. Inversement,



si S est un sous-demi-groupe U - h [resp. U - h] , , D)R’ -1) est un demi-
groupe admettant la classe formée par S comme élément unité à droite resp.
bilatèreJ .

Dans le chapitre III, pour préciser les propriétés de ces sous-

demi-groupes, nous sommes d’abord amenés à étudier les demi-groupes ayant
des éléments neutres. Nous obtenons des théorèmes de décomposition. Un demi-

groupe D ayant un élément unité à droite e est la somme de cinq sous-demi-

groupes G, A’, B’, B", C o Par exemple G est le sous-groupe maximum de D

admettant e comme élément unité. Les éléments grossissants, introduits par

E o So L,japin, permettent de préciser la nature de B", qui est l’ensemble des
éléments grossissants à droite de D. Nous pouvons alors poursuivre la décom-

position, en faisant intervenir l’ensemble E des éléments neutres à droite. En

particulier, si D est périodique, D est égal à 03A3 G + C où les sous-demi-

groupes Ge sont des groupes isomorphes qui vérifient la loi de multiplication

suivante: ~e, f ~ E, G . Gf = G ; si C n’est pas vide, c’est l’idéal bi-e i e

latère maximum de D.

Ces décompositions permettent d’obtenir certaines propriétés
pour les demi-groupes quelconques :

Si S est un sous-demi-groupe U - h de D et si S W est contenu
dans W S (ou si S W), S est réflectif, unitaire et équirésiduel.

Dans un demi-groupe périodique, une condition nécessaire et
suffisante pour qu’un sous-demi-groupe soit U - h est qu’il soit réflectif et uni-

taire.

Un demi-groupe est dit U - simple s’il contient un élément
unité e et si R(-19 -1) est l’égalité. Un groupe avec ou sans zéro est un demi-

groupe U - simple particulier. g Si 03C6 est un homomorphisme d’un demi-groupe
quelconque D sur un demi-groupe U - simple E d’élément unité e, ~ est com-
plètement déterminé par la connaissance du sous-demi-groupe _ 1 e



Signalons encore le résultat suivant :

Tout demi-groupe U - simple holomorphe à un idéal bilatère d’un demi-groupe
D est holomorphe à D o

Je tiens à exprimer ici toute ma reconnaissance à M. P. Du-

breil qui a bien voulu me faire l’honneur de présider le jury de ma thèse. Ses

encouragements m’ont été d’un très grand secours pendant toute la durée de

mes recherches. Je suis également très heureux de remercier M. R. Croisot,

rapporteur de cette thèse, pour les précieux conseils qu’il m’a donnés pendant

sa rédaction. M. le Professeur Deheuvels a bien voulu s’intéresser à mon tra-
u

vail et me donner un second sujet ; je l’en remercie très vivement.



1

C H A P I T R E 1

DEFINITIONS ET PROPRIETES DES EQUIVALENCES PRINCIPALES DANS D~
tC

1) Définition des 03A9 RH
- 

D représente, sauf mention du contraire, un demi-groupe quel-

conque. Pour les notions fondamentales sur les demi-groupes, nous renvoyons

au chapitre V de l’algèbre de Paul Dubreil (10), au livre de E. S. Ljapin (22), ou

au livre de A.H. Clifford et G.B. Preston (4).

Nous désignerons par D~ le demi-groupe obtenu en adjoignant
à D un élément (1~~. ~ D) et en posant par définition:

Décomposons l’ensemble des n premiers nombres entiers

{ 1, 2, ... ~ n } en trois sous-ensembles disjoints :

I={a~...,a } , J={ { ~,...) 6 } ) J~== { P~~.~ 
Nous avons p + q + q* = n, nous supposerons de plus p ~ 0. L’ensemble

{1, 2,..., n } muni de cette partition sera désigné par Kv

Soient : A = fa~,...., ~ a.,...., a 1 un élément d e D ,

X == fx. , .... , x., ...., xq] un élément 

U = [u1,...., uj*,..., uq*] un élément de D*[q*].
Nous représenterons par A fx, u1 le monôme ..... y défini de la ma-

suivante: y -a. , y. =x., 

et si k=g. ; ; yk = uj*, si k ~ J* et si k 

Si H est un complexe de D, et si A est un élément fixé de nous

considérerons A [X, H comme une équation d’inconnues X, U.

Nous dirons que deux équations de ce type sont équivalentes relativement

à un domaine Q ~ D x D" L- J ~ si et seulement si elles admettent les

mêmes solutions dans ~. ;..



Définition 1.1. - Deux éléments A et B de D M sont congrus
~~’ o~H ’ ~ ~ ~ ~Q~H~ ’ si et seulement si les équations A [x, u]
~ H, B [X, Uj 6 H sont équivalentes relativement à 03A9.

R est évidemment,une relation d’équivalence dans D Lorsque 03A9 est

égal à D [q] x écrivons RKH au lieu de 03A9RKH.
Remarque 1.1. - Si J et J sont vides , A [x, U] représente le produit

a1a2.....ap où A = [a1, a2,....., %] ’ ° = [b1, b2,....., b1 ,
A EB (R )si et seulement si les deux produits a .....a , , bb .....b p
appartiennent tous les deux à H, ou tous les deux à D - H.

Exemples : Prenons n = D D~~ ~ :
si K a un élément,

Si K a 2 éléments

Lorsque K a trois éléments nous avons par exemple:
si K = ($ , a , $ ) RKH = R’ (équivalence principale bilatère (6))

si K = (03B2*1, 03B11,03B2*2), RKH sera notée 03C1’H.

Ces exemples montrent que nous pouvons donner aux le nom d’équivalen-

ces principales dans D [p].



2) Relations d’ordre dans l’ensemble des 2) - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
A) H et K fixe s .

Considérons deux domaines Q et Q ’ inclus dans D[q]x D* [q*].
03A9RKH  Q’ en effet, B(03A9,RKH), les

équations A K [X, UÎ È H et B K îX, U] é H sont équivalentes relativement à

fl’et donc à fortiori relativement à Q ; d’où A 5 B ( 

Soit (ni) 1 E I 
une famille quelconque de parties de

D [q] x D* Posons Q = Qi et f = Q 
1 , 

nous avons

où A (resp.V ) désigne l’intersection (resp. l’union) dans le treillis des rela-

tions d’équivalence de D " " . .
En I, 

ce qui entrafhe

Mais part, ~’ ~ ~ ~ ~~ i ~~À~ et si ~K ~~’ ~~ ~ ’~

est vérifiée pour un élément iX, UÎ de f , il existe un indice E de I avec

Îx, ’1 OE la relation A > B entraîne BK lx, Ul e H. Par

symétrie, on en déduit A z B ( à R/b) .
Par la suite, nous nous limiterons au cas où ù= D 

[q] 
x D* [q*], d’après ce qui

précède, c’est ce domaine qui donne les relations d’équivalence les plus fines.
.

B) ii = D 
[q] 

x D* [q*], H fixe, , puissance de I fixe. .

a) Si, dans K, il y a entre deux éléments consé-

cutifs 03B1i, 03B1i+1 de I (OU avant , , OU après j) des éléments de J et des éléments
,

de J’*, on peut supprimer ces derniers sans modifier la relation d’équivalence
En effet, soit un élément compris entre ~i i+1 ’ supposons



6~ précédé par un .élément p de J. Soit K’ l’ensemble obtenu à partir de
r s

K en supprimant P~ . ° A {x, où v sont deux

monômes, (X= fx ,...., x ....... x 1 . U =fu ...... u ,...., u J).
Appelons X’ l’élément de D [q] déduit de X en remplaçant x par x u , U’ l’é-

s s r

lément de D*[q*-1] déduit de U en supprimant la composante de rang r ; alors

AK [X, U] = AK’ [X’, U’]. Inversement, X’ 6 D Met U’~ D*[q*-1] étant
donnés, prenons pour U l’élément de de U’ en conservant les r - 1

premières composantes, en décalant les autres d’un rang et en prenant 1D*
comme composante. Alors AK’ [x’, U’J = A 

K JX’, U]. Maintenant, si

A et B sont deux éléments de D ~ congrus mod. R et si A ~ []x~ U’J ~. H,
~ K

d’après la construction précédente , il existe X et U avec A 
K 

{~X, UJ = A ~ tX’,UJ

[X, U] = BK’ JX’, U’] . A = B donne B. [x, UJ ~ H et par suite
K’ K’ K K K’

A E B (R.j ). o De m,ême A E B (R~ ) donne A = B (R~) ; d’où R~ = R~ . On afi H H H H

la même démonstration si 6~ est non pas précédé mais suivi par un élément

de J. En répétant le raisonnement précédent on peut donc supprimer tous les

éléments de J~ compris entre oL 
et 
a..

b) Si, dans K, entre deux éléments consécutifs

a . ,a ... de 1 il y a des éléments de J* (d’après le a) on peut supposer qu’il

n’y en a pas de J), on ne modifie pas R H en faisant varier leur nombre sans
l’annuler. Démonstration analogue à celle de a).

Par la suite, nous supposerons donc qu’entre deux éléments

consécutifs de 1 (ou avant ou après a ) il y a au maximum un élément de

J~ ~ et que s’il y a des éléments de J alors il n’y en a pas de J~. On a donc

q~ ~ p+ 1.

Dans ce qui suit, K désignera une partition 1 BJ J J* de l’en-

semble {1,2, ... ,n } , K’ une partition I’ U J’ U J’~ de l’ensemble {1,2, .. 



on suppose que les deux sous-ensembles 1 et I’ ont le même nombre p d’éléments .

Par hypothèse , l’écriture a. -, > signifiera que :

pour 1=1,2,...., p-1, les deux éléments 03B1i, 03B1i+1 de 1 ne sont pas consécutifs ;

pour i = 0, l’élément a~ de 1 est plus grand que 1 ;

pour i = p, l’élément a 
P 
de 1 est plus petit que n.

c) Supposons que, pour un i, nous ayons s éléments

P., .... ,P j+s-1 entre a. .... ~., .
de J’ entre cj. et cj. -. dans K’ avec r ~ s ; supposons de plus que K et K’

soient identiques avant a. et après ~ ... Soit X’ 
= 

... , x’., ... , x’ 1 un
élément de D [q’], alors, si nous posons X = ... , > xq], avec x. = x’. pour
i  j, x. = x’ , pour i > j et x. = x’.....x’. , nous avons A [x, UJ =

i q "q+i j j K 
A~, (X’, u] .

d) Supposons que nous ayons entre a. et a. ~
un élément 03B2*j* de J* dans K,les autres hypothèses de c) étant conservées avec
r partir de X’ = {x’ ,...., x’ ,] et de U’ = [u.,....,
u’q’* ],construisons X = j*x ,... , > x 1 et U = tu.,....., > u 1 en posant :

alors,

e) Supposons maintenant que, dans K’, on ait
= a’~ + 1 (ce qui signifie : a~ = 1 ; = p, c~ = n), les

autres hypothèses de d) étant conservées . A partir de U’ = ,...., u’ ,~1’- l 

construisons U = [u ,.., > en posant u. 
= u’. Si j  j*, > = 1D*,



f) Nous écrirons K ,~ K’ si nous passons de K à

K’ de la manière suivante :

1) K et K’ ont des sous-ensembles 1 et I’ équipotents : 1

2) si a. 1+1 ==a. +1 dans K, a~. +i == a’.+ldansK’.
3) si entre a. et a. il y a s éléments de J dans K, alors

dans K’ , il y ar éléments de J’entre , avec r >s.

4) si entre a. et a 
.. 

il y a un élément de J* dans K, aucune

condition n’est imposée à K’ entre a’, et a’. -.’
Pour p fixé, la relation ~ est une relation d’ordre dans 

semble K des K qui ont un sous-ensemble 1 de puissance p.

Si nous avons relations : K  K’ , A =B (RKH) ,
[X’, U’] ~ H, d’après c , d , e , f , il existe X 6 U 6 

AK [X, u1 6 H et A E B (RKH) impliquent BK [x, u] ê H et BK’ Fx’ , 

Donc, pour tout complexe H, la condition K  K’ entraîne RKH  RK’H.

. 

Théorème 2.1.- p étant fixé, l’ensemble des relations d’équi-

valence principales dans D L -~ , pour H donné, est l’image, par une application
isotone, d’un inter-demi-treillis complet.

D’après ce qui précède, il suffit de montrer que K est un inter

demi-treillis complet pour la relation d’ordre définie dans f).

Soit K. = I. U J. U J*i, i 6 I, une famille quelconque 

ments de K . . K =  K. est obtenu de la manière suivante :i e 1 1



- si, entre deux éléments consécutifs de I. , c~. et a’. , il y a r. éléments de

J. , et si V i &#x26; 1 , r. ~ 0, on prend, dans K~ r éléments de J entre a . et

03B1i+1, avec r = inf. ri.
i ~ I

- Si, ’ 1 &#x26; 1 , = a.+l) on pose a.. ==a.+ldansK.
- dans les autres cas, on met, dans K, un élément de et 

L’élément minirnum de cet inter-demi-treillis est obtenu en

prenant J vide et J ~ formé de p+1 éléments, à cet élément correspond l’équiva-

lence principale la plus fine.

Exemple p = 1.

K est caractérisé par le nombre r d’éléments de J qui précè-

dent l’unique élément de 1 et par le nombre s de ceux qui le suivent. o Nous note-

rons K = (r, s). Si l’élément de I est précédé [suivi] par un élément de J ~,
nous poserons r = - 1 [s = - 1~ . .

K = { K} - ~ (r, s) ; r~ - 1, s ~- 1 } , avec comme relation d’ordre

Pour r >, 0 , s ~ ~ , r + s ~ 0 , nous retrouvons les relations étudiées

par J. Calais (1), (2), (3). Avec ces notations, p~ correspond à (0, - 1) ,

il 
p à (-1, 0) , p’ ii à (-1, -1) , ~ ’ ii est donc l’équivalence principale la plus fine

définie dans D.

Revenons au cas général, p quelconque. K ~ K’ n’entrafhe pas

. 
K K’ 

... , ..toujours R ~ R . En particulier, supposons qu’il existe un nombre c tel quefi fi

D C = Dc+1 . , alors , si, dans K, il y a c éléments de J entre a . et a.+1 ~ ~ et si

K~ K*
on p asse de K à K’ en au g m e n t a nt ce nombre, n o u s a vo n s RK - RK . En effet, si



x /... x est un élément de D ~ > V r >, 0, > il existe un élément y~ ’ ’ ’ -y . de

égal à x~... x =D implique D =D . Un élément X de

D [q] étant donné , nous pouvons donc trouver un élément X’ de D [q+r]vérifiant
AK [x, u] = A_, [X’, u] . Le raisonnement fait dans f) donne RK’H  Rrr’
Mais K  K’, ce qui implique

Théorème 2. 2.- Si y est le plus petit nombre tel que

DY = 
, alors, quel que soit le complexe H, le nombre de 

’ 

relations 

distinctes dans D 
[PJ 

est inférieur ou égal à N = ( y + 2) p+1 
Supposons d’abord J vide.

Soit Ap le nombre de K distincts, lorsque, ~ i~ {0,l,...p},le nombre d’élé-

ments de J compris entre et, et c~ est inférieur ou égal à r.

~--
A , si J contient un seul élément, nous avons p + 1 K distincts ,

si J contient q éléments , (q ~ p + 1) , > nous avons C K distincts >

d’où

A , si le nombre maximum d’éléments de J dans chaque case est inférieur ou
s ’

égal à s - 1 nous avons A . possibilités par définition,s-l

- si seule une case contient s éléments, il reste A p-1 possi-
bilités pour les autres, soit donc au total Ap-1s-1 . C1p+1 cas distincts;

- il y a Cqp+1 possibi-lités de mettre s éléments dans q casesp+

distinctes, et chaque fois il reste cas possibles, soit pour q  p,
S ~ JL



- pour q = p, il reste chaque fois une case libre, 
s cas ..

Calculons

Nous avons donc

Ce calcul est évidemment valable pour tout p. On a en particulier A p = ( q+1) p+1 .
Y

D’après le résultat qui précède l’énoncé du théorème 2. 2 . , N est obtenu en met-

tant au maximum y éléments de J dans chaque case. Si J* n’est pas vide, lors-
qu’un élément de J* occupe une case, cette case ne peut contenir des éléments

de J. Si J* a q éléments, q  p, on a Cq 
1 
possibilités pour les placer, etcha-p+1

que fois il reste Ap-q03B3 cas distincts Pour les éléments de J.

Pour q = p, il reste y + 1 cas. Donc au total nous avons

Si D contient un élément unité e, alors u = 1 ~ est équivalent
2 ~p+1à u = e. On peut donc supposer J~ vide, comme D = D , N = 2 .

Si D est commutatif, des monômes ne différant que par leur

ordre coihcident, on peut grouper tous les éléments de I au début,on a -demi-

treillis suivant:

Si D ~ = D Y+l , on a au plus y + 2 relations distinctes quel que soit p.

Supposons que nous ayons, pour r  s et pour tout q, alors,



Si D est commutatif et a un élément unité, il ne reste que

p~) 
Exemple : p = 1 , 03B3 = 2 , D non commutatif, N ._ 16 , les

équivalences H( correspondent à , n -demi-treillis suivant :équivalences H correspondent à 1 !! -demi-treillis suivant :

3) Propriétés générales des RKH

Lemme 3.1, -

alors,

De l’hypothèse a i+ 1 
> a , + 1 , résulte que a, est suivi par un élément S , de

Y w jet que 03B1i+ 1 est précédé par un élément S y , , 
de J u J"’.

- Supposons j  j’ , alors d’après 2) B) $ , et $ ,, appartiennent à J.
J J

De 

lité analogue vérifiée par les b., on déduit la conclusion du lemme.

- Supposons j = j ’ , et S . E J, alors
J



Considérons maintenant D [p] comme étant le produit direct
de p demi-groupes isomorphes à D , on a donc, si A = (a , ... , a , ... , a ) et

1 1 p

B = (b , ... , b , ... , b ) sont deux éléments quelconques de D [p],l 1 p 
’

~~ = 
’ 

Théorème 3 , 1. - Soit D un demi-groupe quelconque,
- si, V 1 > 1 , > 

03B1i 
+ i , R/k est régulière à droite dans D 

~ 

~i ’~ ~ ’ ~~À est gauche ~~~ ~
~ 

i+1 ~ ~Î ~ ~ ’ ~~À est régulière ~~~ "
Si D est commutatif et si J U J* n’est pas vide, R/b est régulière dans D [p].
Les trois premières propositions sont une conséquence directe du- lemme 3. 1 .

Supposons D commutatif et soient A et B (B =(b1, ... , b p )) deux éléments de
D [p] , si par exemple J n’est pas vide, AB [(x , ... , x ) , U] =K 1 q

~K ~~~l ’ ° ° " ° ’~~ qui donne le résultat de dernière ~~°

position du théorème.

Définition 3 , 1. - K étant donné, le K-résidu de H dans D [p]
,est l’ensemble des A é D [p] , tels que AK lx, Ul é H n’admette Pas de solu-
tion dans D [q] x D* [q*]. Cet ensemble sera noté WK. Si est vide, nous

H H .

dirons que H est un complexe 



K 
Théorème 3.2 . - n’ est pas vide, c’est une classe

mod. R . .

- est commutatif et pas vide, WKH est un idéal de D[p].
La première proposition est une conséquence immédiate des

définitions . Pour la deuxième , conse rvons les notations du le m me 3.1. Si pour

un couple d’éléments y,z de D*, A = (a ,... , a.y, za,,,... , , a ) n’appartenait
(x ,..., x., .... x.,,..., x ) A [X, u]

~ H, mais AK [X, U] = (a1,..., ai, ai+1, ..., ap)K [(x1,..., yxj,...,
x z,...,x),u] , A 

K H contredirait donc l’hypothèse (a,,...,a)
~W’,. °

On a une démonstration semblable dans les deux autres cas
du lemme 3.1. La fin du théorème résulte de cette proposition par une démons-
tration analogue à celle du théorème 3.1.

Théorème 3.3. -

b) Si on passe de K à K’ en augmentant de r le nombre,
supposé non d’éléments compris , alors



c) Inversement, y~. , (a1,..., aiy,ai+1,...,ap)
appartiennent à WKH, alors A = (a,....,a ) appartient à W (pour i - 0, on
prend (ya,..., a )).

a) Soit A un élément de W , si A n’appartient pas à WK’H, il existe X’

et U’ vérifiant AK’ JX’, U’] ~ H . K  K’ implique, d’après 2 B f, l’existence

de X et U avec A [x, u] [x’, U’] , on a donc A~ JX, H, ce

qui contredit l’hypothèse.

b) II faut envisager les deux premiers cas du lemme 3.1. Considérons

uniquement le premier, on a une démonstration analogue pour le deuxième 0

Supposons qu’il existe X = (x , .... x.,.... x.~ .... x ) , U et

Soient

c) Supposons que A n’appartienne pas à W , alors, il existe

... , x’,) et U vérifiant A [x’, u] 6 H.
Considérons les deux éléments X et A’ t définis par:

a été défini dans

le lemme



rement à l’hypothèse.
.. Remarque 3 , 1.. - Si K est une partition de l’ensemble

11 , 2 , ... , nl , prenons un demi-groupe D tel que le complexe H égal à

Dn+1 ne soit pas vide. W/§ est différent de D [p] , en effet, si y1... y 
n

est un éiément de H , .... , > n’appartient pas à WKH. POUr tOUt~ 
P K, ,

K’ tel que I’ contienne p éléments et I’ U J’ en contienne plus de n , WKH est egal

à D [p] . Cette remarque est à rapprocher du théorème 2. 2 car elle montre que
K étant donné (K # I) , on peut trouver un demi-groupe D , un complexe H , une

K K,
partition K’ > K tels que RH soit strictement plus fine que R . En effet, on

peut avoir K , différent d e D [p] et K, , ega 1 à D fij] .

Remarque 3.2. - Si H est un sous-demi-groupe de D , et si on

passe de K à K’ en ajoutant r éléments de J’au début et s éléments à la fin,

WK’H est incius dans WKH. si A n’appartient pas à il existeH est inclus dans H Si A n’appartient pas à H 1 exist e

Soient

Considérons les éléments X’, U’ définis par :
- si

(définition analogue si 03B2*1 ~ 1 , 03B2*q* = n ou si 03B2*1 = 1 , 03B2*q* == iv)-

Dans tous les cas, A [x’, U’] =h....h . A [X, Tj] . h’....h’ et par

K’
suite A n’appartient pas à W . Si de plus K ~ K’ alors, d’après le théorèmeH

3.3., WKH est égal à 

- si



Supposons maintenant que nous ayons une partition de 1 .:

r+s=p. SoientK’=LU(MUJ) U J* ; K" = M u (L U J) U J* o
Dans K’ par exemple, L joue le rôle de I dans K et M U J celui de J. On conser-

ve les éléments de J * compris entre deux éléments de M U J pour la commodi-

té des démonstrations, (voiç 2 B a) .

~ ° - Dans f ~~~ ’ on écrit ~~~’l’ ° ° ° ’ ~

~~l’ ° ° ° ’ ~r~ ~’~~~À~ si et seulement si ~~Î ’ ° ° " ’ ~~p~ ~ ~~i ’ ° ° ° ’ ~ ~p~ ~~~À~ pour
tous les éléments (a’ , . * : , a ’ ) , (b ’ , ... , b ’ ) de D [p] construits de la façon1 p 1 p 

.

suivante:

si

Soient ~~i ’ ° ’ ° ’ ~r~ ’ ~~i ’ ° ° ° ’ ~r~ ’ ~~ ~ ~~~l ’ ’ " ° ’ 

~ des éléments tels que ~~l ’ ° ° ° ’ ~r~ ~ ~~l ’ ° ° ° ’ ~r~ ~’~~ K H~ et ° ° ° ’ Ù~’ ~j~
é H .

03B2j é J dame s . J é J’ 
= M U J , il existe donc un indice j’ défini par

xj 
* 

S’j> ; posons x = xi , ... , xq> avec xj 
= x’j’ ° Soit A = a’i , o . la, a’p>

l’élément de D [p] , défini par: ° at 1 = ak ’ si a 1 e L et si 
et. 1 

= u t k ’

a’j " X’~, Si a. é M et si a, 
= a " = $ ’ , (qui existe car M e J’) .1 m l 1 mm’

On a ai , .. lxt , ul = AK lx, ul d’après la définition de Kt .

" b ’i > ... > b ’p> est construit de la même façon à Partir de bi , ... ,br) ,
d’après la définition de R’i , A 5 B R/b> , ce qui donne BK Îx, Vl  H car

soit alors

si (élément quelconque de D), 0



Inversement, , su pp osons (a , ,..., a ) _ ( b ,... , b ) ( RK ) 
soient A = (a 1, . ’ , , a’ ) , B = (b’ , ... , b’ ) deux éléments de D [p] construits1 p 1 p

à partir de (a , ... , a ) , (b , ... , b ) comme l’indique la définition~ Si
1 r 1 r

A L~~ H , à partir de A et de X = (x ... , x ) construisons X’ =
K l ~1

(x’1, ..., x’ q+s ) de la manière suivante : x’j’ 
= 

x j si P . j’ t E J et =S , , ?

’On a alors

A partir d’un élément (a ,... , a ) de construisons les éléments
1 r H

(a’,..., a’ )deDLJ tels que a’. = a L et si a = a’ , a’ élément1 P 
" 

i k i i k i

quelconque de D dans les autres cas. L’ensemble des éléments construits de

cette manière sera noté (WK’H , D ). On définit de même (WK"H, D ’ }).

Théorème 3.5. - D{L’) (1).

Si H est un sous-demi-groupe de D, si L = ( a , ... , a L si M= (a -.,..., , a )l r r+l q

et si a 
~~ 

> a 
r 
+1 dans K , (1) devient une égalité.

La première inégalité résulte du fait que, d’après la démonstration du théorème

3,4. , un monôme (a’., ..., a’ ) K fx, UJ peut s’écrire (a , .... a ) K’ tx’, u}
pour un X’ convenable. Donc si (a’ , ... , a’ ) n’appartient pas à W ,



K,
(a , ... , a ) n’est pas dans W .l r H

Supposons maintenant vérifiées les hypothèses de la deuxième partie du théorè-

me. Soit A = (a , ... a ) un élément tel que A ’ = (a , .. , a ) ne soit pas dans
Kt Ki, 

’

et que ~" = ~~r+1 ’ " ° ne soit pas °

> a r 
+ 1 , supposons que nous soyons dans le premier cas du lemme

3 . 1. , j et j ’ ayant la même signification, désignons de plus par 03B2*j* le plus
J

grand élément de J * plus petit que a . Soit X = (x o .. , x ) l’élément de D Ù]
r i q

défini ~l 
= 

~l ’ ° ° 
= 

~j 
= la partie du ~" ~

qui suit ar , xj+1 
= la partie du monôme A"K" [Z, T] jusqu’à zr+j+1

Soit U = Ui > ... , uq*) l’élément de D* Par uk 
= 

vk pour k x j* >

uk 
= 

tk Pour k > j * . ces constructions donnent AK îx, uJ = A’K’ lY, vl .

A"K" [Z , T] ; comme H est un AK [X, U] ~ H. Donc

= 
° ° ° ’ ar) appartient à WKH, (a1,..., ar) est un élément de WK’H ou

( ) 
~ ~ 

K,, 
et~~r+i ’ ... ~~~ ~~ ~~~ 

Pour compléter la démonstration, il faut envisager les deux autres cas du lem-

me 3 , 1. Dans le deuxième cas,. on prend pour x la partie du monôme
J

[Y, V] qui suit a multipliée Par la Partie dU monôme A"K" [Z > T]



jusqu’à zr+j inclus, xj+1 
= 

zr+j+1, le reste sans changement Dans le troisième

cas, on permute les rôles de X et de U du deuxième cas.

4) Complexes 
K et H étant fixés, en associant à chaque élément A de 

l’ensemble (A) des solutions de l’équation A [x, UJ e H nous définis-
sons une application de D M dans D ~ x D*~-* .

Définition 4.1.- Le complexe H est dit K-fort si l’application

03C6KH est semi-uniforme.

Ceci peut se traduire par :

Exemples: p = 1 , (0, 1)-fort ~ fort à droite, (1, 1)-fort~bilatèrement
fort.

K étant fixé, l’ensemble des complexes K-
forts d’un demi-groupe D constitue une famille de Moore.
D est K-fort car, ~ A ~ D [p], 03C6KD (A) = D D*[q*]
Soit Hi, i (=. I, une famille de complexes K-forts, telle que leur intersection H
ne soit pas vide, alors H est K-fort ; en effet, V i ~ 1

Construction de la fermeture de Moore correspondante. H étant donné, on pose
H =H , tel qu’il existe A,X,U vérifiant

Le plus petit complexe K-fort H contenant H est donné par



Soit e un homomorphisme du demi-groupe D sur un demi-

groupe D’. 6 induit un homomorphisme p de D D’ M @ p ... a )=

( 6 a.)... , 6 a ). On peut prolonger @ p en une application de dans D’*[p]

en définissant l’image de comme étant égale à 1D’*

2. -

a) Soient H’ un complexe de D’et H l’image réciproque de H’ t

par e. A E B (P~)=~ @ (A) = @ (B) 
Si, Vi, > a + 1, il existe un homomorphisme @ ~ de D ~"~ dans
_ 

fPt 
i ’ ~

D’-~~ rendant le diagramme suivant commutatif,

( et ’ applications canoniques)

b) Si H’ est K-fort dans D’, , H est K-fort dans D.

c) Si L est un complexe K-fort de D saturé pour l’équivalence

d’homomorphisme de 6, , 6 (L) est un complexe K-fort de D’.

a) Soient A et B des éléments de D ~-* congrus mod. Ri . Posons
A’ = (H) P (A) , B 

’ =@ P (B). Si X’ et U’ sont deux éléments vérifiant

[X’, , U*] ~ H’ ’ l’homomorphisme e étant surjectif ’ il existe X et U avec

X’=@ ~ (X) , ’ [X’,U*]=A K 
A [X, , u] appartient donc à H.

Si, , Y 1 , > 03B1i 
+ 1 , R/k et R/£ , sont régulières (théorème 3 , 1 . ) , 

H



et D’ [p] RKH sont des demi-groupes. Soient A un élément de D A un élé-

ment de ~ (X) , posons @ 
P 

(A) =@ 
P 

(A) (on écrit ; ~(B’)= B~). .

Si B 6 ~ (A), ’ A ? B (R~) implique @~ (A) = @~ (B) (R~,), ’ ce qui montre
que @ est bien une application de dans D’. part e > 4)
et 03C6’ étant des homomorphismes, nous avons @ (A’.B) =S (AB) =@ (AB) =
(H~(A) . =(H~ (A) .(~(B) =@ (I) .@ (B)

b) Posons @ 
P 
(A) =A’, etc....

Soient AK JX, UJ E H, BK [x, AK (Y, v) ~ H, en appliquant 03B8
on obtient A’K [x’, U~ 6 H’ , , [x , , UJ 6 H’ , A’~ [Y’, H’ ;H’

étant K-fort il en résulte B’ 
K [x’, UJ 6 H’ , d’où B [x, n] ~ 03B8-1(H’) =

H . H est donc K-fort dans D.

c) Soient L’ = 6 (L) , A’~ JX’, uj ~ L’, B’ JX’, UJ ~ L’ ,

[Y’, VJ ~ L’. e’~(L’) = e’~ [e (L)J = L puisque L est saturé modulo

l’équivalence d’homomorphisme de e. e e étant surjectif, il existe A avec

@p (A)= A’, ° L, B~ A~ 
mais Lest K-fort dans D et par suite B [Y, V] 6 L, ce qui donne B ’~ 
6 L’.

Considérons maintenant un demi-groupe D qui soit le produit
direct de deux demi-groupes D’et D" .Soit Aun élément de A = (a ,... ,a ),
ai appartenant à D = D’ x D" s’écrit a. * (a’., > a".) ; posons A’ = (a’ ,... ,a’ ) , >
A" = (a"1,...,a" ). On a une décomposition analogue pour les éléments de D[q]
et de D~P -*. Inversement, à partir d’un élément A’ de et d’un élément A"
de obtient un élément de écrit A = JA’, A"] . Mais à partir



d’un élément U~ de d’un élément U" de n’obtient pas toujours

un élément U de car u = (u’, u") é D* donne ou u 6 D et alors u.’ ~ D’

et u"6- D" , ou u = 1D* et alors u’ et u" sont respectivement égaux à 

et l~H~ . o Dans U~ ’ u~ peut appartenir à D’, et dans U", u" peut valoir 

(u’,u") n’est pas alors un élément de [resp. "] étant une partie de

[resp. D" (’ ,") désigne l’ensemble des éléments A de D [p] ob-
tenus en prenant A’ dans et. et A" dans 0

Soient deux demi-groupes D’ et D", D leur

produit direct, H un complexe de D de la forme H’ x H".

a) D" (Di w~
b) Soient A = [A’, A’"] , B = {B’, deux éléments de D " " , les re-

lations A’ = B’ (RKH’), A" ~ B" (RKH") entrafnent A = B (R,J . *

c) Si H’ et H" sont des complexes K-forts, H est un complexe K-fort.

d) Si, dans la partition K, J~est vide, alors i

a) devient une égalité ;
- si A = [A~A’J et B = [BBB"J sont deux éléments de W~ congrus
mod. RKH , A’ et B’ [resp. A" et B"J sont congrus mod. R , [resp. RïmJ ’
- si H est un complexe K-fort ayant un K-résidu différent de D , H’ et H"

sont K-forts,

a) Soit A = p~~ un élément de (W~. , ’ D" L~J . ~ , supposons que A
n’appartienne pas à WKH , q alorsilexisteuncoupleX= [x’, X"], U = 

vérifiant A [x, u] ~ H ; mais A [x,u] =(A’ A" 

et par suite A K [X’,U’] 6. H’ , contrairement à l’hypothèse.

b) Les hypothèses étant remplies, supposons qu’il existe un couple

X,U vérifiant A ~ H. Avec les notations précédentes, le couple X’,U’

vérifie A’ 
K 

6 H’ , ’ la condition A’ =B’ (P~) donne B’ 
K [X’,UJ ~ H’ ’



De même B"K [x",U"J 6 H" et par suite H.

[X, U) 6 H, B~ [X,U] 6 H , [Y,v] &#x26; H,

on en déduit A’~ [x’,U’] &#x26;H’ , , B’~ 6. H’ , A’ H’ , , com-

me H’ est K-fort on a B’ ~ H’ , ’ de même B" H", d’où

B H ; H est un complexe K-fort.

d) J~ est vide. Soit A = {A’,A’J un élément qui n’appartient pas

u (D’ M , A’ ~ WKH’ ~ ~ X’ avec A’K [X’] ~ H’,

WKH" ~ ~ X" avec ~. H" , X = [X’,X"] vérifie AK [X; ~ H;

, 
D" 

, .

’ etB deux éléments L’-! - congrus mod. 

Soit X’ tel que ~ H’ , comme A" n’appartient pas à W.,,, , il existe

X" vérifiant A" 
K [X"] 

~H". Posons X= [x’,X’J , on a A [x] mais

alors la relation A = B (R..) donne B.. H , d’où 6 H’. De mê-

me B’~ 6 H’ implique A’ 6 H’ et par suite A’ E B’ (R~,) .
Supposons maintenant que H soit un complexe K-fort ayant un

K-résidu différent est donc différent de D" il existe A" et

X" vérifiant ° Si A’K [X’] ~ H’ , ’ 6 H’ [Y’]

~ Hf, posons A = JA’.A"] , B= [B’,A"] , X = [x’,X"J , Y = [Y’,X’J , ,
nous avons [3~ ~ H , Fx] ~H , A K étant K-fort, ceci

donne B~ M ’ B’~ H’ , H’ est de même H" est

K-fort.



Théorème 4.1.-

Si K $ K’ , tout complexe K-fort est K’-fort. Si H est un com-

plexe K-fort RetR. coïncident sur D [p] - WK’H .

Soient A’K JX’,U’] é. H, ~ H, AK’ [Y’,U’] 6 H,

K étant avant K’, d’après 2 B f, il existe X,U,Y,V avec

H étant K-fort, on en déduit BK [Y, vl ’é H ; mais BK lY, vl = BK’ lY", v’l ,

d’où BK’ [Y’,V’] E H , H. est donc un complexe K’-fort.

, 

’ 

K K, .

°

Soient A et B deux éléments de D [p] - WK’H congrus mod. RK’H , il existe X’ et
il’ vérifiant AK lx ’ , u J é H , BK lx ’ , u ù é H ,

ce qui avec les notations précédentes donne

H on en (R~) . °

Exemple 4, 1 . -
Soient D le demi-groupe défini par la table de multiplication suivante :

a b c d 

a a a a a

b a a a c

c c c c c

d d d d d

et H = {a} . HBa=HBb=HBc= {a,b} , HBd= {a} , donc H n’est pas

fort, mais H est (2,0)-fort. Cet exemple montre que si K  K’ , K’-fort est en

général une propriété strictement plus faible que K-fort.



~ ~T

Soit D le demi-groupe défini par la table de multiplication suivante :

H = {b} est un complexe fort, WH = {a,b,d} , W(O,2)H = D , R(O,1)H et

R(O,2)H ne coïncident pas o
Soit K = I u J (I et J non vides, J *vide) une partition de l’en-

semble ( 1,2,..., n ) , posons ’K = J U I , K est donc la partition déduite de K

en permutant les rôles de I et de J.

Propriété 4. 4. - L’ensemble des complexes K-forts coïncide

avec l’ensemble des complexes K-forts.

En effet, > avec la convention précédente, on a AK lxl = XK 1°°Al , Si H est K-

fort et si on a x.g- iAj é H , Y K lAl e H , xj [B] é H , on en déduit AK [xl

6 H , AK iYl é H , BK °1°xJ  H, ce qui donne BK lYl c H ou encore

YK IBJ C H , H est donc un complexe *fort*

Inversement; K-fort entraîne K-fort.

Exemple 4. 3 . -

fort à droite ~ fort à gauche. (7)

E xe m ple 4.4.-

fort ~ K-fort , avec K = 03B12) ;
c’est-à-dire : le complexe H est bilatèrement fort si et seulement si ce comple-

Xe Vérifie la propriété sui vante:

~~ ° ~ ~f ° ~2 coupe ~~ ’~ ~i~ " ~2 implique ~~ "’ ~l~ " ~2 = ~~ " ~ ~l~ * ~2 °



~i ~ ~ B~ ~- i.’ -~ *-r
La propriété 4.4. n’est plus valable si on remplace J par J

En effet, soit D le demi-groupe défini par la table suivante:

Pour K = (0,-1) nous poserons 03C6K1H (a) = H  a , et pour K2 = (-1.0) ,

~ 
~2 

(a)=HBb
H

Soit H = {b,c} , H vide, H .~b = = = {c,d}

H’.. a est vide, H~. b = H~c =t d ~ d= t d }

H est donc (0, -l)-fort , mais H n’est pas (-1, O)-fort.

Théorème 4.2.-

Si K est une partition telle que J* soit vide et J non vide et si H est un comple-

xe K-fort, il existe une bijection entre les ensembles

Les classes de D [p] mod. (RKH) différentes de WKH sont les images des éié-
ments de D [q] Par la fonction ké / .
H étant K-fort , dans D [p] - WKH , nous (RKH) si et seulement si

03C6K (A) coupe 03C6K (B) . D’autre part, X é 03C6K (A) ~ A é 03C6K (X).
H H H H

Soit A Un élément de D "1 - x un élément de &#x26;1A> , la classe mod.
RKH qui est [03C6 KH] (X) , c’est-à-dire 03C6 KH (X). De même la classe



« mod. Ri qui Contient Un élément x de D [q] - Àéi est [03C6KH]-1 A> =
,

Çi A> , Pour Un élément quelconque A de Y/ÀX> , car , d’après la proprié-
té 4. 4. , H est K-fort.

On connaft donc la forme des classes. La bijection entre les

deux ensembles est obtenue de la manière suivante:

- pour et OE (D $K - Wi ) , on pose 1/1 àk> = ?i A> où A est Un repré-

sentan,t 
de et; d’après ce qui précède , &#x26; est bien une application de (D 

~ ~~ ~ dans Î~ ~~à - ~~ ~
- de même, Pour x E (É Wi ) , On Pose w ’ v> = Wi x> où x

est un représentant de qc .
On a, V I,)C. E. ( D - WKH}, 1/11/1’ (X) = ’1: ; en effet posons

à= 9i x> et soit A un représentant de et, &#x26;w’ r> = w(à) = fi A> ,
mais A e 03C6KH (x) ~ x G 03C6KH (A) (qy) =%

De même, on a , Ù à , ’ &#x26; ’ &#x26; (6À) = à ; &#x26; est bien une bijection, &#x26;’ étant

la bijection inverse.

Revenons à K quelconque.

Théorème 4. 3 . - Soit H un complexe K-fort :

~ si pour et si

est simplifiable à droite dans



K rot K
- Si V i, a , > a. +1 , RKH est simplifiable dans i+1 i H H
- Si D est commutatif et si J U pas vide, R K est simplifiable dans

D K) .~ .
Posons

Reprenons les notations du lemme 3.1. et considérons seulement le premier

cas. (On a une démonstration analogue dans les deux autres cas).

qui donne A > B (R/§) Car H est Un complexe K-fort.
Les autres propositions du théorème sont une conséquence de

la première et du théorème 3. ° ~ ° car ~~l~i ’ ° ° ° ’ 
= ~~À 

° ° ° ~i+1 ’ ° ’ i~ ~~À °
Corollaire 4, 1. - Soit H un complexe K-fort et K-net, si

dans K, Y 1 , 03B1i+1 
> a, 

+ 1 , R/§ est une relation d’équivalence régulière
et simplifiable.

C’est une conséquence directe du théorème précédent et du

théorème 3 , 1 .



Théorème 4.4. - Soit H un complexe K-fort,
- si, V i =7~= 0, a.. > a.+1, R~j est simplifiable à droite si et seulementi+l i H .

si D [p] - K est un idéal à droite dans D [p]

- si, V i, > 

a i + 1 , est simplifiable si et seulement si H est K-net;

est égal à D[p] .

- Supposons, 
~ i~O, 03B1i+1 

> 

a + 1 , et R- simplifiable
K K K

à droite. Soit AC 6 W.. , on a alors ACC 6 W .- car W est un idéal à droi-

te . Par suite AC = ACC (RKH), ce qui donne A = AC (RKH) et A 6 WKH . D M
’ 

H H JnL

- W est donc un idéal à droite.Inversement, supposons D [p] - W
KH 

idéal à droite et

AC E BC (RKH) ; si AC ~ W- le théorème 4.2. donne A E B (R,J ; si AC
6 WKH , alors A ~ WKH , BC ~ WKH , B ~ WKH et A ~ B (RKH).

- Supposons et R2014 
fiable . Si WKH n’est pas vide considérons un de ses éléments V . B/ A ~ D [p]

on a AV 6 W~ qui est un idéal bilatère, W~ . d’où AV = V~ (R~) ,H H H

ce qui donne A = V (R ) et par suite A ~ W . Nous avons donc seulementii ii

deux cas possibles :

W~ ou 0 . 
ii ii

Inversement , si W2014 = D [p] , RKH est la relation universelle, R2014 est donc
simplifiable;

si WKH = 0 , H est un complexe K-net , d’après le corollaire

4.1., R- est simplifiable. °



Propriétés particulières des R2014 lorsqu’elles opèrent dans D.
- - - - - - - __ ri

Nous sommes donc dans le cas où 1 ne contient qu’un seul élé-

ment. Nous avons vu (exemple qui suit le théorème 2.1.) que K pouvait alors

être représenté par un couple d’entiers supérieurs ou égaux à -1 , K = (p,q).
Théorème 5.1. -

a) résulte du théorème 3.3. b).



nous avons bien

d) En utilisant b) et la propriété symétrique, nous avons suc-

D’après le théorème 5.1., si H est (p,~q)-net pour p ~ 0 , q j 0 , il

est (p’ , q’ ) -net pour (p’ , q’ ) ~ (p,q).
Il ne reste donc que trois cas distincts : net à droite, net à

gauche, et bilatèrement net.

Corollaire 5 . 2 , -

W H n W’ H et H W sont des idéaux bilatères, ’

(6) , > (7) °

En effet , WH ~ W’H = W(O,1)H ~ W(1,1)H = W(-1,1)H qui est un idéal bi-
latère.

cessivement

Corollaire 5.1. -

bilatèrement net (6).



Théorème 5. 2. -

c) Si S est un sous-demi-groupe unitaire à gauche [resp. uni-
taire] r

. _ .. _ _..._

b) On vérifie b) à partir de a) comme dans la démonstra-

tion du théorème 5 . 1 , d.

c) Supposons que S soit un sous-demi-groupe unitaire à

gauche. Soient a> b> xi > ... , xq 
des éléments de D > U Un élément de D * , tels

~~Î~ ~~~ et 
a 5 b RÎ’ q)) donne sp- 1(su)bx1. .. xq  S , S Unitaire à gauche implique

~~~ ~ ~ ~~ ~ et ~Î ~ ~~ ~ ~~’Î ~ ~ ~~ ~ mais ~~~

jours 
’

(Démonstration analogue lorsque S est unitaire et pq ~ 0).

Corollaire 5.3.-

R’- , sont des relations d’équivalence régulières.

En effet, = qui est régulière.



Lemme 5.1. -

Soient H un complexe , X un idéal ; tels que H n X soit vide, si X est un idéal à

droite X est contenu dans W(O,-1)H , si X est un idéal bilatère X est contenu

En effet, si X est un idéal bilatère, D* X X, d’où D* X D*~ H = 0et

X ~ W(-1,- 1)H 
d’après la définition de ce résidu

Théorème 5.3.-

. a) Soient H un complexe, A une classe d’équivalence mod.

(RKH) différente de W . (K = (p,q)).

b) Supposons en outre que H soit un complexe K-fort.

- si pq ~ 0 , A est (-l, -l)-fort , et R(O,-1)A coïncident sur D - W(-1,-1)A.

- si p = 0 , q ~ 0 , A est (0, -l) -fort , R~ et P~’’~ coïncident sur
D-W~’-~ .

a) pq  0. Soient b, c des éléments de D, u, v des éléments
de D~ tels que b = c (R~) et A. R~ est régulière d’après le théorème
3.1., d’où ubv = ucv (RKH), comme A est une classe mod. on a ucv ~ A.

Par suite, on a b = c (R(-1,-1)A) et R(-1,-1)A. A est une classe dif-

férente de A H WKH est donc vide, le lemme 5.1. montre que l’idéal

W KH est contenu dans W(-1,-1)A .



Si H est inclus dans A, W K contient W K mais , d’après le
théorème 3.3., dans WKH = W(-1,-1)A.

b) pq ~ 0 . H étant K-fort, il existe des éléments

x , .... ,x .... de D (si p =-1 , x ~ D~) vérifiant la propriété sui-
vante:

. a appartient à A si et seulement si x ....x ~ y......y est dans H.
1 p "1 "q

Soient b, c des éléments de D , u,v,u’,v’ des éléments de D~ tels que ubv,

ucv, u’bv’ appartiennent à A , alors ,

x ....(x u)b(vy )...y ~ H , , x1...(xpu)c(vy1)...yq ~ H , x,...(x u’),
b(v’y1)...yq ~ H ; H x...(x u’)c(v’y )...y 

= 

...y e H , A ; Aestdonc(-l,-l)-fort.
~ 

D’après a) R ~ ~ ~l’~’’~~ supposons b = c (P~~’’~~
et b ~ W ’ , ~ u, v tels que ubv ~ A, ucv ~ A, mais alors

x1...(xpu)b(vy1)...yq ~ H , ’ H , d’où

b ~ c (RKH) car H est K-fort. RKH et R(-1,-1)A.
Le cas p = 0 s’étudie d’une manière analogue.

D éfinition 5.1.-

Un complexe H est dit K-parfait , s’il est K-fort et si,

H , ~ T~ n’est pas vide.

Remarque : Pour K =(-!,-!), K = (0,-1) ou K = (-1,0) , K-parfait ~
K-fort.

En effet, pour K = (-!,-!) par exemple, nous avons ~h ~ H,

dp~ . ~D~) = ~ ~ -
Théorème 5.4.-

Un complexe K-parfait H est inclus dans une classe A mod.

R~ (K =(p,q)).



Si pq ~ 0, A est la fermeture (-l,-l)-forte de H, WKH = W(-1,-1)A,
K _ ..(-l.-l)"H ’ "A

Si p = 0 , q ~ 0 , A est la fermeture (0,-l)-forte de H, W H 
= 

’.

RKH = R(O,-1)A.

Les conditions H complexe K-fort et 03C6KH (h) A U? (h’) impliquent h = h’ (RKH)
et ceci est vérifié quels que soient h et h’ éléments de H.

H est donc inclus dans une classe A mod. R différente de W . Si K = (-!,-!)
ou K = (0,-1), H = A car, d’après le théorème 5.2. , H est alors saturé mod.

4.
D’après le théorème 5.3. , si pq  0 , A est un complexe (-l,-l)-fort, et

W" = W~’’~ R~= R-’’-~ . ."H "A ’ HA
est un complexe (0,-l)-fort, et

WKH = W(O,-1)A , RKH = R(O,-1)A
Pour pq ~ 0, il reste à montrer que A est la fermeture (-l,-l)-forte de H.

- T~
Soit H cette fermeture. Si a ~ A et a est congru à h mod. RH ,

n’étant pas vide, il existe x ,...,y q 
éléments de D (si p == -1 , x. ~ D*)

tels que x....x hy ... y q x1...xpay1...yq ~ H , d’oû

x1...xphy1...yq ~ H ,

x....xay ....y g H , car H ~ ’H.CommeYlest(-l,-l)-fortonen

déduit a = h ) , mais alors h 6 H’ entraîne a ~ H , d’où A ~ Tl.

D’autre part A étant un complexe (-l,-l)-fort contenant H

nous avons H C A , A est bien. la fermeture cherchée.

Pour p == 0 , q ~ 0, nous avons une démonstration analogue.

Soit S un sous-demi-groupe de D. ~K = 
Si 0, S est unitaire et K-fort si et seulement si S est (-l,-l)-fort.



Si p = 0 , 0 , S est unitaire à droite et K-fort si et seulement si S est

(0,-l)-fort.

Soit S un sous-demi-groupe (-l,-l)-fort.

Comme (-1,-1) ~ (p,q) , S est K-fort (théorème 4.1.)
2 K’ K’

Soient xj6 D , s ~ S avec sx d S ; s ~ S ~ (s,1D*) &#x26; 

K’
(K’ =(-!,-!)). S étant (-l,-l)-fort, ceci entraîne s s x (R ) et x ~ S, car S

est saturé mod. R . Donc S est unitaire à gauche, on vérifie de même que S

est unitaire à droite.

Inversement, supposons que S soit unitaire et K-fort ; soient a, b des éléments

de D, u,u’,v,v’ des éléments de D* , tels que uav ~ S, ubv 6 S, S.

On en déduit, si s 6 S, ~ S, sp-1(su)b(vs)sq-1 e S ,

~ S, ce qui donne 6 S car S est

6 S et S unitaire donnent u’bv’ ~ S , S est donc (-l,-l)-fort.

Théorème 5.5.-

Soit S un sous-demi-groupe K-fort (K = (p,q)), S est inclus
T~

dans une classer mod. R .
- si pq ~ 0, U est un sous-demi-groupe (-l,-l)-fort, c’est le plus petit com-

plexe unitaire contenant S et on a R = R ’ = R ’ = R .
!3 U U ~

- si p = 0, 0, U est un sous-demi-groupe (0,-l)-fort, c’est le plus petit

complexe unitaire à droite contenant S et on a

~(0~-1) ~ = K" ~U -

S est un complexe K-parfait car S on a sps. s q

6F S, s P s’s Q 6 S.
Si pq ~ 0, d’après le théorème 5.4.)U est un complexe (-l,-l)-fort, RKS =

R U (-1 , -1)U ; d’après la propriété 5.1., U est un sous-demi-groupe unitaire si
nous admettons que U est un sous-demi-groupe ; le théorème 5.2. donne alors

~ (-l~-I) . ~(1.1) . ~ K 
’

R~ - R~ - R~



Il nous reste à vérifier que U est un sous-demi-groupe et que c’est l’enveloppe

unitaire de S. 

Soient u , u’ G U ; on a u 5 u’ 5 s RKS étant régulière on

en déduit uu’ 5 su’ 5 s2 (Rll) , d’où uu’ C U.

Pour p = O , q / O , RK est seulement régulière à droite, ce qui donne
s

uu’ > su’ (RK). Mais u’ 5 s et G S impliquent u’sq ~ S, d’où
. 

s s

G S et comme S est K-fort ceci donne su’ > s (RK) . Donc uu’ E U.
s

Si pq / O , soit K’un complexe unitaire contenant S . V u è U , spu sq
E S ; spu sq G K§ K’ est unitaire, d’où u é K ; donc U £ K§

U est bien le plus petit complexe unitaire contenant S. (propriété 5 , 1 . )

5 , 1 .=

Dans l’exemple 4, 1. , H est un sous-demi-groupe (2, O)-fort,

la classe K’mod. HR qui le contient est le complexe ( a , b , c ) , K’n’est pas uni-
taire à gauche, en effet, a E K’, ad 6 K’, mais d n’appartient pas à Ki 

classe mod. R§l ’ O)H qui contient H est D , D est évidemment unitaire à gauche.
Théorème 5 . 6 . -

Soient H un complexe symétrique (c’est-à-dire tel que RH =

HR = R, WH = HW = W) et A une classe R différente de W. (7)

a) R ~ R(-1,-1)A , W(-1,-1)A , et si on a de plus

H C A alors W = W(-1,-1) .- 

A

b) Si en outre H est fort, A est (-1 , -1)-fort, R et R ~~~ ’ ’ ~~
coïncident sur D - W(- 1, -1). 

A

a) D’u?e manière générale, soient R une relation d’é-

quivalence régulière et A une classe mod. R ; R est plus fine que R(-1, -1)R,
en effet, Soient b et c des éléments de D congrus mod. R, u, v des éléments

de D* tels qUe UbV appartienne à A. Comme R est régulière, on en déduit

Ubv 5 UCV R) et UCV G A. Si H est Un complexe symétrique R~ est régulière,



donc R est plus fine que R’ ’" ~ ; ’ de plus le résidu W est un idéal bilatère
disjoint de la classe A , d’après le lemme 5.1., W est inclus dans W’ ’" B

b) Soient b , c des éléments de D~ u, v, u’, v’ des éléments

de D tels que ubv, ucv, u’bv’ appartiennent à A. On a ubv = ucv (R) car A est

une classe mod. R. Lorsque H est fort, R est simplifiable sur D - W, d’où

b = c (R) , , ce qui donne u’bv’ E u’cv’ (R) car R est régulière , u’cv’ appartient
donc à A et A est un complexe (-1 , -1)-fort.

_ 

R et ’’~~ 
coïncident sur D - W~’"~ . En effet, soient b, c

des éléments de D - ’"~ 
congrus mod. R~’’~ . il existe u, v éléments

de D vérifiant ubv 6: A , ucv ~ A , d’où ubv = ucv (R) , , ce qui donne

b = c (R) car R est simplifiable sur D - W. L’égalité entre R et R’ ’"~ ré-
sulte alors de a).

Corollaire 5.4. -

Un complexe parfait H (7) est inclus dans une classe A mod.
R (=RH), A est la fermeture (-1,-1)-forte de H, WH = W = W (-1,-1)A,est la fermeture (-1, -1)-forte de H, HA

°

On vérifie, comme dans le théorème 5,4. , que A est la ferme-

ture (-1 , -1)-forte de H. Les autres résultats du corollaire découlent directement
du théorème 5.6.

Dans certains cas, les conditions imposées à p
et q ne sont pas identiques, on obtient évidemment les résultats symétriques
de ceux qui sont énoncés en permutant ces conditions.



6) 

Nous faisons encore l’hypothèse : 1 ne contient qu’un seul

élément.

Définition 6.1.-

Un complexe X est dit K-fermé si pour :

(1) K = (p,q) , p > 0, q > 0, il existe un complexe A vérifiant 

(2) K=(0,q), q > 0, " " " ~ X=(A~D~)
(2’) K = (p,0), p > 0, " " " 

(3) K = (-l,q), q > 0, il existe un complexe A vérifiant 

(3’)K=(p,-l),p> 0, " " " " " 

(4) K =(-!,-!), X est un idéal bilatère différent de D.

(5) K = (0,-1), X est un idéal à droite différent de D.

(5’) K = (-1,0), X est un idéal à gauche différent de D.

(6) K = (0,0), X est un complexe quelconque différent de D,

Les cas (2), (2’) ; ; (3), (3’) ; ; (5), (5’) sont respectivement symétriques.

Remarque 6.2.-

Tout complexe (p,q)-fermé est (p’.q’)-fermé si on a, dans

(1) 0 ~ p’ ~ p, 0 ~ q’ ~ q , (remplacer A, par 

(2) 0 = p’ = p , 0 ~ q’ ~ q , (remplacer A par AB 

(3) -1 = p’ = p , 0 ~ q’ ~ q , (remplacer A par 

Lemme 6.1.-

Dans le cas (1), X est un idéal bilatère et X = 
° Dp).. Dq .

" " (2), X est un idéal à droite et X = X D~ ’ . .

" " (3), X est un idéal bilatère et X = X D~ ’. inversement, un

idéal bilatère X vérifiant X = X D~ ’. D~ est (-1, q)-fermé.
(1) et (2) résultent de (~). ,



Donc uxv appartient à x , x est un idéal bilatère.

Pour tout complexe X, nous avons X G X Dq ° . Dq .
Si X est (-1 , q) fermé, X est inclus dans A ° . Dq d’où X A ’et
x D~ ° , D~ g A ° . D~ ..
X Dq est un idéal à gauche puisque X est un idéal bilatère,

(d’après le théorème 5.1.).

Ceci démontre le théorème 6.1. pour les cas 1,2,3 en prenant A = D - H .

Pour (4), (5) la condition nécessaire est une conséquence du théorème 3.2.

Dans (4), (5), (6) la condition est suffisante, en effet posons H = D - X.

X ~ H est vide, donc

- si X est un idéal bilatère, X ~ W H 
’" 

(lemme 5.1),

W(-1,-1)H ~ D - H = X (théorème 5.1.), d’où X = W(-1,-1)H ;
- si X est un idéal à droite, X == W (même démonstration);H 

(0,0)
- si X est un complexe quelconque, X = W Jri

Inversement, si X est un idéal bilatère tel que X = X D~ ‘ , D , X
est ~-1, q)-fermé ; ; en effet,

Théorème 6.1. -

Pour qu’un complexe X soit un K-résidu , il faut et il suffit

qu’il soit K-fermé. . K = 
D’après la définition du K-résidu d’un complexe H, , nous avons



6 ~ ’-r

Les familles de complexes ayant même K-résidu sont conve-

xes et contiennent un élément maximum.

Pour (1) et (2) ceci résulte de ( ) ; l’élément maximum étant
dans(I),D-DPXDq, dans (2), D-XDq.

Dans (3), X = X D~ B si H = D - X D~, d’après le lemme 6.1. ,
°

Soit H’ un complexe contenant strictement H, soit h un élément de H’ - H, h

appartient donc à ~ H’~ x ~ W(-1,q)H’ ~
W(-1,q)H’ 

~ X .

D - X Dqest bien l’élément maximum de la famille considérée.
Dans les cas (4), (5), (6) l’élément maximum est D - X.

Théorème 6.2.-

a) Pour que l’idéal bilatère (A) engendré par le complexe A

soit (p, q)-fermé, p ~0, q > 0, [p=-l, q > OJ , il faut et il suffit

que 
" D~)B D~ soit inclus dans (A) [A D~ ’ . D~ C (A)] .

b) Pour que l’idéal à droite JA) engendré par un complexe A

soit (0,q)-fermé , q ) 0, il faut et il suffit que A D~ ’ . D~ soit inclus dans tA).
a) p > 0, q ~0, d’après le lemme 6.1. , (A) est

(p, q)-fermé si et seulement si (A) = (A) D~J . ’ t . D~.
La condition est nécessaire :

La condition est suffisante :

Pour tout complexe X ,

d’où

et

Pour b) et le deuxième cas de a), nous avons une démonstration analogue.



Théorème 6. 3. -

a) Pour que tous les idéaux bilatères d’un demi-groupe D

soient (p, q)-fermés, il faut et il suffit que l’idéal D soit :

- si p ’~ 0, q ~ 0, simplifiable dans le demi-groupe des idéaux bilatères ; ;

- si p = -1, q ~ 0, simplifiable à droite dans le demi-groupe des idéaux

bilatères.

b) Pour que tous les idéaux à droite d’un demi-groupe D soient

(0, q)-fermés, q ? 0, il faut et il suffit que D soit simplifiable à droite dans

le demi-groupe des idéaux à droite de D.

c) Si tous les idéaux bilatères [à droite] d’un demi-groupe D

sont (p, q)-fermés, ils sont aussi (p’, q’)-fermés pour :
- tous les couples (p’, q’j, si p ~ 0, q ) 0 .

- touslescouples(-l,q’),sip=-l, q ~ D .

- [tous les couples (0, q’), si p = 0, q ) 0 .
.a) p ~ 0, > q ~ 0 . Si est la relation d’équiva-

lence définie dans l’ensemble des idéaux bilatères de D par :

X 5 X’ ) si et seulement si Dp Dp X’ Dq , les idéaux

(p, q)-fermés sont Ies éléments maximaux des classes mod m(p,q) ( 12 ) "

Donc, pour que tous les idéaux bilatères soient (p, q)-fermés, il faut et il suffit

que ces classes ne contiennent qu’un seul élément, autrement dit,

si X et X’ sont idéaux bilatères la relation D~X Dq = DpX’Dq doit impliquer
X = X’.

Ceci équivaut à XD= X’D ==~X=X’ et D X = D X’==~X=X’ . .
Nous avons un raisonnement analogue pour p = 0, q ? 0 avec les idéaux à

droite, c’est-à-dire pour b). ..

p = -1, ~ q > 0. Si tout idéal bilatère est (-1, q)-fermé ; X X’Dq impli- ,

que X = X’, > en effet, > d’après le lemme 6.1. , Dq Dq.
Donc si X, X’ sont des idéaux bilatères et si X D = X’D, 9 on a X = X’.

) Inversement, supposons D simplifiable à droite dans le demi- , ,

groupe des idéaux bilatères. Soit Y = X D . Dq ; X étant un idéal bilatère, il



en est de même pour Y.

par suite X D~ = Y X et Y étant des idéaux bilatères, nous avons X = Y,

d’où X = X ’1 ; d’après le lemme 6.1., X est (-l,q)-fermé.

c) Cette proposition est une conséquence du fait que les

conditions trouvées sont indépendantes, dans chaque cas, de p et de q

Théorème 6.4.-

Si p et q sont deux nombres positifs, pour qu’un idéal bilatère

X soit tel qu’il existe un complexe H vérifiant : X = W’ " = W" , il faut
et il suffit que l’on ait

Condition nécessaire : Si H existe, K = (D - X ~1 ( D - a la même pro-

priété que H, d’après la remarque 6.3. ; nous avons donc

d’où les conditions du théorème.

Condition suffisante : Prenons K = D - U X 

d’où

Théorème 6. 4’.-

p positif étant donné, pour qu’un idéal bilatère X soit tel qu’il existe un comple-

x. H vérifiant: X = ou X =W’°.°’= xe vérif iant : X = 

H 
= 

(p,O)H 
ou = 

ri 
= 

ti

i] faut et il suffit que l’on ait X = X . ’ D .

Supposons qu’il existe H tel que X = = 

la remarque 6.3. , nous pouvons prendre H == (D - X) ~ (D - D X) = D - X car
X (X idéal bilatère). Ceci entraîne W(O,-1)H 

= X .

Il faut aussi avoir W(p,O)H = X , c’est-à-dire X . Dp = X .



Or

mais

Inversement, si X est un idéal bilatère vérifiant X . ’ 
° 

D = X, nous avons

Dans ce cas de plus nous avons

Théorème 6. 5.-

p et q étant donnés, pour qu’un idéal bilatère X soit tel qu’il existe un comple-

xe H vérifiant

X = W(p,q) = W (O,q) = W(p,O) , il faut et il suffit que ’~ = H H = ~ ’ il faut et il suffit que 

Le cas p > 0 , q = - 1, est une conséquence du théorème

6.4’.

p ~ 0 , q ~ 0. Condition nécessaire :

La remarque 6.3. permet de prendre H = (D - D~X n (D - (D - X D~),
d’oÙ H=D-(DPXUXDq) . Il faut donc que l’on ait

(DpX~X Dq) .’ Dp =X , Dq) ’. Dq =X , Dq

= X c’est-à-dire :

X .’ DP = X, X*. D~ =X , d’où X . 
° 

D=X ; X’. D=X.

Condition suffisante :

Prenons H = D -X; ;



Lemme 6.2.-

Pour que D soit un demi-groupe simple à droite [simple]
il faut et suffit que tout idéal à droite [bilatère] non vide de D contienne D .

Supposons D simple à droite, soit X un idéal à droite de D~ X D
est un idéal à droite de D non vide, nous avons donc X D = D .
Mais X D est contenu dans X et par suite D est inclus dans X.

Inversement, supposons que D soit inclus dans tout idéal, a

droite de D. Soit X’ un idéal à droite de D , X == X’ D est un idéal à droite
de D, d’où. D~ C X =X’ D~~ X’ et par suite X’==D~ .
Le cas bilatèr,e se dém,ontre de la même manière.

Théorème 6.6.-

Si n  2 , pour que D soit simple à droite, il faut et il suffit que D ne contien

ne pas d’idéaux (0,n - 1)-fermés propres.

Si D est simple à droite, pour tout idéal à droite X non vide,

X est un idéal à droite non vide de D~ d’après le lemme 6.2. , D est con-
tenu dans X D n-1 . Or , si X est (0,n-l)-fermé, le lemme 6.1. « donne,

X = X Dn-1 D n-1 ~ Dn ,. D n-1
=D.

Inversement, supposons qu’il existe un idéal à droite X de D

ne contenant pas D . Posons X’ = D~n X , le (0, n-1) résidu de D - X’ n’est

pas vide car X est inclus dans X’, ce qui montre que X est contenu dans

ce résidu. est différent de D, en effet, il existe un élément

.... x n appartenant à D B X , d’où un élément x- 1 de D qui n’appartient

pas à W~~=-~ . .D- X’

W (O,n-1)D - X’ serait donc un idéal à droite (O.n-l)-fermé (théorème 6.1.) > propre
de D, ce qui contredit l’hypothèse :,

Théorème 6.7.-

Si n  3, pour que D soit simple, il faut et il suffit que D ne contienne pas
d’idéaux (p,q)-fermés propres , pour un couple d’entiers positifs p, q ayant



pour somme n-1.

Pour toute partie non vide X de D, D X D est un idéal bi-
latère non vide de car p+q = n-1 , donc si D est simple, D X D est égal
à Si de plus X est (p,q)-fermé, X = 

° D~) B D~ = D~=
D.

Inversement, soit X un idéal bilatère de D ne contenant pas

Dn, DpX Dq est inclus dans Dn ~ X = X’. Nous avons X ~ W(p,q)D = X’ , de plus,
il existe un élément x1,.... xpa yB 1 .....y q appartenant à X , d’où un élé-

ment a de D qui n’appartient pas à W"’" ; serait donc un idéal

(p.q)-fermé propre, ce qui contredit l’hypothèse.

Remarque : Pour deux couples d’entiers positifs (p,q) ~(P’,q’)

ayant la même somme, D ne contient pas d’idéaux (p.q)-fermés propres si et

seulement si D ne contient pas d’idéaux (p’.q’)-fermés propres. En effet, d’a~

près le théorème 6.7. , l’une ou l’autre de ces propriétés est équivalente à la

condition D~ ~ simple.

Théorème 6.8,-

Pour que D soit simple, il faut et il suffit que D ne contienne

pas d’idéaux (-1,1) (ou (1, -1))-fermés propres.

Démonstration analogue à celle du théorème précédente





C H A P I T R E I I

COMPLEXES PARTICULiERS LIES AUX RKH

. Dans ce chapître nous allons approfondir l’étude de certaines

relations d’ équîvalence introduites dans le premier chapître.
l) Relations LH, L et L et complexes semi-forts. 

’

Notations. ° = (03B11, 03B21, 03B12) , nous poserons : RKH = WKH = WH .

 ai > fli > h> ., c’est-à-dire K " ° , 2>; nous poserons:

~ 
Pour K = (2,0) , nous poserons: W. = HW .

H est donc une relation d’équivalence définie dans D [2] par :
~20142014~ (H~x)B y = (H.’x~)B y’ .

L~ et L opèrent dans D, nous avons

Posons

Remarque 1.1.-

D’après l’étude qui précède le théorème 1. 3 4 5. (théorème

3 e 5, chapitre 1) ,

2~

Les théorèmes 1.5.1. et 1.3.5. donnent

Supposons qu’il existe un élément (a, b) appartenant à D) U (D, 



Donc la relation (K,K) H = 0 entraîne WH = (W_,D) u (D, W) ,
Si S est un sous-demi--groupe, on a

Définition 1 1.-

Un complexe H est dit totalement net si est vide .

Un complexe totalement net est évidemment net, ~ la réciproque est inexacte

comme le montre l’exemple suivant : i

Exemple 1,1, -

D étant le demi-groupe défini par la table de multiplication ci-après,

prenons H = {a,d} ; H est net, mais H n’est pas totalement net car contient

l’élément (a,d). 

Définition 1.2.- .

Un complexe H est dit semi-fort à droite [resp.. à gauche] si J
pour tout x 6: D , l’ensemble [resp. H./x] est vide ou fort. H est dit

semi-fort s’il est à la fois semi-fort à droite et semi-fort à gauche.

Propriété 1.1, -

Tout complexe (0,2)-fort est semi-fort à droite. ,.

Soit H un complexe (0,2)-fort, > et soit x un élément de D, tel que H~ .x ne soit

pas vide ; vérifions que H .x est fort. Supposons qu’il existe a., b, 9 y, y’ avec

a 6 et b6 (HBx)By ; ceci équivaut à



ayx E H , ay’x 6 H , byx ~ H . Comme H est (0, 2)-fort, ces conditions

impliquent by’x ~ H , d’où (H’ . x)’ . y’, et par suite H’ = x est un complexe

fort. 9

Corollaire 1.1. -

a) Tout complexe fort est semi-fort.

b) Si D contient un élément unité à droite e, tout complexe

semi-fort à droite est fort.

a) En effet, d’après le théorème 1. 4.1. , fort implique (0, 2)-

fort et (2, 0)-fort.

b) Si H est semi-fort à droite, H’ . e est fort, mais H’ . e est

égal à H, H est donc un complexe fort.

Exemple 1. 2. -

Reprenons l’exemple 1. 4.1. , H est un complexe (2, 0)-fort donc semi-fort à

gauche, > mais H n’est pas semi-fort à droite ; en effet, H* .d = H .

Propriété 1. 2 0 -

Tout complexe bilatèrement fort est semi-fort. ,

D’après l’exemple 1.4.40 , , si H est bilatèrement fort et si les complexes

, (H’ . x’). ’ y’ se coupent , alors ces complexes coïncident. En

particulier, [(HBx).’y] )j [(HBx).’y’] 
pour tout x E D , H’ . x est fort, .H est donc semi-fort à droite. On vérifie de

même que H est semi-fort à gauche.

Exemple 1.3.-

Le demi-groupe D et le complexe H étant donnés, considérons un tableau carré

dont les lignes et les colonnes sont indexées par les éléments de D. Si x ~ D ,

y E D, > mettons l’ensemble (H. x)’ , y dans la case définie par la ligne x et

la colonne y. Pour que H soit semi-fort à droite [resp. à gauche, resp. bila-
tèrement fort] , il faut et il suffit que les ensembles figurant dans deux cases

d’une même colonne fresp. ligne , resp. deux cases quelconques] soient iden-

tiques ou disjoints.

Soient D le semi-groupe libre, commutatif engendré par qua-

tre éléments a b c d 2 2 3 acdj- . Construisons le ta-



bleau sus-indiqué :

x et y sont des éléments de D - ( a,b , c , d ) donc des mots de longueur supé-

rieure ou égale à 2 , ceci justifie le contenu du tableau. Nous en déduisons que

H est un complexe semi-fort et qu’il n’est pas bilatèrement fort; D étant com-

mutatif, H n’est pas non plus (O , 2)-fort.

Propriété 1 . 3 . -

Les complexes semi-forts à droite [resp. semi-forts] d’un

demi-groupe D forment une famille de Moore.

D est fort, donc semi-fort à droite. Soient H. , 1 é I , une famille de comple-
i

xes et H leur intersection, si H n’est pas vide, H . x = (H . x) . Si tous
i e i

les sont semi-forts à droite, les ° ,x sont vides ou forts, leur intersec-

tion est vide ou forte, H est donc un complexe semi-fort à droite.

Nous allons maintenant donner la construction de la fermeture corres-

un complexe de ~° Posons ~0 ~ ~ ~n étant construit, 

dérons le complexe T égal à la réunion, pour tous les éléments (x, y, y’) de
n

D [3], des parties de D de la forme y’ . [(H . 
° 

y)° . x] , x qui rencontrent
n 

,

Si K est un complexe semi-fort à droite contenant H , K Contient H ; Ho
est contenu dans K ; supposons H inclus dans K.

n

mais K étant semi-fort à droite, K’ . x est



fort, d’où (K* x). y==(KBx)~y’ ~(KBx)/y] x ~ K, ce qui donne
y~ F(H x). y1 x c. K . T est donc inclus dans K et par suite K contient

Hn+1. Par récurrence, nous en déduisons que H est contenu dans K.
Montrons maintenant que H est un complexe semi-fort à droi-

te. Soient x,y,y’,u,v des éléments de D, tels que uÈ. 

et v ~ r(HBx).’y) . . Nous avons donc, yux ~ H , , y’ux 6 H, yvx ~ H ; ;
2014. ~
H = L! H . , les H étant emboîtés, il existe un indice n avec

i=0 i i

d’ où y’ux E y’ x , ce qui donne y’ .

Comme v 6 (H ’ . x). ’ y , y’ et par suite H .

H est bien le plus petit complexe semi-fort à droite contenant H.

Pour la propriété semi-fort, nous avons une construction analogue en rempla-

çant T par T V T’ , T’étant la réunion, pour tous les éléments (x, x’ , y)
n n n n

de D , des parties de D de la forme y l(H , _ x) y j. x’ qui rencontrent H .
Propriété 1.4.-

Soit 03C6 un homomorphisme d’un demi-groupe D sur un demi-

groupe D’.

a) Si K est un complexe semi-fort à droite de D’ , ~ -1 ( K ) est
un complexe semi-fort à droite de D..

b) Si H est un complexe semi-fort à droite de D saturé pour

l’équivalence d’homomorphisme de ~R: ’~ (H) est un complexe semi-fort à droite

de D’. e

La démonstration de cette propriété est semblable à celle de

la propriété 1.4.2. e Nous pouvons également én.oncer une propriété analogue à

la propriété 1. 4 ~ 3 ,

Propriété 1 . 5 .-

Soient D’ et D" deux demi-groupes, D leur produit direct,

D = D’ x D" , H un complexe de D de la forme H’ x H" .



a) Si H’ 1 et H" sont semi-forts à droite, H est semi-fort à

droite.. 
’

b) Si H est semi-fort à droite et si H n D3 n,’est pas vide, H’
et H" sont semi-forts à droite.

Théorème 1 , 1 . -

Soient H un complexe semi-fort à droite du demi-groupe D,

a,b , c des éléments de D , u, v des éléments de D’* . Si (au, vc) , (bu, vc) sont

congrus mod. (£Ô ) et si n’est pas dans .lÀÎ , alors on a (a, c)* (b, c) (jÉ ) .
Comme (au, vc) n’appartient pas à w, il existe x é D avec auxvc ~ H,H

buxvc 6 H , d ’ où uxv  °i°°(H . ° a ) ° , cj fl [iH . ° b ) ° , c] . Mai s H étant semi.-fort à

droite, H ° , c e st fort, ce qui entraîne (H. ° a) ° , c = (H . ° b) ° , c et (a , c ) 5 (b , c ) (LH).
Corollaire 1 ~ 2 . -

Si. H est un complexe semi-fort à droite tel que (K, K) n ’lÀl H = Ç5 , , (K = H n D3),

~H est droite ... ~H°
Soient ~~ des éléments ~H congrus ~H ~

~ si ~~ ’ ~~ et ~~ ’ ~~ ’ ~~ ~ ~~ ’ ~~ 

- si y j d’après la remarque 1 2, ac , Y> fi ’°ù ; ; le théorème i o i o donne

alors a,y> > b,y> (LH). o Pour tout y  D , nous avons a,Y> F b,Y> xl H), s ce

qui entraîne a ’ b (Remarque 1. 2° ).

Théorème 1 . 2.-

_ 

Soient H un complexe de D et A Une Classe mod. LH différente
de ~H °

a) si H est semi-fort à droite et si Ù vérifie la condition
H

suivante:

x , x’ , Y , U , v G D , xuy ~ x’uy E xvY (LH) , >

É 

A est un complexe semi-fort à droite.



b) Si H est semi-fort, A est fort.

c) Si H est bilatèrement fort, A est (1, -1)-fort.

à) Si xuy, ~ x’uy , , xyv appartiennent à A ; xuy, xvy

sont congrus mod. LH puisque A est une classe mod. LH 0

Si z est tel que (xuy.z) n’appartienne pas à ~ , le théorème 1.1. donne
(x,z) ~ (~) 

H

d’où (xvy,z) E(x’vy,z) (~) (lemme 1.3.1) .
Si z est tel que (xuy.z) soit dans 1~ , la condition vérifiée par 1~ implique

H

(xvy, z) = (x’vy.z) (~) . Nous en déduisons xvy= x’vy (L ) , d’où A .

A est un complexe semi-fort à droite.

b) Supposons H semi-fort. Soient x,x’,u,v, des éléments de
D tels que xu, x’u, xv appartiennent à A. Nous avons xu E x’u = xv (L ) ;
pour tout (xu, t) = (x’u,t) (~ )

H .

le théorème 1.1. ° donne (x,t) = (x’,t) 

(xv,t) ë (~) .
Supposons qu’il existe un élément z de D, tel que t(~

et (x’v,z)~ ~ . . Il existe b 6 D avec x’vbz é H . A étant différent de 

d’après ce qui précède, il existe D , tels que xuat 6 H , x’uat ~ H,
xvat C H , x’vat e: H . 0

Nous avons donc v~ ’x’)Bbzjn ’x’)Batj ; ; H étant semi-fort à gau-
che, ceci entrafue [~(H.’x’)’.bz] = [j[H.’x’)’.at] .

implique u ~ [(H.’x’)BbzJ , d’où x’ubz e H, ce qui contre-

dit l’hypothèse (conséquence directe de ~.~ ) . °
Pour tout D > nous avons donc (xv, y) == (x’v, y) (~~) , , ce qui implique
xv E x’v et x’v 6. A o A est bien un complexe fort. 

’

c) Soient x,y,a,b des éléments de u,v des éléments de

, tels que xau, xbu, yav appartiennent à A. Pour tout z 6. D ,



(xau , z ) 5 (xbu,z) 5 (yav,z) . S ’il existe c ë D , avec xaucz ~ H , nous

avons é galement. xbucz é H , yavcz è H j d ’ où a G î(H . ° x) " , ucz] ~ [(H.° y) ° , vcz]
H étant bilatèrement fort. nous en déduis ons [(H.° x) ’ , ucz] = [(H.° y) ° , vcz ] ,
or b ~ [(H. 

° 

x) d’où b @ [(H . " y) ° , vcz] et ybvcz ~ H 0 Comm.e H est

en particulier semi-fort à droite, ceci implique (xau, z ’> 5 (sbv , .z ) (iiÎ ) .
Soit t é D , tel que (xaU , t) E fl§ (d’où (Yav , t ) o Supposons

que (ybv, t) n’appartienne pas à flÀ§ , alors. il existe d G D , avec ybvdt E H 0

~~ ~H ? ~~ 9 ~~ 

cède, c G é D tels que xaucz , xbucz , yavcz , ybvcz appartiennent à

H ~

H étant semi-fort à gauche, on en déduit [(H. 
° 

y) ° . vdt] = [(H. 
° 

y) ° , vcz ] ;
la condition a é [(H . 

° 

y)°. vcz] entraine yavdt e H contrairement à 1 !hypothèse

~H ’ ~ 

.

P ar suite, pour tout z é D , yav , z > > ybv , z > (LH),
d’où yav > ybv , ybv é" A ; A est i,-i>-fori;.

Exemple 1 o 4 v -

D est le demi-groupe à 6 éléments défini par ia table suivante; 1



H = ~ ’~, f } ; dans le deuxième tableau nous avons mis le complexe (H. ’ x~ ° , y
dans la case définie par la ligne x et la colonne y.

D’après l’exemple 1, 3, , nous voyons que H est un complexe

semi-fort à gauche sans être semi-fort à droite.

Les classes mod. H L sont A = } , B ={b, e} , C ={c, f }; H W est vide.

B est un complexe fort, les classes mod. L sont W - {a.c.d.f} 
B B

C est un complexe fort, les classes mod. C L sont ~a, b, d, e 1 , {c,f} ; ;
._ 

W e st vi de .
Donc nous avons seulement HL ~ C L dans D - C W .
A n’est semi-fort d’aucun côté. HL et AL coïncident. L’hypothèse du théorème

symétrique de 10 2 o a, concernant WH n’est pas vérifiée, en effet,
baa = bab = bba = a , VV = ~ , (b , a) ~ W, alors que bbb ^ b etri H

que (b, b) n’est pas dans ~"’ H ,

Cet exemple montre aussi que H, qui est semi-fort à gauche, n’est pas (2, 0)-

fort, en effet d’après le théorème 1. 5. 3. , A serait (-l,0)-fort, donc en parti-

culier, semi-fort.

Théorème 1. 3.-

Soient H un complexe semi-fort à droite, S un sous-demi-

groupe de D inclus dans H, tel que S H soit contenu dans H. Alors,
- S est inclus dans une classe U mod. L . .

S H

- US est un sous-demi-groupe (0,-l)-fort .
3

- Si K = D est inclus dans S, T~1 est le plus petit complexe unitaire
S

à droite contenant S.

Tout d’abord remarquons que les relations (s, y) ~ WH, s ~ S , im-
_ ii

pliquent y ~ HW. En effet, s’il existait x, a , avec xay ~ H , sxay appar-

tiendrait à SH , ce qui contredirait (s, y) ~. ‘i~ c ar SH est contenu dans H~.
H

Soient s et s’ deux éléments quelconques de S, y un élément de D. Alors



- si (s,y) 6 ~ . o~ y 6 d’où (s~y)~ 1~ et (s,y)E (s~y) (~~!
- si (s,y) ~ WH , il existe a 6 D , avec say ~ H ; i SH ~ H donne s. say ~ H

H , d’où (s,y) = (s’,y) est semi-fort à droite,

On en déduit la relation s t (L ) ; S est inclus dans une classe U mod. Y. ,
jri 

’ 

S H

Soient u un élément de U , ,> s un élém.ent de S , y un élément de D. Alors

- si (s, y) e~, (su.y)~U~ , (s,y) =(su,y) (~) , ,
"si WH , > il existe a e D, avec say ~ H, H mais alors

suay 6= SH ~ H, ce qui donne (su, y) = (s, y) (LH) puisque H est semi-tort’ 
’ ’ 

H

adroite. Nous avons donc su E s (L ) . °

Soient u , u 2 deuxéléments de . on a s (L,J . ’ u2 ~ s (L )
et comme L 

H 
est régulière à droite ? u u 2 E su 

2 (L ) , ° mais u,, = s 

implique su2 = s (L ) ; g appartient donc à U 
s 
qui est un sous-demi-

groupe 

Soient a,b deux élément.s de D , v,w deux él.éments de D~, tels que 
appartiennent à U . > Alors

- S3. (s/y) =. ~ . (s,y) 2 (~ ) ;
- si (s,y)~l~~ , it existe c ~r D , avec scy!=H , avcy S H , > bvcy g K

awcy G H , _, on a donc ce qui implique

j[(H, ’a)’ = ’b)’ .yj car H est semi-fort à droite ; et par suite , .

° 

wc~[(H.’a)’.y]===~wc 6[j(H.’b)’.yj==~c~ 
20142014~ (bw,y) =(s,y) (~ ) .

Nous avons donc bw E s (L ) , bw ~ U ; U est un sous-demi-
. n !b S 

’

groupe (0,-l)-fort , en particulier U- est unitaire à droite, (prop r iété 1.5. H.

Supposons D 3 C S , et soit V un complexe unitaire à droite 



...J E ,J 93 
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tenants. B/u ë U S et u s ~ H car s 6 H , donc 1

us 
2 
6 S C 

. 

V , V unitaire à droite donne u ~ V , U b est donc contenu dans V.

Corollaire 1.3.-

Soit S un sous-demi-groupe de D, S sa fermeture semi-forte

à droite, S est inclus dans une classe U mod. LS ; U est un sous-demi-grou-

pe (0,-l)-fort.

Il suffit que nous montrions que S. S est contenu dans S . Reprenons les

notations de la construction correspondante (propriété 1.3.) . . H = S ,
supposons S Hn ~ H . Si y’ F[H ’.x).’y1 x  H J/s 6 S ,

sy’ )(H Bx).y x  SH ,d’après l’hypothèse de récurrence, SH t- n -’ *2014 n n n

d’où S T  T et S H , CH. Nous avons bien S. "
n n n+1 

~ 

n+1 ~

Coronaire 1.4.-

a) Un sous-demi-groupe se mi-fort à droite S est contenu dans

une classe U b mod. L b différente de W , S U S est un sous-demi-groupe (O,-1)-
fort.

b) U est le plus petit complexe unitaire contenant S.

a) et b) résultent directement du théorème 1.3.

c) L’égalité des résidus est une conséquence du théorème 1. 5. 3. , ,

L = RU - pU (théorème 1.5.5) . S étant un sous-demi-groupe, d’après
S S S

le corollaire 1. 2. , L est simplifiable à droite sur D - W ; le théorème 21

de ( 7 ) donne alors L - R .() 
S U S

C orollaire 1. 5 . -

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un sous-demi-groupe

soit (0,-l)-fort est qu’il soit semi-fort ~. droite et unitaire à droite.



Si S est unitaire à droite, S est égal à U , donc S est (0,-1) fortS 
°

Inversement, si S est (O , -1.)fort , S est unitaire à droite et fort (propriété 1.5.1)
donc S est à fortiori semi-fort à droite.

Nous allons maintenant considérer également la classe S U mod. 6 
L

contenant S , lorsque S est semi-fort.
. 

Théorème 1. 4. - ’

Si S est un sous-demi-groupe semi-fort, U C U + 

Si de plus S est équirésiduel, U S = S U .
Si u est un élément de gU BWg , > il existe a ~ D avec ua 6 S , ce qui donne,

pour tout uas &#x26; U étant unitaire à gauche, > as E’ sU ,
c’est-à-dire as ~ s (gL). Comme S , nous avons s2as ~ S , et

,semi-fort à droite. Or s ~ [(S.~s )Bs] et par suite u S C U .
2 , 2 

" ~

s ~ s 6’ Us et Us unitaire à droite impliquent u 6 Us .
Supposons maintenant comme on a sU H W = 0 ~ > on en déduit

gU n Wg = 0 et Ug . ° Si S est équirésiduel, ’ nous avons bien U = SU , °
’ 

Définition 1.2.- (10)
Nous dirons qu’un complexe S est unitaire à droite par rapport à un com-

plexe H, si les relations s ~’ S, xs E H entraînent x ~ H .

Théorème 1.5.-

Si S est un sous-demi-groupe semi-fort à droite, unitaire à

gauche par rapport à U (classe contenant S modo L ) alors

S, Vu ~ U , nous avons u = s(L ) , d’oùua= sa(L )
Considérons sa et a,

B 

sa 6. W ~ a ~ W ; en effet, si a ~ W. il existe x 6f D avec ax 6’ S



d’où sax ~ S et sa W ; il existe x ~ D avec 

s ~ S , sax ~ S , et S unitaire à gauche par rapport à U !b donnent ax ~ 
U 
S

ax ~ s ( L )et s3~ S impliquent a xs 
2 

E S , , d o n c a ~ WS _.

Supposons que a et sa n’appartiennent pas à WS ; alors
- si (a, z) ~ ~r , d’après la remarque 1. 2. , z Ê~ W et (sa, z) ~ ’UÎ ;

S S S

- si (a,z) ~ WS, il existe b ~ Davecabz È S , d’où sabz ~ S, ce qui im-T* S

plique (a,z) ~ (sa, z) ;~ ) car S est semi-fort à droite. Nous avons doncS

sa _. a (LS).
C o rollai re le 5 . -

Si S est un sous-demi-groupe semi-fort et équirésiduel, W - W = W est un
S S

idéal bilatère premier.

D’après les théorèmes 1 a 3, et 1. 4. , U tb 
est un sous-demi-groupe unitaire

contenant S, donc S est unitaire à gauche et à droite par rapport à U . SoientS

a,b deux éléments de D, tels que ab ~ W. Si par exemple b n’appartient pas

à W , il existe x E D avec bx ~ S .

Le théorème symétrique de 1. 5, donne abx = a ( S L) . W étant un idéal bilatère;,
ab ~ W entraîne abx E W . Mais W est une classe mod. b L, donc a E W.

Définition 1. 3. -

Un complexe H est dit L-symétrique si L - L et si WH = HW.H ~H H H

Exemple 1. 5. -

Soient D le demi-groupe à 4 éléments défini par la table de multiplica-

tion suivante :

etH= {d} . .



Les classes ~H sont : ~H = ~~*"~~ ’ ~. ~ ~ ’ ~ ~~ ° 
.

Les classes H~ sont: "~~ ’ ~ ~ ~ ’ ~ ~~ ~ H~ est vide.

LH = , mais H n’est PaS L-symétrique.

Propriété 1. 5 . -

Tout complexe fort et symétrique (7) est L-symétrique.
le théorème ~° ~° ~° ’ ~H et ~H ’ H~ et H~

coïncident sur D - HW . Mais w H =. H w = w donne w = (D - H).D = (D - H).D;
d’où WH = WH. D = JD - H> o 

° Dl .. D = «D - H> .. Dl .. D = D = # ;
WH = et comme RH = LH = HL.

Théorème 1 . 6 . -

Soit S un sous-demi-groupe semi-fort, tel que L S = S L = L ,
- Si S est net, D/~ est Un gr.OUPe.

- si S est équirésiduel, D./ 
L 

est un groupe avec zéro.

soit U la classe mod. L contenant s, d’après le corollaire 1. 4.

et son symétrique, U est un complexe fort, et on a WS = WU, RU = L,
S~ = 

Le théorème 1. 6, est alors une conséquence des théorèmes 26 et 27 de (7).

Propriété 1 . 6 . -

Soit H un complexe semi-fort du demi-groupe D . Supposons que H soit

L-symétrique, contenu dans D3, totalement net ou bien que ~h ~ H , on ait

h, h> O Alors H est saturé dans D3 Pour L.

~ ~ ~~ est vide ~~ = ~H = H~~ ~ en d’où

~~ ’ ’~H °
Soit xyz 5 h (L) ; ; h = pqr puisque H G D~ , h n’appartient pas à W , donc il exis-
te u é D, v é D tels que pqruv, xyzuv É H .

Les relations pqr G H , pqruv G H , H semi-fort à gauche donnent



(p , r ) z (p,ruv) ( $ ) ; d ’ où d ’ aprè s le le mme 1 . 3 , 1 . , (pqr , pqr) ~ (pqr ,pqruv) (LH).
H

D’autre part, L étant régulière, xyzuv 5 pqruv (L) . .

Nous avons donc successivement: (xyz, xyz) 5 (xyz , pqr) > (pqr, pqr) >

> pqr , pqruv> * xyz , pqruv) > xyz , xyzuv) (LH), et comme pqr , pqr) n’ap-

partient Pas à d’après le théorème 1 1 , (x, z> 5 (x, zUv> (LH) car H est
semi-fort à gauche.

Or xyzuv appartient à H , donc xyz appartient à H ; H est bien saturé mod. L

dans D~ .
Théorème 1 .7 . 

-

Dans un demi-groupe D , soit H un complexe semi-fort, L-sy-

métrique, totalement net. Pour que F 
= Soit Un groupe, il faut et il suffit

que K (K = H P D3) soit inclus dans une classe mod. L. Si cette condition est

vérifiée, K est un complexe fort dans D2, saturé dans D3 mod. L.
D’après ies hYPothèses , LH = LK = L, K est semi-fort et net. D’après ie

corollaire 1. 2. , L est une relation d’équivalence régulière et simplifiable dans

D . Si K est inclus dans une classe A mod. L , WA est contenu dans WK donc

A est net; mais L étant simplifiable le théorème 21 de (7) montre .que A est un

complexe fort et que l’on a L = RA = AR = R. NOUS déduisons donc dU théorème

1 de (5) que D/L est un groupe.

D’après la propriété 1. 6. , K =.A n D3. Soient a, b G D2,
x,y E D , tels que ax eK, bx ~ K , ay e K , A étant fort, by GA, mais

by OE D~ et par suite by G K ; K est, en particulier, un complexe fort dans D~ . ..
Supposons maintenant que Ç soit un groupe. Soient 03C6l’homomor-

phisme de D sur F défini par L , L’ [resp. L"_] la restriction de L à D3[resp. D2].
1 (D3) [resp.  (D2)] est égal à F , donc F est isomorphe à et à 

K étant semi-fort dans D l’est à fortiori dans D3, K est de plus saturé dans D3
pour L’ (propriété 1. 6~ ) , donc son image K dans F est un complexe semi-fort

(propriété 1 . 4 . ) ; ; mais, d’après le corollaire 1 , 1 . , un complexe semi-fort dans



. 

un groupe est .fort, K est donc fort dans F . ,

Soient é D~ , x, y GD, tels que ax £ K , ay è K , bx è k.
Notons a l’image de a dans F. Nous avons 7 1 , b x , 1 § « K , d’où b y E K et
b y G K , puisque K est saturé mod. L dans D3. De même xa , xb, ya ~ K
éntraînent yb E K .

2
Considérons maintenant F comme étant égal à l’image de D . D’après

la définition même de LK sa restriction dans D2 est égale à l’équivalence prin-
cipale à droite R’ 

K 
définie par K dans D2 ; de même L" = KR’ . K considéré

comme sous-ensemble de D est donc fort et symétrique. D’après le théorème

i de (5) K n D4 est inclus dans une classe ° Ri = Ri K ’
. 

Soient il existe ~2 ~ ~~ avec °

Nous avons donc, = k2x2. Il existe a, b , c è D avec k i = abc car K

est inclus dans D3 ; abc é K , a.bcx1 G K impliquent bC 5 bcx1 (KR’) , en

effet, nous avons vu que a , b é’ D2 , x,y E D , xa,xb,ya G K donnent yb ~ K .

Nous avons donc b c = b c d’où x1 = Z (élément unité de F> .
De même x2 = e , et par suite k1 = k2 ; k1 et k 2 appartiennent à la même
classe mod. L . K est bien inclus dans une classe mod. L .



2) Complexes homomorphiques

Soit K un complexe du demi-groupe D, considérons les relations bi-

naires suivantes :

1) u,v 6 D , 

appartiennent à K~ etx= ut, y=vt. .

~ T~~ ~T~ ~ fermeture transitive °

2) y (p’~)~=~jt,t’,u,v 6 D~, avec u = v = 1~.~ ou u et v

appartiennent à K , et x = tut’ , , y = tvt’.

: = fermeture transitive de p’ ’K °

Propriété 2.1.-

n 
K [resp. K] est une relation d’équivalence régulière à droite

[régulière] K est contenu dans une classe T 

est la plus fine relation d’équivalence régulière à droite [régulière) ayant une

classe contenant K.

Cette propriété est une conséquence des définitions et de l’étude des

relations binaires faites dans (22) (27).

Définition 2.1.-

Un complexe H est dit homomorphique à droite [homomorphique] s’il existe

une relation d’équivalence régulière à droite [régulière) admettant H comme
classe.

Avec les notations de la propriété 2.1. , nous avons :

Propriété 2.1’.-

T JT’J est le plus petit complexe homomorphique à droite thomomorphiquej
contenant K.

Définition 2.2.-

Nous noterons :

Ha= 03C6(O,-1)H (a) = {u u ~ D*, au 6 n} , (voir 4ème partie Chap. 1)



H B a== ~’~~ (a) = ~u ; u ~ D ~, ua 6 H) ,

H.B a= ~~~"~Ba) = {(u,v) ; i u,v 6 D*B n) .

Remarque 1.1.-

Ces complexes ont été définis indépendamment par P. Grillet (17) .

H$~ a = H B a , où E est la famille des multiplications à droite.

H~. a = H ~ a , où z est la famille des multiplications à gauche.
E

H a = H 
z 

a , où 03A3 est la famille des multiplications.

Soient H et K deux complexes de D, nous nous proposons de construire le com-

plexe H saturé mod, n contenant H . Posons H 
0 

== H , H 
n 
étant

construit , nous en déduisons :

~n = k ~K ’"n "’~ ~ "n.l= (t~, ~)""n - °
Soit 

H C H ; ;. supposons H C H et soit u un élément de Hn+1 BH Il existe

k ~ K , t ~ Hn, avec u = kt ; comme t ~ n , il existe k’ ~ K , tel que

u’ = k’t soit dans H . Les relations u = kt , u’ = k’t , k ~ K , k’ 6 K entraînent
n

u ~ u’ ( ~’K), et par car u’6 H ; Hn+1 est donc inclus ce

qui, par récurrence, donne U C H .

Inversement, soit x un élément de H. Il existe h ~ H congru

à x mod. ~K ; il existe donc une suite : x0, x. , ... , x n telle que x. 
== h , x = x.

xi ~ x ( ï/ ) . ° x0 ~ H ; supposons que x. soit dans H. ; xi ~
donc il existe t, k, k’ 6 D*, avec x. = kt , = k’t . Nous avons ,

soit k = k’ = et alors = 

x. , ~ Hi+1 ,

soit k, k’ ~ K , alors kt 6 H. donne t 6 Hi , d’où xi+1 = H .

Nous en déduisons donc x = H , d’où H ~ U et H==U.
n



Pour la construction de H’ , nous posons : H’ = H ,

n = (H’ k) , H’ , = ( . U H’ .

En particulier , ces deux constructions donnent T et T’ si on prend K à la

place de H ; elles donnent aussi la classe X [X’] mod. ~K [ K] contenant un
élément donné x en prenant H = {x} . 0 Si x n’appartient pas à l’idéal à droite

engendré par K, X = {x} , en effet, ~ est vide, d’où H - H = {x } . 0 De mê-

me si x n’appartient pas à l’idéal bilatère engendré par K, X’ = { x} . 0

Propriété 2.2.-

Pour qu’un complexe K soit homomorphique à droite [resp. homomorphi-
que] , il faut et il suffit K, on ait K ~ k=K~k’ j~K. ’ .k=K. Bk’J .

En effet, pour que K soit égal à T, il faut et il suffit que K~
soit égal à K dans la construction de T o

Corollaire 2.1. -

L’ensemble des complexes homomorphiques à droite 

morphiques] constitue une famille de Moore.

D est homomorphique ; (Ki)k=(Kik)[(Ki).k=(Kik)].
La fermeture de Moore associée pour le complexe K est évidemment la classe

T j~T’] n~ contenant K.

Corollaire 2. 2. -

Dans un demi-groupe, tout sous-demi-groupe unitaire à gau-
che est un complexe homomorphique à droite. 0

Les relations s 6 S , u ~ S ~’ s donnent su 6 S ; si u est différent de 

comme S est unitaire à gauche, u appartient à S , donc V s’ E S, s’u 6 S,
ce qui implique S, ~ s’

Exemple 2.1.-

Soit D le demi-groupe engendré par trois éléments : a, b, c, liés par la seule

relation de définition cac = a 0 Prenons H =~a,b~ .



H.~a = H ~ b = H ~ a = H ~ b = 1~ ; J H. B b = (1~ , 

H .". a= [(1D* n entier positif}]
H est donc homomorphique à droite et à gauche, mais H n’est pas homomorphi-

que.

Dans la suite nous utiliserons les notations suivantes introduites dans

la première partie du chapitre 1 : .. : ~

= 

P~ ; a = b (P~~=~ H .~a= H .~ b ; 
" H~ ~ = ~ (HP)=======~H~ ~= H ’~ b ; .

R~~’~= p~ ; a ,b (p~)~==~ H .Ba =H.Bb . °

Propriété 2.3.-

Un complexe H forme une classe modo p 
H Pu si et seulement

si H est homomorphique à droite [homomorphique] , ..
Si H est homomorphique à droite, Vh,h* ~ H, h’ , d’où

h ~ h’ ( p ). H est donc indivisible , d’autre part, d’après le 

rème 1.5.2. , H est saturé, d’où le résultat. La réciproque est une conséquence

directe de la propriété 2.2. Nous pouvons même préciser que p est

l’équivalence régulière à droite [régulière] la moins fine admettant H comme

classe. (29) (15).

Théorème 2.1.-

Dans un demi-groupe D soit H un complexe homomorphique .

a) Si H est bilatèrement net, D/p’ 
H 

est un demi-groupe à noyau.

b) Si un idéal premier, est obtenu par l’adjonction

d’un zéro à un demi-groupe à noyau.

K étant homomorphique, son image dans D/p ’~ est formée d’un seul élé-
ment K. Si W2014 ’ -1) est vide, K appartient à tous les idéaux bilatères de D/P’H’
D/ p’2014 est donc un demi-groupe à noyau (demi-groupe ayant un idéal bilatère mi-
nimum).



Si W(-1,-1)H n’est pas vide , son image dans D/p’ est un élément zéro

si W(-1,-1)H est un idéal premier, > {0 } est un sous-demi-groupe à

noyau.

Corollaire 2.3.-

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un demi-groupe D ait

pour image homomorphe un demi-groupe à noyau est que D contienne un com-

plexe homomorphique bilatèrement net.

La condition est suffisante d’après le théorème 2.1. , montrons qu’el-
le est nécessaire. Soit ~ un homomorphisme de D sur un demi-groupe F ayant
un noyau N. Soit k un élément de N, posons K = ~P (k) . Si h appartient à D,

l’idéal bilatère engendré par ~R(h) contient k, il existe donc u’ et v’ 6 F avec
u’. v’ = k , d’autre part ~ étant surjective, il existe u,v 6 D~tels que

u’==~(u)~ (si u’= nous prenons ).

tp(u) . = k 2014~ = k 20142014~ uhv E P"~(k) = K .
K est donc un complexe homomorphique bilatèrement net. De plus si dési-

gne l’équivalence d’homomorphisme de 03C6, on a 03C1’K, (d’après la proprié-

té 2.3.) .

Théorème 2.2.-

Tout complexe d’un demi-groupe D est homomorphique à droite si

et seulement si D vérifie l’une des conditions suivantes :

a) O(D) . 2 ( O(D) désigne l’ordre de D) .

b) O(D) > 2 ; tout élément idempotent de D est neutre à droite ou

permis à gauche ; Vx,y 6 D , , si x est différent on a yx = x .
Supposons d’abord tout complexe de D homomorphique à droite. 0 Soit

x un élément quelconque de D, considérons H = on a x ~ H , . x 6 H,
22 3 3 9 2
x 6 Hd’oux.x ~ H, ce qui donne x = x ou x = x ; ; donc ~ x 6 D, x est

un élément idempotent de D.

Soient e un élément idempotent de D, x un élément quelconque de D,

considérons H = {e,x} ; ; on a H, x 6 H, ee ~ H, d’où x.e 6 H, ce qui

donne xe = x ou xe = e. Supposons qu’il existe un élément y différent de e~ tel



que ye = y, soit x un élément différent de y, prenons H = { x, y}; on a H,

x 6 H, d’où xe ~ H, comme nous avons déjà xe=xou 

nous en déduisons, d x E’ D , xe = x. Donc tout idempotent de D est soit un

élément unité à droite, soit un zéro à droite.

Considérons un élément x différent de x , soit y un élément de

D- {x2} . Prenons H ={x,yx,y}; . on a x 6 H, H, d’où
2 

, 
2 2 3 

, 
, 

2 2 2
ce qui donne x = yx, yx - x , c’est-a-dire : yx = x ou yx = x .

2 2
Si 0( D) > 2, prenons y différent de x et de x , alors x qui est un idempo-

tent est un zéro à droite car yx 
2 
est différent de y. 0 Nous avons, en particulier,

32 9x =x , d’où, D , yx= x .

Inversement, soit D un demi-groupe qui vérifie les conditions du

théorème. S’il vérifie a), un complexe de D contient un seul élément ou est

égal à D donc est bien homomorphique à droite et même homomorphique. S’il

vérifie b), soient H un complexe de D, h, h’ deux éléments de H , x un élément

de D tel que hx EH:
. 

2 
. , . , r r H- si x == x , x est ou bien neutre à droite et alors h’x = h’, 

ou bien permis à gauche et alors hx = h’x = x, h’x ~ H ;

- si x ~ x , hx=x , h’x=x , 

on a donc, t/ h,h’ E° H, H.~h==H ,.6 h’ .

Théorème 2.3.-

Tout complexe d’un demi-groupe D est homomorphique si et seule-

ment si D vérifie l’une des conditions suivantes :

a) 0(D) ~ 2 ;

b) D est un zéro demi-groupe (demi-groupe dans lequel le produit

de deux éléments est 0) CI

Supposons que 0(D) soit plus grand que 2 et que tout complexe de D

soit homomorphique ; tout complexe de D est, en particulier, homomorphique

à gauche et à droite, donc, d’après le théorème 1.2. et le théorème symétri-

pour tout x 6 D , x2 est un élément unité ou un élément zéro, noté 4. Si
X est différent de x , , y ~ D, , on a y x = xy = 0 ; D ne peut pas contenir un

élément unité, D est un zéro demi-groupe.



Inversement, supposons que D soit un zéro demi-groupe ; soit H un

complexe de D. Si H ne contient pas 0, on a 
’

~ 1~) ,
Si H contient 0, on a

..,.Vx ~ D -H , H.Bx =(D~, , H, H.Bx=(D*, D*).

Donc dans les deux cas H est un complexe homomorphique etsiH est différent de

D, est un zéro  ’°’ à deux éléments.

Corollaire 2.4.-

Pour un demi-groupe D les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a) Tout complexe de D est homomorphique à gauche et à droite.

b) Tout complexe de D est homomorphique.

. En effet, dans la démonstration du théorème 2.3. seule la propriété

a) du corollaire.a été utilisée pour obtenir la condition nécessaire.



3) Relations entre les complexes K-forts et les complexes homomorphiques.

Propriété 3.1.- 
"

Un complexe H (O , -1)fort est fort, homomorphique à droite, 03C1H et

R~ W. (7). 0

Inversement, si H est un complexe fort, homomorphique à droite,

tel que P2014 coïncident sur D - H est (O.-l)-fort.
~

Cette propriété admet une démonstration analogue à la propriété sui-

vante.

Propriété 3.2.- .

Un complexe H (-1 , -1)-fort est fort, bilatèrement fort, homomor-

et et HR coïncident sur D- H W,
?’ H et (6).

Inversement, si un complexe H vérifie les conditions précédentes,

H est un complexe (-1 , -1)-fort.

(~T~ ~ ~n~~ appartient à H. ’ .h , donc 

~ h,h’ 6 H , on a H. Bh = H. Bh’ , H est homomorphique. Les autres conclu-
sions de la partie directe résultent du théorème 1.4.1.

Inversement, soient a,b ë D , E D~ , avec (u,v) e

(H.Ba)n(H.’.b) .
Nous avons quatre cas possibles :

1) (u,v) = (l~~ï~~) alors a,b É H ; comme H est homomorphique,

nous avons H.Ba=H.’.b. 0

2) (u,v) = (1 ~ , x) avec H étant fort,

nous en mais p’ ) et

H.B a=H.’.b

3) (u,v) = (x,l ~) avec x 6 D ; démonstration symétrique de 2).

4) (u,v) = (x,y) avec x,y 6 D ; (x,y) ~ H o . a n H.. b ’t H étant

bilatèrement fort nous en déduisons a = b (R~) et a ~ d’où

a = b ( °



Exemple 3.1.-

Soient D le demi-groupe à 4 éléments défini par la table de multi-

plication suivante : 1 , , _ _

et H = {a} .

HBc= HBd =0 , H..a =H..b=H..c = H..d={ (a,a),(a,b),(c,a),(c,b)}

H est un sous-demi-groupe, c’est un complexe fort, bilatèrement fort, homo-

morphique puisque réduit à un seul élément ; mais H n’est pas un complexe

(-1 , -1)-fort , en effet, on a (a,a) 6= H .BaU H .’ . b H."b .

Théorème 3.1.-

Soit H un complexe (-1 , -1)-fort d’un demi groupe D :

a) Si H est bilatèrement net, D/p’ 
H 

est un semi-groupe à noyau ;

b) Si est un idéal premier, D/p ’ est obtenu par l’adjonc-

tion d’un zéro à un semi-groupe à noyau.

est simplifiable sur D - W H ’’ ~ (théorème 1.4.3) ; d’autre part
H est homomorphique, le théorème 3.1. est alors une conséquence du théorè-

me 2.1.

Ces notions permettent également de préciser certains résultats de

P. Dubreil (7) , ou de R. Croisot (6).

Théorème 3. 2.-

Soit R une relation d’équivalence régulière à droite et simplifiable

à droite définie dans le demi-groupe D. Toute classe H mod. R est un complexe

(0, -l)-fort, R ~ R et p~ coïncident ’* ~ . °



Théorème 3 . 3 . -

Soit R une relation d’équivalence régulière et simplifiable

définie dans le demi-groupe D. Tou.te classe H mod. R est un complexe’ bl, -1)-

fort, R  03C1’H ’ R et 03C1’H coïncident sur D - W(-1,-1)H.°

Les démonstrations sont analogues à celles des .th.éorèmes corres-

pondants, théorème 21 de (7 ) , théorème 24 de (6) , en prenant x, y, x’, y’ é D*
au lieu de G D.

Corollaire 3 . l . -

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’u,n demi-groupe

D ait pour image homomorphe un semi--groupe à noy.au est que D contienne un

complexe (-1 , -1)-fort et bilatèrement net.

Ce corollaire est une conséquence directe du corollaire 2. 3 , et du

théorème 3 . 3 .

Corollaire 3 ~ 2 . -

Soient H un complexe bilatèrement net dans un de.mi-groupe

D , H sa fermeture p ’- est la plus fine relation d’équivalence. H

régulière et simplifiable pour .laquelle H est indivisible . Ir

Soit R la plus fine relation d’équivalence régulière et simplifiable

laissant H indivisible. H est inclus dans une classe A mod.R. Comme H est

bilatèrement net, A est bilatèrement net; le théorème 3 . 3 , donne R = p’ A ;
A est (-1 , -1)-fort , donc A contient H .

p ’H est régU.lière et simplifiable (corollaire l a 40 1 ) , H est Une clas-
se mod. p’- et par suite R  p ’- . A étant indivisible mod. R l’est mod. p’-

est contenu ; ce qui = H et R = 03C1’H °

Théorème 3 . 4.-

Tout complexe d’un demi-groupe D est (O , -1)-fort si et seu-

lement si D est un groupe d’ordre 2 , ou un zéro demi-groupe à gauche.

si tout complexe de D est (O , -1)-fort , tou.t complexe de D est en par-

ticulier homomorphique à. droite; D vérifie donc les conditions du théorème 20 2.



Soit e un élément idempotent de D, supposons qu’il existe

y 6 D - {e} avec ye = e ; prenons H = ~ e } , on a ye E H , ee e 6 H,

y ce qui est impossible. Tout élément idempotent de D est donc un élé-

ment neutre à droite.

Si D contient un élément x qui ne soit pas idempotent, 0 (D) = 2,
D = {x, x2} avec x = x, (D est isomorphe au groupe à deux éléments) ; en

effet si O(D) était supérieur à 2, d’après le théorème 2 .. , 2 x2 serait un élé-
ment idempotent permis à gauche.

Si tout élément de D est idempotent, D est évidemment un zéro demi-

groupe à gauche, ceci finit d’établir la condition nécessaire du théorème.

Inversement, supposons que D soit un zéro demi-groupe à gauche.
Soit H un complexe de D, V h E H, H .0’ h = D~; ~ x 4 H, H ."" x = 0 ; > 
H est bien un complexe (0, -1)-fort.

Si D est le groupe à 2 éléments tout complexe de D est bilatèrement

fort donc (-1, -1)-fort et par suite (0, -1)-fort.

Corollaire 3 . 3 , -

Tout complexe d’un demi-groupe D est (-l, -1)-fort si et

seulement si D est un groupe d’ordre 1 ou 2.

Si tout complexe de D est (-1, -1)-fort, tout complexe est (0, -1)-
fort et (-1, 0)-fort ; si D n’est pas un groupe d’ordre 2, D est un zéro demi-

groupe à gauche et un zéro demi-groupe à droite, D est donc réduit à un seul

élément. Réciproquement, nous avons déja vu que si D est un groupe à 2 élé-

ments tout complexe de D est (-1, -1)-fort.

Pour étudier la structure des demi-groupes ayant tous leurs sous- 
_

demi-groupes (0, -1)-forts nous pouvons, en tenant compte de la propriété

1. 5.1. , caractériser d’abord les demi-groupes ayant tous leurs sous-demi-

groupes unitaires à droite.

Théorème 3. 5.-

Tous les sous-demi-groupes d’un demi-groupe D sont unitai-

res à droite si et seulement si D est isomorphe au produit direct d’un groupe

périodique par un zéro demi-groupe à gauche. ..



Supposons que D ait tous ses so us-demi-groupes unitaires à droite.

Pour D, considérons le sous-demi-groupe S engendré par { x , x } ; on a
x 6 S , donc comme S est unitaire à droite, x appartient à S ; d’où

x = xn ; D est un demi-groupe périodique réunion de groupes.
Soient e et f deux idempotents de D ; considérons le sous-demi-grou-

pe S engendré par ~ef } ; on a ef e S, e. ef 6F S , ce qui donne e ~ S ,

e = (ef ) n , ef = (ef) . 0 f , ~ ef = (ef) = e . 0 L’ensemble E des idempotents de D
est donc un zéro demi-groupe à gauche ; en particulier, tous les idempotents

sont primitifs o

Soit 1 un idéal bilatère de D ; 1 étant un sous-demi-groupe est uni-

taire à droite, xa appartient à 1 d’où x appartient à

1 et 1 = D . D est donc un demi-groupe simple contenant des idempotents pri-

mitifs, par suite D est complètement simple.

P ) (notations de (4))

Les idempotents de D sont les éléments (p _ a 1 i , i , À )

Nous en déduisons a - u , , A ne contient qu’un seul élément. Nous pouvons re-

présenter les éléments de D par un couple (g, i) avec g e G, i E f ; la ma-

trice P est une matrice a une colonne, P = (p.j , I .
1

= (g , i) , b = (g , j) , i) Q Les idempotents sont

les éléments ei 
= (pï , i ) .

Soit t~ l’application de Dans E x G définie par :

~ est une bijection de D sur E x G ; d’autre part ,



~ est donc un isomorphisme de D sur E x G .
(e. , , G) est un sous-groupe de E x G isomorphe à G ; D étant périodique G est

aussi périodique.

Considérons maintenant un demi-groupe D produit direct d’un groupe

périodique G et d’un zéro demi-groupe à gauche E. Soit S un sous-demi-groupe

de D. Pour un élément e de E, si S~(e, G) n’est pas vide, nous posons

S ~(e, G) = (e, G’ ) ; (e, G’ ) est un sous-demi-groupe de D, G’ est donc unS () (e, G) = (e, 
e 
) ; (e, 

e 
) est un sous-demi-groupe de D, 

e 
est donc un

sous-demi-groupe de G ; mais G est périodique, donc G’ 
e 
est un sous-groupe

de G. En particulier, (e, 1) appartient à S (1 élément unité de G).

Soit un autre élément f de E tel que S ~(f, G) = (f, ne soit pas vide,

(e,l) . ° (f, = (e, donc G’ , et par suite G’ 
= G’ 

= G’.

Tout sous-demi-groupe de D est donc de la forme E’ x G’ ; ; E’ sous-ensemble

non vide de E, G’ sous-groupe de G. Inversement, un complexe construit de

cette façon est évidemment un sous-demi-groupe de D.

Soient a = (el’ > g.) un élément de D , s = (e , g ) un élément de S~
tels que as ~’ S . D’après la forme de S , (e~ , g~) ~ S donne (e , g ) = SI

d’où mais = (e~gJ.(e~g~).(e~,g~ ) = g~) = a .

Tout sous-demi-groupe de D est donc unitaire à droite.

. 

De plus soient a = b = (e , g ) , x = (e . g ) ,
y = (e , g ) des éléments tels que ay, G’ .

(e~, ë~gg) impliquent

’ G’ ; mais tout sous-groupe d’un groupe est fort

G’ et 

d’après la propriété 1.5.1., nous avons :

Corollaire 3.4.-

Pour un demi-groupe D les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Tout sous-demi-groupe de D est unitaire à droite.

. b) Tout sous-demi-groupe de D est (O.-l)-fort.
c) D est isomorphe au produit direct d’un zéro demi-groupe à gauche



par un groupe périodique.
. Corollaire 3.5.-

Tous les complexes d’un demi-groupe D sont unitaires à droi-

te si et seulement si D est un zéro demi-groupe à gauche.

Si tous les complexes de D sont unitaires à droite, tous les sous-

demi-groupes de D le sont aussi, donc D = E x G ~ p Soit H = {(e, g) } .

(e , g) ~’ H , (e, 1) o (e , g) E H donnent (e, 1) E H d’où g = 1 .

G est donc un groupe d’ordre 1, Inversement, dans E tout complexe est

un sous-demi-groupe donc unitaire à droite d’après le théorème 3.5.

Corollaire 3 6. -

Tous les complexes d’un demi-groupe D sont unitaires si et

seulement si O(D) = 1.

En effet, d’après le corollaire précédent, D doit être à la fois un

zéro demi-groupe à gauche et un zéro demi-groupe à droite.

Corollaire 3 . 7 . -

Tous les sous-demi-groupes d’un demi-groupe D sont unitai-

res si et seulement si D est un groupe périodique. ~>

D = E x G (théorème 3. 5. ), soient e et f deux éléments de E . { (e , 1) } est un

sous-demi-groupe S ; (e , 1) 6 S , (e , 1) . (f, 1) E S, et S unitaire donnent

(f , 1) ~ S , d’où e = f ; E ne contient qu’un seul élément, D est un groupe pério-

dique. Inversement, tout sous-demi-groupe d’un groupe périodique est un sous-

groupe et par suite est unitaire a

Corollaire 3 . 8 . -

Tous les sous-demi-groupes d’un demi-groupe D sont (-1, -1)-

forts si et seulement si D est un groupe périodique n’ayant que des sous-groupes

. distingués (D est abélien ou hamiltonien). 
’ ’ 

,

Tous les sous-demi-groupes doivent être unitaires et bilatèrement

forts (propriété 1. 5.1. ) ; d’autre part, d’après le corollaire 2, théorème 28 de

(6), un sous-groupe d’un groupe est bilatèrement fort si et seulement s’il est

invariant, ceci finit de donner le résultat. IJ



4 - Complexes p- W - minimaux à droite .

Soit W un idéal à droite quelconque du demi-groupe D , (W ~ D) , 9

d’après le théorème 1.6,1., il existe des complexes admettant W pour (0,-1)

résidu.

Définition 4.1.-

Un complexe est dit p -W-minimal à droite s’il est minimal

dans la famille des complexes de D qui admettent W pour 

Posons WBD = W + V , prenons H ~ D avec 
" 

= W ; nous

avons (théorème 1.5.1.) = (D - H) =

(W + (D - H) , ce qui donne V ~ H .

Inversement, soit K un complexe tel que l’on ait = 0 ,

V(K, W-W+V alors, W(O,-1)K = WK~(D-K)=(W+V)~(D-K)=W

Nous avons :

Propriété 4.1.-

Soient W un idéal à droite quelconque et V = (WBD) - W ,

il y a identité entre les deux familles suivantes :

a) la famille des complexes qui admettent W pour (0,-1) résidu ~
b) la famille des complexes disjoints de W, qui contiennent V et qui

admettent W + V pour résidu à droite.

Soit W un idéal fermé à droite et soit H un complexe admettant W

pour résidu à droite.

BV= W , siW’~0, W~0.

Nous = 
° D = W-W . °

Inversement, soit X un idéal à droite tel que X B D = W , les com-

plexes admettant X pour (0,-1) résidu admettent W pour résidu à droite.

Nous en déduisons la propriété suivante : 
’

Propriété 4.1’.-

Soient W un idéal fermé à droite et W un idéal à droite tel que

W’ = W ’ . D, il y a identité entre les deux familles suivantes : 
’



a) la famille des complexes K qui vérifient les relations

b) la fa.mille des complexes qui admettent W pour (0, -~1) résidu,

Définition 4.2.-

Soit W’ un idéal fermé à droite, 5 un complexe H est dit fai-

blement [strictement] W’ ~ minimal à droite si W = W’ 1 et s’il n’existe pas
de complexe H’ vérifia.nt :

H’.CH, , r--W’ , , , W ,-WrJ
Si W’ est fortement large à droite (W’’ . D - W’) ~ pour qu’un comple-

xe soit W’-minimal à droite, il faut et il suffit qu’~il soit faiblement W’ ,..minimal

à droite et qu’il soit disjoint de W’ (Corollaire 1.2. de (20)).

Corollaire 4 .1 . -

Si W ° est un idéal fermé à droite, un complexe H est fai-

blement W’-minimal si et seulement si H est p - W - minimal à droite avec

En effet W(O,-1)H = W équivaut à WH = W  et W’~(D - H) = W .. 
t 

H 
W équivaut a H et ( ) .

Ce corollaire nous montre que les résultats concerna.nt les comple-

xes p ~W~minimaux à droite (W idéal à droite quelconque) s’appliqueront aux

complexes W - minimaux à droite lorsque W est fortement large à droite . En

fait beaucoup de ces théorèmes vont avoir des énoncés et des démonstrations

très proches des théorèmes correspondants de (20) Nous ne donnerons que

quelques types de raisonnements pour signaler les différences essentielles.

Lemme 4.1.-

Soient K un complexe ayant W pour (0, -1) résidu , k un 

ment de K ~ Pour que K - ~ k ~ admette W pour (0, -1) résidu , il faut et il suf-

fit que l’on ait
’ 

k (K ,»‘ k) ~ k (inclusion stricte) .

Soit K’ =. :K - { k } , supposons que l’on ait W(O,-1)K’ = W ; . k ~ W(O,-1)K’,

donc il existe u ~ D* avec ku E K’ (on a d’ailleurs D) , d’où u ~ K k



et k (K ~k)3 { k} car nous avons toujours, k E k (K .’’ k) .

Inversement, supposons que l’on ait k (K.~"k)3 {k } ;

K’ = K - {k } est contenu dans K, donc W(O,-1)K ~ W(O,-1)K’ , D’autre part,

si W(O,-1)K, il existe u ~ avec au 
. 

~ K ; nous avons soit au ~ K’ et

alors a ~ W(O,-1)K’;’F K’ 
’

- soit au = k , mais alors il existe v ~ D avec kv ~ K’,

d’où auv 6 K’ et a f W(O,-1)K’ .

Nous en déduisons W(O,-1)K = W(O,-1)K’ °

Remarque 4.1.-

La condition k (K k) 3 {k } équivaut à K .’ 
° 

0 et

k(K.’k)~ {k} . 4;

Théorème 4,1.-

Pour qu’un complexe K ayant W pour (0,-1) résidu soit

p - W - minimal à droite, il faut et il suffit que, pour tout k 6 K , nous

ayons K~~ k=k ~’ k.

Si un complexe K est tel que, pour tout k ë K , on ait k = k ~ k,

est p-W -minimal à droite, = W ~’’~ .
Propriété 4.2.-

Si K est un complexe p -W-minimal, les conditions :

donc il D* avec = k u u = k ~ K ;
d’où u1u ~ K."’k 1 =k .’*k 1 , u u G K.’* k2=k2 k, ce qui donne

Posons S - k J ’ k ; é



Propriété 4. 3.-

Soit K un complexe p- W - minimal à droite de 

nous avons

soitk 6 V =(WBD) -W , > alors W.’ 
° 

k=D, > S =0 ;
soit V, alors W./ o

k

1) Si v 6 V , vD est inclus dans W, donc v. ’v = 0 , v .’* v = 1~~ ~
K~~ v = 1 ~ d’après la propriété 4, 1., V est contenu dans K.

2) Si k n’appartient pas à V, W. ’k est différent de D ; soit a un élé-

ment de D - (W~k). ka n’appartient pas à W, donc il existe u ~ D~ avec

kau 6 K , d’où kau = k, au 6 S. n’est pas vide et est contenu
k k k

dans W. ’k . Si a est un élément de W. ’k , ka appartient à W , d’où, Vu 

kau e W, au ~ Sk , nous avons donc a ~ par suite W. ’k = W ’ 
-1)

" 

k k

Le théorème 4.1. permet également de caractériser les complexes

qui sont à la fois p - W - minimaux à droite et homomorphiques à droite. Si

K est un de ces complexes, on doit avoir k’ 6 K, K .~ k = =

kB~ k’=K.~k’.

Si W n’est pas fortement large à droite, V = (W’.D) - W n’est pas vide et est

inclus dans tout complexe K admettant W pour (0,-1) résidu.

Si v est un élément de V, on a v ~v = 1 ~ , donc si K est p- W - minimal

à droite et homomorphique à droite, K, K ~ k = 1 ~ , ce qui donne
K = V . -

Réciproquement, si W est le (0,-1) résidu de V, V est homomorphi-

que car, Vv ~ V, V ~ v = 1 ~ , > V est p- W - minimal à droite, c’est même

le seul complexe p- W - minimal à droite (propriété 4.1.).

Exemple 4.1.-

Soit D le demi-groupe à 4 éléments défini par la table de

multiplication suivante :



etsoitW=(a} , on a W+V=W’. D={a,b} , V= {b} , 

Remarque 4.2.-

1) Si 
W(O,-1)K 

= w , V constitue une classe mod. p K puisque

v ~ V~====~K ,~v=l~~ . 1)

2) Pour qu’il existe un complexe (0,-l)-fort ayant W pour (0,-1)

résidu (W ~ WB D), il faut et il suffit que l’on ait = W et que V

soit fort.

Si K est (0,-l)-fort, K forme une seule classe mod. p , donc d’après la re-

marque précédente K == V , V est (0, -l)-fort , donc fort.

Inversement, si V est fort, V est (0,-l)-fort, en effet, soit u un

élément de V.~ si u =1~~ on a, a ~ V , b 6 V ,

V ~’ a = V .~ b = si u appartient à D, on a V.’a=V.’b puisque V

est fort, mais V . ’ an’ étant pas vide, a n’appartient à V, on en déduit

V.~ a = V ~’ b.

Donc, si W n’est pas fortement large à droite et si V n’est pas fort,

ou si est différent de W, il n’existe pas de complexe (0,-l)-fort

ayant W pour (0,-1) résidu.

Soient K et K’ deux complexes ayant W pour (O.-l)-résidu. Soient

et 03C6 les applications suivantes :

~:K2014~K’ , définie par, Vk 6K, ~(K)=K’H k D  ,
définie par, Vk’~K’, 

k 6 K ,  (k) n’est pas vide, en effet k ~ W , ’. donc il existe u ~ D* avec
ku 6 K’.



Propriété 4.4 a -

Si K’ est un complexe p - W - minimal à droite , ~k’ ~ K’,
on a ~(k’) = {k’} . 

Si k’ appartient à ~(k’) , il existe u, u’ E D~ avec k’uu’ = k’ , d’où

k’ = k’,1 , > d’après la propriété 4. 20 a

Les fonctions f et 03C6 vérifient des propriétés analogues à celles vé-
rifiées par les fonctions correspondantes de (20) , nous en déduisons :

Théorème 4. 2. -

Entre deux complexes K et K’ p- W - minimaux à droite, il

existe une bijection définie de la façon suivante : un élément k de K et un él é-

ment k’ de K’ se correspondent s’il existe u E D* tel que k’ = ku, ou, ce qui
revient au même, s’il existe u’ G D~ tel que ’k = k’u’ . ..

est l’application identique sur V = (W ’ , D) - W . ’

Théorème 4. 3. -

Dans un demi-groupe contenant des complexes p - W - mini--

maux à droite, tout complexe admettant W pour (0,-1) résidu contient au moins

un complexe p - W - minimal à droite.

Corollaire 4. 2 0 -

Soit W’ un idéal fermé à droite ; si le demi-groupe D contient

des complexes p - W - minimaux à droite, pour tout W tel que W’ = W’ . D ,

alors tout complexe H admettant ’W’ pour résidu à droite contient au moins un .

complexe H’ faiblement W’ - minimal à droite, avec H’ fl W’ égal à H .tl W’.

Un complexe H ayant W’ pour résidu à droite, admet W = H)

pour (0,-1) résidu, H contient un complexe p- W - minimal à droite H’ (théorè-

me 4.3. ), mais ce complexe est faiblement W’ minimal à droite (corollaire

4.1.) ; d’autre part, H’ contient W’ . D - W , c’est-à-dire H .

Exemple 4. 2 e -

Considérons le demi-groupe cyclique infini D engendré par

un élément a. Tout idéal de D est de la forme (a) = , a ,....} Un



complexe H admet (a) 
n 
pour (O , -1)-résidu si et seulement si H contient an-1

et si H n (a) est vide; donc D contient un seul complexe p- (a) - minimal,n n

c’est H = 1 l. est isomorphe au quotient de D par (a) n . Un complexe
H admet (a) pour résidu si et seulement si H m (a) est égal à ( a$ ; j an} est

n n

le seul complexe faiblement (a) -minimal, l est donc strictement (a) -n n

minimal.

Soit W ’ un idéal fermé à droite d’un demi-groupe D. Désignons par

lÙ’ la famille des idéaux à droite W. , i G I , qui vérifient la relation:
i

W. ° . D = W’ . W est fermée pour l’intersection car (, /l 
, W.) ° . D =

1 ~I’ (W 1 ° . D) ; ; W contient un élément minimum, ’ en effet, ’ ~i ~ I ’ W’D est

contenu dans w , de plus W’D appartient à V . Posons W’D = W et V = W ’- W ;i

si V1 est inclus dans V, W + V1 est un idéal à droite. Si W i est un élément de

’ùÎ, tout complexe W compris entre W et W, appartient à ùÎ , en effet, W est
un idéal à droite, et la relation W G W g W , donne W ° . D é W ° . D G W ° . D ,

i i

d’OÙ W ’ . D = W’ .

Soit H un complexe ayant W ’ pour résidu à droite, posons

W1 = W’ fl (D - H) ; soit W 2 un complexe compris entre W et W , W 2 est un
idéal à droite appartenant à ùÎ . Considérons H’ = H U (W1 - W ) ; on a

H ~ H’, d’où WH, ~ WH = W’ et W(O,-1)H’ ~ W(O,-1)H .

H’ ~ W2 = ~ donneW2 ~ W(O,-1)H’, d’où W’ = W2 . D~W(O,-1)H’ . D =

w £ wt 1

et par suite) WH’ = WH=W’.°

Si les conditions du corollaire 4. 2 , sont remplies, nous voyons que
H’ contiendra au moins un complexe p -W 1-minimal à droite et un complexe



p -W2-minimal à droite, c’est-à-dire deux complexes faiblement W’-minimaux

à droite en général non comparables. Nous avons plus précisément :

Propriété 4. 5. - 
’

Un complexe faiblement W’-minimal H contient un complexe
H’ différent de H ayant W’ pour résidu à droite si et seulement si D contient un

idéal à droite X, tel que l’on ait : -

X’.D=W’, X !1 (D-H) , C D avec

ay E H - (H H X) .

Supposons que X vérifie les conditions indiquées, prenons

H’ = H - (H n X). H’ est strictement contenu dans H car les conditions

X 3 W’ n (D - H) impliquent H n X ~ ~b , contient WH;
d’autre part, si a n’appartient pas à W’ , il existe x E D avec ax E H, alors

- si ax ~ X, ax E H’ 1 et a f WH’ , >
- si ax ~ X, il existe y ~ D tel que ay ~ H’ , , d’où a ~ WH’.

est donc égal à W.

Réciproquement, supposons qu’il existe un complexe H’ tel que l’on

dit H’ C H , WH’ = W - W’ . Posons X = H’) ; 3 X. ° D = W’,

W’ ~ (D - H) C X (l’égalité est impossible puisque H est faiblement W’-mini-

mal) ; si ax ~ H n X , a n’appartient pas à W’, donc il existe y ~ D avec

H-H11X.

Remarquons que la dernière condition imposée à X est en particulier

vérifiée si H est dégagé de X.

Corollaire 4.3. -

Un complexe H est strictement W’-minimal à droite si et seu-

lement si ce complexe est faiblement W’-minimal à droite et si pour tout idéal

à droite X tel que X ’ . D = W’ et W’ n (D - H) C X on a

0, =~aD C D - (H - H 

Cette condition est automatiquement remplie lorsque W’ n (D - H)

est maximal dans , c’est en particulier le cas lorsque W’ est fortement large



à droite et H disjoint de W .

Soit à nouveau W un idéal à droite quelconque, si K est un complexe

p- W - minimal à droite, nous posons V K = k k (W . ’ k) .

Théorème 4.4.-

a) Si R est la réunion des complexes p - W - minimaux à droite de D,

b) Si K et K’ sont deux complexes p- W - minimaux à droite,

K K’ D~ , V~ = 
Théorème 4.5.-

k étant un élément quelconque de R, l’idéal à droite engendré par k

soit k D~ est W - minimal (20).
Corollaire 4,4.-

Si le demi-groupe D contient des complexes p - W - minimaux à

droite, tout idéal à droite de D non contenu dans W contient un idéal à droite

W - minimal engendré par un élément k d’un complexe p- W - minimal arbi-

traire K,

Si X est un idéal à droite non inclus dans W , X U W est un idéal à

droite qui rencontre K, car autrement X UW serait inclus dans W" ~ ~ .
Il existe donc un élément k appartenant à K n (X UW) (puisque K =

0) ; k ex donne k X .

Lemme 4.2. -

Un idéal à droite 1 est W - minimal si et seulement si 1 U W couvre W.

Soit 1 un idéal W - minimal et soit W un idéal à droite compris entre

W et 1 U W. Nous avons donc 1 V W = 1 U W’ et 

1 étant W-minimal, il en résulte soit 1 n W = 1 n W’ mais alors W = W’ , soit

1 ~ W’ = 1 , mais alors 1 C W’ , W ~ W’ et W’ = 1 U W .

Réciproquement, si 1 est un idéal à droite tel que IUW couvre W, sup-

posons qu’il existe un idéal à droite W compris entre 1 n W et I. Nous avons

inw=w’nw , w i uw, d’où



- soit W’ U W = W , , mais alors W’ f W et W’ = I n W ;

- soit W’U W = I U W , mais alors W’ = I .

Théorème 4 . 6. -

Si un demi-groupe D contient des complexes p - W - minimaux

à droite, tous les idéaux à droite W - minimaux de D sont de la forme

I = k D* U W , k étant un élément quelconque d’un complexe p - W - minimal

à droite arbitraire et W 
1 
un idéal à droite de D contenu dans W. Si 03A3 est la

réunion de ces idéaux, E = R + W .

Soit 1 un idéal à droite W - minimal, d’après le corollaire 4.4. ,
m

1 contient un idéal à droite k D ~ , pour un k E K . Posons W 1 = 1 r~ W ,
m m

on a : I 
m 
n W ~ kD 03C9 W1 ~ Im , ce q ui donne 1 

m 
= k D*~W1 puis q ue I m

est W - minimal et que W ne contient pas k.

,; Réciproquement, si 1 = k D~JW , > 1 U W = k D~U W , mais k D ~
est W - minimal d’après le théorème 4. 5. , donc, d’après le lemme 4. 2. ,

k D* U W couvre W et 1 est W - minimal.
’ 

Nous avons encore le théorème suivant :

Théorème 4. 7. -

Pour qu’un demi-groupe D possède des complexes p- W -

minimaux à droite, il faut et il suffit que tout idéal à droite de D , non contenu

dans W, contienne au moins un idéal à droite W - minimal.

Soit W’ un idéal à droite quelconque, posons W = W’D , , W’ = W + V .

Un complexe W 1 compris entre W et W’ est un idéal à droite, nous allons carac-
tériser les idéaux W 1 -minimaux. Posons V 1 = W1 ~ V , si v est un élément de

V1 et si X est un idéal à droite de D contenu dans W , l’idéal v est

W - minimal . En effet, W U v D~ U X - W U {v} car vD est contenu

dans W .

Soit 1 un idéal W 1 -minimal qui ne soit pas de cette forme, alors

’~V - W’ , sinon 1 contiendrait un élément v de V , v n W ) se-



rait un idéal W - minimal inclus dans I, donc égal à 1 . Il en résulte que 1 est
, 
1

W’-minimal.

Inversement, soit 1 un idéal W’-minimal tel que I fl V 1 soit Vide ,
1 est W minimal, en effet, 1 n W’ = 

1 
+ V ) = 1 n W .

Théorème 4.8 . -

Soit W’ un idéal à droite du demi-groupe D, pour qu’il existe

des complexes p- W - minimaux à droite pour tout idéal à droite W compris

entre W’D et W’ , il faut et il suffit qu’il existe des complexes p - W’ - mini-

maux à droite.

La condition est nécessaire puisque X peut être égal à W’.

Si D contient des complexes p- W’ - minimaux à droite, tout idéal

à droite de D non contenu dans W’ contient au moins un idéal à droite W’-mi-

nimal. Soit W .un idéal à droite compris entre W’D et W’ , et soit X un idéal

à droite de D non contenu dans W, nous avons : soit Xn(W - W) ~ ~ , alors

si v est un élément de X n ~W’ - W) , v D * est un idéal à droite W - minimal

inclus dans X ;

: soit X n (W’ - W) = 0 , alors X n W’ T X ~1 W d’où W ~ ,
X contient donc un idéal à droite W’-minimal I , 1 n(W’ - W) = ~b , donc 1

est W - minimal. D contient des complexes p - W - minimaux à droite puisque

tout idéal à droite de D, non inclus dans W, contient au moins un idéal à droite

W - minimal.

Corollaire 4. 5. -

Soit W’ un idéal fermé à droite du demi-groupe D. Pour que

tout complexe H ayant W’ pour résidu à droite contienne un complexe H’ faible-

ment W’ - minimal à droite, tel que suffit que tout idéal

à droite de D, non contenu dans W’, contienne au moins un idéal à droite W’ -

minimal. Si W’ est fortement large à droite, cette condition est aussi nécessai-

re.

SoitW = W n (D - H), on a, = W donc H contient un com-

plexe p - W minimal H’ (théorème 4.8. ) mais, d’après le corollaire 4.1. , H’



est un complexe faiblement W’-minimal à droite et H !1 W’ = H’ n W’ ! W’ - W.

Si W’ ’ , D = W’ la condition est nécessaire car nous pouvons choisir H avec

H H W = 0 .

W étant un idéal à droite, posons VV ~ . D = W + V et supposons que

W ’. D soit réflectif. Si R est la réunion des complexes p - W - minimaux ,

V est inclus dans R car V est contenu dans tout complexe ayant W pour (0, -1)

résidu. L’ensemble Y des éléments de D qui ont leur carré dans W + V est un

idéal bilatère de D. Posons Z = (R - Y et R = V + Z + R . Avec ces nota-

tions nous avons un théorème analogue au théorème 3.16 de (20).

Théorème 4. 9. -

Soit D un demi-groupe admettant des complexes p - W - mini-

maux à droite, pour un idéal à droite W tel que W + V = W ’ . D soit réflectif.

La réunion R de ces complexes a la structure suivante :

V R C W , R V C W + V , Z R g W + V , R Z g W + V , Z~,Ç W + V .
Les C , sont des demi-groupes simples, sommes de leurs idéaux à droite mini-

i

maux, et I , 1 / j , C.C , è W + V . 
°

i j



5. Complexes o - W - minimaux bilatères.

Soit W un idéal bilatère quelconque du demi-groupe D,

tW ~~D~, d’après le théorème 1. 6.1. , il existe des complexes admettant W

pour (-1, -1) résidu, les complexes minimaux (s’il en existe) pour cette pro-

priété seront dits p- W - minimaux bilatères. Si W est un idéal fortement lar-

ge bilatère ,

en particulier les complexes W - minimaux bilatères (20) sont p - W - mini-

maux bilatères .

Soit W’ un idéal bilatèrement fermé et soit W un idéal bilatère tel

q ue W’ = ( W ’ . D) . D , , si W (-1, -1) - W, d’après le théorème 1, 5,1, , on a

W’ - (W 
(-1,-1)H ’ 

. 

° 

D) , D = (W . 
° 

D) , D = W’ , , mais nous ne pouvons pas

parmi les complexes qui ont W’ pour résidu bilatère caractériser ceux qui ont

W pour (-1, -1) résidu. Pour obtenir un résultat analogue à celui donné par la

propriété 4.1’~ nous devons introduire une nouvelle notion de résidu.

Définition 5.1. -

H étant un complexe de D, nous appellerons résidu médian de H le complexe

W H 
Définition 5,2, - (18)

Un complexe W est appelé idéal médian si D W D est contenu

dans W .

(~) Des notions voisines sont étudiées dans (14) (19) (25) .

Propriété 5.1. -

Le résidu médian d’un complexe H est un idéal médian, c’est

le plus grand idéal médian contenu dans D - H .

Inversement, tout idéal médian est le résidu médian d’au moins un

complexe. ,

Cette propriété se vérifie sans difficulté. Les complexes minimaux



parmi ceux qui admettent W pour résidu médian sont dits W - minimaux médians 1

Propriété 5.2.-

Soit W un idéal médian quelconque, posons W = (W.’D)’.D
V = W - W .

Il y a identité entre les deux familles suivantes :

a) la famille des complexes qui admettent W pour résidu médian,
b) la famille des complexes disjoints de W, qui contiennent V et qui

admettent W’ pour résidu bilatère. 0

Pour tout complexe H, W’H est égal à (W~ . ’ 
° 

D)B D , en effet, a ~ W’ H équi-
vaut à DaD ~ (D - H) , donc à DaD ~ W 

ii 
car W 

il 
est le plus grand idéal me-

dian contenu dans D - H . Donc si H appartient à la première famille, W H est
de plus, W~ = W H(D - H) == W’n (D - H) = W, d’où on déduit

que H contient V ; H appartient donc à la deuxième famille.

Réciproquement,si H appartient à la deuxième famille, H appartient
à la première, en effet,

Si W’ est un idéal bilatèrement fermé, il existe des idéaux médians

W, tels que W’ _ (W, a ~ 
° 

D~ ’ o D , le plus petit étant l’idéal bilatère D W’ t D o

D’après la propriété précédente,l’étude des complexes ayant W’ pour
résidu bilatère est ramenée à l’étude des complexes ayant un ~V, pour résidu

i

médian.

Théorème 5 a 14 - .

Pour qu’un complexe K ayant W pour (-1, -1) résidu [résidu
médian] soit p - W - minimal bilatère W - minimal média il faut et il
suffit que ~ k ~ K, on ait K k=k.’, k K. , k=k.. k].

Propriété 5 0 3 , -

a) Si S est à la fois un sous demi-groupe de D et un complexe p- ’’W’ w
minimal bilatère ou p - W - minimal médian, S ne contient qu’un seul élément,



b) Si k’ et k" sont deux éléments de K, les relations u’k’v’ 
= u~k~v~’,

W entraînent k’ = k" (pour les complexes p- W - minimaux bilatères

u’, v~ u~, pour les complexes W - minimaux médians u’ = v’ = 

ou u’, v’ ~ D . u" = v" = 1 ~ ou u", v" 6 D ) 

Si S est p - W - minimal ou W - minimal médian, onaS..s=s..s~

d’où SsS = s, si s et s’ appartiennent à S, Sss’S = s = s’, donc S = {s } .

Théorème 5. 2 -

Entre deux complexes p - W - minimaux bilatères [W - mini-
maux médians] il existe une correspondance bijective définie de la façon sui-

vante : un élément k de K et un élément k’ de K’ se correspondent s’il existe

u, v é: D~ tu = v = ou u,v ~ D] tels que ukv = k’ , ou, ce qui revient

au même, ’ s’il existe u’,v’ ~ D* ou u’,v’ ~ D] tels que

k = 

Théorème 5. 3. -

Dans un demi-groupe contenant des complexes p- W - mini-

maux bilatères tw - minimaux médians] ; tout complexe admettant W comme
(-1, -1) résidu [résidu médian] contient au moins un complexe p - W - minimal

bilatère Fw - minimal médiane .
Si K est un complexe p - W - minimal bilatère ~W - minimal mé-

dian] , nous posons : U = D~ K W = D K D H w] .

a) Si B [M] est la réunion des complexes p - W - minimaux bilatè-

res [w - minimaux médians] , > D~K D~= B+U 
b) Si K et K’ sont deux complexes p - W - minimaux bilatères

[W - minimaux médians] , D*K D* = D*,

Un idéal médian 1 est dit W- minimal si 1 couvre 1 ~1 W, c’est-à-di

re s’il n’existe pas d’idéal médian I’ compris strictement entre 1 ~ W et 1.



Théorème 5. 5 p -

Si un demi-groupe D contient des complexes p- W - mini-

maux bilatères [w - minimaux médians tous les idéaux bilatères médians
W - minimaux sont de la forme I = D* k D*UW’ [Im = k U DkD UW’1 , k
étant un élément quelconque d’un complexe p - W - minimal bilatère. [W - mini-
mal médian arbitraire et W’ un idéal bilatère médian quelconque de D con-
tenu dans W .

Si E est la réunion de ces idéaux bilatères [médians] ,

Théorème 5. 6. - 
.

Pour qu’un demi-groupe D ait des complexes p - W - mini-

maux bilatères W - minimaux médians , il faut et il suffit que tout idéal

bilatère [médiane non contenu dans W contienne au moins un idéal bilatère
(médian] W - minimal.

Soit W’ un idéal médian, posons W = DW’D, V = W’ - W ; un idéal

médian W - minimal est de la forme W1U ~ v } , avec W 1 f W , v E V , ou

est W’-minimal ; inversement, un idéal médian , W’ - minimal qui ne rencontre

pas V est W - minimal . Ces considérations permettent d’énoncer un résultat

analogue au corollaire 4.5.

Théorème 5. 7. -

Soit W’ un idéal bilatèrement fermé du demi-groupe D. Pour

que tout complexe H ayant W’ pour résidu bilatère contienne un complexe H’

faiblement W’ - minimal bilatère, tel que H’ n W’ = H il suffit que tout

idéal médian, non contenu dans W’, contienne au moins un idéal médian W’-

minimal. (faiblement W’-minimal bilatère signifie que H’ ne contient pas de

complexe K vérifiant :



CHAPITRE ni

DEMI-GROUPES AYANT DES ELEMENTS NEUTRES

1) Sous-demi-groupes U-homomorphiques.

H étant un complexe du demi-groupe D , le sous-ensemble HU de D- est

désigné par H~ .

Définition 1.1.- (Ljapin (22))

Un sous-demi-groupe S du demi-groupe D est dit U-homomor-

phique (noté U-h) si, quels que soient x,y éléments de D*, s s’éléments de S ,
les relations xsy 6 S, xs’y ~ D entraînent xs’y 6 S .

Définition 1.1’.-

Un sous-demi-groupe S du demi-groupe D est dit Ud-homomor-
phique [resp. Ug-homomorphique] (noté U-h si, quels que

soient x,y éléments de , s,s’ éléments de S*, les relations xs ~ D,

xs’ ~ D [resp. sy 6 D , DJ , , xsy ~ S entraînent xs’y ~ S .

Remarque 1.1.-

a) Un sous-demi-groupe U-h est U-h et U -h .
b) Un sous-demi-groupe est homomorphique et unitaire à droite.

c) Un sous-demi-groupe U-h est homomorphique et unitaire.

d) Un sous-demi-groupe U-h et unitaire à gauche est U-h. En effet,
soient x,y des éléments de D, s,s~ v des éléments de S tels que xsy ~ S, 

- si x 6 D , alors xs , xs ’ ~. D , donc d’après la définition d’un sous-

demi-groupe xs ’y appartient à S .

- si x = 1~~ ~ , sy ~ S et S unitaire à gauche entraînent y d’où s’y ~.S.

e) D’après d) et b) un sous-demi-groupe qui est à la fois et

U -h est U-h.
g

Exemple 1.1.-

Si e est un élément unité bilatère de D , S = {e) est U-h ,



mais un idempotent qui est U-h n’est pas toujours élément unité.

Soit D le demi-groupe commutatif suivant : 
’

{a } est un sous-demi-groupe U-h, a n’est pas un élément unité.

Propriété 1.1.-

Un sous-demi-groupe S du demi-groupe D est U-h, si et seu-

lement si on peut trouver un demi-groupe D’ ayant un élément unité à droite e’,

et un homomorphisme g de D sur D’ tel que l’on ait S = ~P (e’) . .
Soient D’ un demi-groupe ayant un élément unité à droite e’, 03C6 un

homomorphisme de D sur D’, S = ~ (e’) . e’ étant un élément idempotent,

S est un sous-demi-groupe. D’autre part, soient x,y 6. D* , s, s’ 6 S, on a

xsy ~ S ~ 03C6(x).03C6(s). 03C6(y) = e’ ~ 03C6(x). 03C6(s’). 03C6(y) = e’ ~ xs’y ~ S .

Nous avons également, Vx ~ D, ~p(x).e’ = , puisque e’ est un élément

unité à droite dans D’, d’où
~ 

xsy E S ~=~ ~(y) = e’ Q xy 6 S .

S est bien un sous-demi-groupe Ud-h de D.

Réciproquement, supposons que S soit un sous-demi-groupe ,

considérons le demi-groupe D’ = D/p S et l’homomorphisme canonique 

cié à p’ . S est homomorphique (remarque 1.1.b) donc p(S) = e’ et 03C6-1 (e’) =

S (propriété 11.2.3) . D’autre part, Va ~ D, ~s ~ S, a = as (p’) ; 3 en effet, >
Blu, v ~. D* , uav ~ S équivaut à ua.sv ~ S . a ~ as ( entraine

~p(a) = f(a) . = ~(a).e’ , e’ est bien un élément unité à droite de D’.

Propriété 1.1’.- (Ljapin)

Un sous-demi-groupe S est U-h dans un demi-groupe D si

et seulement si on peut trouver un demi-groupe D’ ayant un élément unité bila-



tère e’ , et un homomorphisme q de D sur D’ tel que S = 03C6-1 (e’) .
Propriété 1.2.-

Un sous-demi-groupe S est U-h dans un demi-groupe

D si et seulement si l’image de S dans D/p ’ S est un élément unité bilatère

[à droite] de ce demi-groupe.

est et dans l’image est 

près la démonstration de la propriété 1.1. un élément unité à droite, et d’après

la propriété symétrique un élément unité à gauche.

Réciproquement, si ~D(S) = e’ , ~P (e’) = S car S est saturé mod.
p’ b , la propriété 1.2. est alors une conséquence directe des propriétés 1.1.

et 1.1’.

Propriété 1.3.-

L’ensemUe des sous-demi-groupes U-h d’un demi-

groupe D constitue une famille de Moore.

Cette propriété découle directement des définitions. Proposons nous

de construire la fermeture associée à la propriété U-h.

Soit H un complexe quelconque de D, désignons par H.. le sous-demi-

groupe engendré par H. H. étant construit, H’, ~ sera la réunion, pour tous les

couples (u,v) appartenant à (D, D*)~(D*, D), des complexes uH. v qui rencon-

trent H. ; H. sera le sous-demi-groupe engendré par H’. U H.. Considé-
re

rons H = Hn .

Soit K un sous-demi-groupe U-h contenant H ; K contient H0 , sup-
posons que K contienne H. ; si pour un couple (u,v), uH. v coupe H. , à fortiori

coupe K, mais alors uK*v est inclus dans K puisque K est U-h, ceci nous
montre que H’, est contenu dans K, K contient donc H . Par récurrence,
nous en déduisons que K contient YT .

Si u,y sont des éléments de D* , h, h’ des éléments de vérifiant

les relations : uhv &#x26;TT , uh’v 6 D, il existe un indice n tel que contienne



h , h’, uhv, mais alors uh’v appartient à H’ . Comme H est un sous-demi-

groupe, c’est bien le plus petit sous-demi-groupe U-h contenant H.

Pour la propriété nous avons une construction analogue en

posant H’. = K’ , où K est la réunion; pour tous les couples

(u, v) appartenant à (D , D*), des complexes u H*. v qui rencontrent H., K’i+1 la

réunion, pour tous les éléments w de D, des complexes H.w qui rencontrent H..

Propriété 1.4.-

Soit 6 un homomorphisme du demi-groupe D sur un demi-

groupe D’,

a) Si S’est un sous-demi-groupe U-h [resp. Ud-h] de D’,6 (S’)
est un sous-demi-groupe U-h [resp. Ud-h] de D .

b) Si S est un sous-demi-groupe U-h [resp. U de D saturé pour

l’équivalence d’homomorphisme de 0, 0 (S) est un sous-demi-groupe U-h

[resp. Ud-h] de D’ .

Cette propriété se vérifie directement à partir des définitions.

Propriété 1.5.-

Soient D un demi-groupe produit direct de deux demi-groupes

D’et D~, S un sous-demi-groupe de D de la forme S = S’ x S" ~ alors S est

U-h [resp. Ud-h] si et seulement si S’et S" sont U-h fresp. 
L’énoncé a un sens car S est un sous-demi-groupe si et seulement

si S’et S" sont des sous-demi-groupes. Un élément quelconque x de D peut

s’écrire x = (x’.x~) où x’ appartient à x" appartient à D" .

Considérons des éléments x,y de D*, s.t de S* qui vérifient les re-
lations xsy 6 S , xty G. D, nous en déduisons S’, x’t’y’ 6 D’et

x"s"y" D" ; si S’et S" sont U-h, il en résulte x’t’y’ 6. S’et

e S" , ce qui donne (x~x~). (t’,t"). e; S’ x S", c’est-à-dire

xty ~ S . S est U-h.

Inversement, supposons que S soit un sous-demi-groupe U-h de D (~



la forme S’ x S". Considérons des éléments x’,y’ de D’~, s’,t’ de S’"* qui véri-

fient les relations x’s ’y’  S’ , x’t’y’ e D’ . Si D’, prenons pour x’’ un élé-

ment quelconque de S" , si x’ = prenons x" = faisons un choix

analogue pour y", s",t’’ . Les éléments x = (x’, x"), y = (y’, appartiennent

à D~ , s = (s’ , s") , y t = (t’,t~’) appartiennent à S~ et vérifient les relations

xsy E S, xty ~ D, on en déduit xty E S et 6 S’ . S’ est un sous-demi-

U-h de D’.

Théorème 1. 1 . 
-

Tous les sous-demi-groupes d’un demi-groupe .D sont 

si et seulement si D est isomorphe au produit direct d’un zéro demi-groupe
à gauche E par un groupe périodique G ayant tous ses sous-groupes distingués o

Si tous les sous-demi-groupes de D sont Ud-h, ils sont en particulier

unitaires à droite (remarque 1. lob) , D est donc isomorphe au produit direct

d’un zéro demi-groupe à gauche E par un groupe périodique G (théorème lf a 3 ~ 5~ o

Soit S un sous-demi-groupe de D = E x G, S = E’  G’. Pour que S soit 

dans D, il faut et il suffit que E + et G’ soient U d -h respectivement dans E et
dans G (propriété 1.5.) . o E’ est bien U d -h ’ 

i entraîne

x ~ E’o G’ est un sous-groupe de G~ G’ est U d-h dans G si et seulement si Gi
est sous-groupe distingué de G puisque d’après la propriété G’ = ~ (e), y

où e est un élément unité à droite d’un demi-groupe homomorphe à G (ce demi-

groupe est un groupe qui admet e pour élément unité).

Corollaire 1.1.-

Tous les sous-demi-groupes d’un demi-groupe D sont U-h si

et seulement si D est un groupe périodique ayant tous ses sous-groupes dis-

tingués . (23) .

Si S = E’ x G’, E’ doit être U-h dans E donc en particulier unitaire, 9

mais alors E est réduit à un seul élément.

Nous pouvons remarquer que la condition obtenue est identique à cel-

le qui détermine les demi-groupes ayant tous leurs sous-demi-groupes (-1, -1)
forts (corollaire II,, 3.8) . o

La propriété 1.1. nous amène à étudier les demi-groupes ayant des
éléments unités à droite 0



2) Demi-groupes ayant des éléments neutres.

Soit D un demi-groupe ayant un élément unité à droite e. Désignons
par E l’ensemble des éléments a de D tels que e E aD et e E Da , et par G le

groupe maximum associé à l’idempotent e. 0

Lemme 2,1, - G = E .

G est l’ensemble des éléments inversibles par rapport à e qui admet-
tent e comme élément unité, G est donc inclus dans E .

Si a appartient à E, il existe b, c E D avec ab = e , ca = e ; nous

avons donc cab = c.aeob = caoeb = e. eb = eb , cab = c. ab = ce = c, d’où c = e b.

c admet e comme élément unité, ca = e , ac = a, eb = ab = e , c appartient donc

à G, son inverse dans G est ea ; mais ac = e donne aca = ea , d’où ae = ea ,
a = ea ; a appartient à G qui est donc égal à E .

Ce lemme montre que le radical de G est égal à G, en effet, si x

appartient au radical de G, il existe un entier n avec xn E G, donc il existe

g E G avec x n .g=g.x n =e, ce qui donne E, c’est-à-dire x 6 G .

Soient A = D ; e ~ Da }, B = { b E D ; e ~ bD} , C = 
A’ = A - C, B~ = B - C .

Lemme 2. 2. -

Si les ensembles indiqués ne .sont pas vides, alors :
- A est un idéal à gauche maximum de D ;
- B est un idéal à droite de D ;
- A’ , B’ , C sont des sous-demi-groupes de D ; C contient tous les idéaux

bilatères propres de D .

Si a est un élément de A, pour tout x E D , xa appartient à A, en ef-

fet, Dxa est contenu dans Da. On voit de même que B est un idéal à droite.

Soit I un idéal à gauche contenant un élément i de D - A, e appartient à Di, Di
est contenu dans I, donc I contient De et par suite I est égal à D . A est bien
l’idéal à gauche maximum de D. C étant l’intersection de A et de B est un sous-

demi-groupe ; si x appartient à D - C , Dx (ou xD) contient e, l’idéal bilatère

engendré par x est égal à D, C contient tous les idéaux bilatères propres de D.



e E aD} , G+B’= {b ~ D;e E Db} .
G + A’ 1 est un sous-demi-groupe de D, en effet, si appartiennent à G+A’,

il existe a’ , a’ 2 avec a 1 a’ 1 = a 2 a’ 2 = e , ’ d’où a 1 a 2 a’ 2 a’ 1 = -= 

a 1 a’ 1 = e

donc appartient à G + A’ . A’ = (G + A’) n A est un sous-demi-groupe de D;

de même G + B’ et B’ sont des sous-demi-groupes de D .

Considérons le complexe G. ’ e , si a appartient à G.’e , ea est dans

G, il existe donc un élément g de G tel que gea = e ., a appartient donc à G + 0

contient G et est contenu dans G + B’ ; ; posons B’ = B’ n (G. ’ e~, B"= 
Lemme 2. 3. -

Si B’ et B" ne sont pas vides, ce sont des sous-demi-groupes. o

Soient b1’ b deux éléments de G. ’ e , on a

d’où mais eb1eb2 = eb b , donc b b

~ G. e . Comme B’ est égal à B’ n G . ’e , B’ est un sous-demi-groupe de D.

Soient b , b deux éléments quelconques de B", . b b 2 appartient à

Bs car B’ est un sous-demi-groupe. D’autre part, il existe a1,a2 ~ G + AI

tels que a1b1 = a2b2 = e ; supposons que appartienne à G, posons

eb 1 b - 2 g ; " " 
,, multiplions à

droite par g’ l’inverse de g dans G, il vient gr o Nous en dédu.isons que

al est dans G, car si appartenait à A’, serait dans A qui est un idéal

à gauche. Les relations a.. e G , impliquent G , contrairement

à l’hypothèse b1 E B" o B" est donc un sous-demi-groupe de D .

Théorème 2.1. -

Un demi-groupe D ayant un élément unité à droite e est la

somme de cinq sous-demi-groupes (certains peut-être vides),

D = G + A.’ + B’ + B" + C .

G est le sous-groupe maximum associé à l’idempotent e, G est aussi l’ensem-.



ble des éléments inversibles (à droite et à gauche) par rapport à e .

G + A’ est un sous-demi-groupe égal à l’ensemble des éléments inversibles à

droite par rapport à e.

G + B’ + B" est un sous-demi-groupe égal à l’ensemble des éléments de D in-

versibles à gauche.

A’ + C est un idéal à gauche propre maximum de D égal à l’ensemble des élé-

ments non inversibles à gauche de D .

B’ + B" + C est un idéal à droite égal à l’ensemble des éléments non inversibles

à droite par rapport à e .

C contient tous les idéaux bilatères propres de D .

G + B’ est un sous-demi-groupe égal à G .’ e .

Ces complexes se multiplient de la façon suivante :

Un élément inversible à gauche est évidemment inversible à gauche

par rapport à e , inversement, si b est inversible à gauche par rapport à e,

il existe D avec ab = e , Db contient Dab qui est égal à D, b est donc

inversible à gauche . Cette remarque et les lemmes 2.1. , 2.2. , 2.3, démon-

trent la partie du théorème qui précède la table de multiplication. Pour véri-

fier celle-ci, désignons par g [resp. a’ ,b’ ,b" , c] , , un élément de G resp.
A~B’.B~C] .
1) GA’ ; GA’ est contenu dans A car A est un idéal à gauche, GA’ est contenu

dans G + A’ car G + A’ est un sous-demi-groupe, on a donc GA’ ~ A’ .

2) A’G ; a’g appartient à G + A’, si a’g appartenait à G, a appartiendrait à G,

donc A’ G est contenu dans A’.

3) GB’ ; GB’ = GeB’ qui est contenu dans GG c’est-à-dire G.



4) B’G ; B’G est contenu dans B car B est un idéal à droite ; eB’G est contenu

dans G, donc B~G est contenu dans B’ .

5) GB" est contenu dans le sous-demi-groupe G + B’ + B" ; si egb" ap-

partenait à G, eb serait dans G ce qui est impossible, donc GB" est inclus

dans 

6) B"G ; g le raisonnement de 5) montre que B"G est inclus dans B" .

7) GC ; GC est contenu dans l’idéal à gauche A qui est égal à A’ + C .

Si e est un élément unité bilatère, GC est contenu dans C, en effet,

si gc a.ppartenait à A’, il existerait b ~ D avec gcb = e, ce qui donnerait

cb ~ G , or ceci est impossible car B est un idéal à droite qui contient c.

8) CG ; CG est contenu dans l’idéal à droite B ; si cg appartenait à B" + B", il

existerait a ~ D avec acg = e , mais alors ac appartiendrait à G et c serait

inversible à gauche ce qui est impossible ; CG est contenu dans C 0

9) A’B’ ; g A’B’ = A’eB’ , A’B’ est contenu dans A’G donc dans A’ .

B’A’ ; B’A’ est contenu dans A f1 B c’est-à-dire C car A est un idéal à gau-

che et B un idéal à droite. On a de même :

15) B’B" ; B’B" est inclus dans le sous-demi-groupe B’ + B" ; si b’b" apparte-

nait à B’, eb’ et eb’b" seraient dans G , mais alors eb" serait dans G ce qui

est impossible ; B’B" est contenu dans B".

16) B"B’ ; B "B’ = B"eB’ , et par suite B"B’ est contenu dans B"G donc dans

B~ .

17) A’C ; A’C est inclus dans l’idéal à gauche A’ + C .

18) CB’ ; CB’ = C eB’ , CB’ est donc contenu dans C .

19) CBif ; CB" est contenu dans le sous-demi-groupe B’ + B" + C .

Corollaire 2,1. -

Si e est un élément unité bilatère, la décomposition de D est

la décomposition en éléments inversibles donnée par Ljapin (22).

B’ est alors vide, de plus nous avons remarqué que dans ce cas GC est contenu

dans C ..



Théorème 2, 2, -

A’ est vide si et seulement si B" est vide.

Si le demi-groupe D est o -simple et si A’ est vide, D = G. e + ~ 0 } ,

Si A’ n’est pas vide, soit a un de ses éléments, il existe b 6f G+B’+B"

avec ab = e ; si b appartenait à G + B’, eb serait dans G, mais alors la rela-

tion ab = e impliquerait a E G ce qui est impossible ; b appartient donc à B" et

B" n’est pas vide. o Inversement, si B" n’est pas vide, soit b un de ses éléments,
il existe G + A’ avec ab = e, si a appartenait à G, eb serait dans G ce qui
est impossible, a appartient donc à A’ y qui n’est pas vide.

Supposons maintenant D o -simple, si C est différent de { 0} , soi t

c un élément de C - { 0 } . L’idéal bilatère engendré par c est égal à D, il

existe donc a, b E D’~ avec acb = e, d’après la définition de C, a et b sont
dans D ; b étant inversible à gauche par rapport à e appartient à G + B’ + B" .
Si b était dans G + B’, eb appartiendrait à G, mais alors la relation acb = e

impliquerait ac ~ G , c serait inversible à gauche ce qui est impossible, donc
b appartient à B" qui n’est pas vide. o Ceci finit de démontrer le théorème. ,

Définition 2,1. - (Ljapin (22)).

Un élément x d’un demi-groupe D est dit grossissant à droite,
s’il existe un complexe D’ dans D, D’ différent de D, tel que l’on ait

D’x = D 0

Soit 8 le demi-groupe bicyclique (4), c’est-à-dire le demi-groupe

engendré par deux éléments u, v liés par les relations :

Théorème 2, 3, -

Soit D un demi-groupe ayant un élément unité à droite e. Pour

qu’un élément x de D soit grossissant à droite, il faut et il suffit qu’il existe

un monomorphisme 03C6 de B dans D tel que l’on ait

Remarquons d’abord que x est grossissant à droite si et seulement

si ex est grossissant à droite puisque D’x = D’ex .



1) Soit x un élément grossissant à droite de D ; il existe y 6 D avec yx == e, ce

qui donne ey.x = e, nous pouvons donc choisir y tel que ey = y .

Soit l le sous-demi-groupe de D engendré par x.- e x et y , l = { x , y}
Comme yx~ 

= e ~ ex~ 
= x e = x 5 ey = ye = y ~ les éléments se mettant

sous la forme :

x~ y~ , avec x~ 
= y = e , p , q entiers ~ 0 .

Si nous avons = x., D" yq" avec p’  p" ; multiplions à gauche par

y" , il vient xp’-p"1 y" = y" .
Si p’ = p" , q’ ~ q~ , soit r = sup (q’,q~) , y~ x~ = y~ x~ ce qui donne

x~ = e avec d = tq’ " q~t ? , mais ceci est impossible car un élément gros-

sissant à droite est sans torsion (22) .

en particulier, il existe z cE D avec = e ; x~ est inversible à gauche et à

droite par rapport à e , d’après le théorème 2.1., x. appartient à G, il existe

x’ 6 G avec = x’ x = e ; x. étant un élément grossissant à droite, il

existe D’ C D avec D’x = D ; " on a D’ = D’e = D’x x’ = D x1x’1 =

De = D ; ce qui donne D~ = D,d’où une contradiction.

x~ y est donc la forme canonique des éléments de ~6. L’application
03C6 de B dans D définie par = xp1 y est un isomorphisme de B sur l

tel que W (u) = xi = ex > W ~ /R ) ~ ~ "
Cette démonstration montre de plus que si x est un élément grossis-

sant à droite de D, x appartient à B" , en effet, x appartient à G + B ’ + 

mais x ne peut appartenir à G + B ’ car xi 
= ex n’appartient pas à G .

2) Inversement, soit Ç un monomorphiflme du demi-groupe bicyclique (6 dans
D tel que ~(e~û) = e ; soit x un élément de D vérifiant ex = ~P(u) . On a



t~ (v) n’est pas inversible à gauche par rapport à e car s’il existait a a;vec

a . i~ (v) = e , nous aurions a = a ~(u) = ~p(u) , , mais ceci est impossible,

est différent de e.

D C D , 9 car e n’appartient pas à D, t~ (v) , or [D x = [D ex =

D. ~ (v). ~ (u) = De = D , x est bien un élément grossissant à droite de D .

Théorème 2. 40 -

Soient D un demi-groupe ayant un élément unité à droite e,

et D = G + A’ + B’ . + B" + C sa décomposition du théorème 2.1. Les éléments

de B" et seulement eux sont grossissants à droite.

Nous avons déjà vu dans la démonstration précédente que les éléments

grossissants à droite appartenaient à B". Inversement, soit b un élément de

B" il existe a ~ A’ avec ab = e , nous pouvons supposer que ea est égal à a.

Soit c = eb , considérons ~ le sous-demi-groupe de D qui est en-
’ 

gendré par a et c. Comme ac = e , ae = ea = a, ce = ec = c, les éléments de

l sont de la forme p, q entiers 0 , avec a = c = e .

Soit cpaq = cp’aq’ , avec p  p’ , on en déduit c a = a .

Si p = p’, posons r = inf (q, q’) , s = q - q’ , nous avons
a q c r = aq’ cr, d’où a s = e , mais ceci est impossible car a est dans A’ et

e dans G (A et G sont des sous-demi-groupes disjoints).

Si p > p’ , c c p-p’-1 a q D = D  aq’ cq’, D = eD , il existe d E D

avec cd = e , d’après le théorème 2.1. , c appartient à G, donc b appartient à

G + B’ , , d’où une contradiction. L’application 03C6 de &#x26; dans D définie par

03C6(upvq) = cp aq est donc un monomorphisme de B dans D , de plus 03C6(eB) = e,
~(u.) = eb , , b est un élément grossissant à droite (théorème 2. 3. ) .

Corollaire 2. 2 . -

A’ et B" sont des sous-demi-groupes sans torsion.

Pour B" ceci résulte du théorème 2.4. et des propriétés des éléments grossis-

sants (22) .

Soit a un élément de A’, il existe b E B" avec ab = e , eb = b ; sup-

posons qu’il existe deux entiers m, n, n > m tels que a = a , alors,



am b~’ - an bm d.onne e = bn - ~ ce qui est impossible puisque b est un élément

sans torsion. -

Corollaire 2 0 3.-

Un demi-groupe périodique D ayant un élément unité à droite e,

est de la forme D= G +B~ ~C , où

G est le groupe maximum associé à l’idempotent e, G + B ° est égal à G . ’ e ,

C est un idéal bilatère maximum de D ; en particulier, si D est ~-simple,

C ..

En effet, 4 si D est périodique, A’ et .B" sont vides.

Corollaire 2 c 4 ~, _.

Un demi-groupe périodique, o- simple [simple) D est un
groupe avec zéro [groupe] si et seulement si D contient un élément unité bila-

tère.

Supposons maintenant que D ait plusieurs éléments unités à droite.

Soient e et f deux de ces éléments. D’après le théorème 2.1. , il correspond à

e et f deux décompositions de D que nous notons avec e et f en indice. 
’ 

’

Théorème 2 c 5 0 -

Soit D un demi-groupe ayant plu.sieurs éléments unités à droite.

Soient e et f deux de ces éléments, soient :

les décompositions correspondan.tes. On a

c) f ~ B’e, inversement si g est un idempotent appartenant à B’ , ge e

est un élément unité à droite de D

(a) G + B E + B" est 1 °ensemble des éléments de D inversibles à 
e e e

che, ~donc cet ensemble et son complémentaire ~~ + C sont indépendants de e.
e e

B’P est l’ensemble des éléments grossissants à droite de D (théorème 2.4. ), donc



cet ensemble est indépendant de e, on pose B" = B" .. 

e

E D avec ab = e , ca = e (théorème 2.1.) .

Soit a un élément de G , considérons fa , fab = fe = f , fc. fa = fca = fe = f,

donc fa appartient à G . Soient Ç et 03C8 les applications de D dans D définies

respectivement par, V a e D, 03C6(a) = fa , 03C8 (a) = (ab) = fab = fafb , ,

lf et 03C8 sont donc des homomorphismes. Si a appartient à 

e.fa = et. a = ea = a , de même si b appartient à fD,BfJotlJ (b) = b . En particulier,
la restriction à G établit un isomorphisme de G sur G .

G e ~ G f est vide car G e et G f sont les sous-groupes maximaux asso-,
ciés à deux idempotents distincts.

a E A’ 
e ~====~~b 6 B" avec ab = e (théorème 2. 2. ) . .

Si a appartient à A’ , fab = fe = f, donc fa appartient à Ai , plus précisément
à fA’ qui est un-sous-demi-groupe de est un isomorphisme de eA’ e sur

fA’ .
Si fA’ f n’est pas vide, soit a un de ses éléments, ’ il existe b E B" avec

ab = e, en outre fa = a car a appartient à fA’ , on en déduit fab = ab = e ,

fab = fe = f , donc si f est différent de e, A’ e n fA’ est vide.
étant dans G f appartient donc à G e + B’ e et

même à B’ car G ne contient qu’un seul idempotent e. Inversement, soit g
e e

un idempotent inclus dans B’ , eg appartient à G , mais eg est un idempotent,

en effet, eg. eg = egg = eg , , donc eg = e ; Dg = Deg = De = D , g est bien un

élément unité à droite de D.

C orollaire 2. 5. -

Soit E l’ensemble des unités à droite de D, si E n’est pas vide,

D = 
e ~T r~, E G 

e 

où les G 
e 
sont des groupes isomorphes, R, B" des sous-demi-groupes sans

torsion, A un idéal à gauche maximum, de plus on a



f 
est inclus dans G + et par suite on peut écrire,

Restégalà en 

contenu dans Br’ d’autre part si x est un élément de Br’ x n’appartient
I . lit 1

à aucun Gf , donc x appartient à Ro

R est donc un sous-demi-groupe, R est sans torsion, autrement R con-

tiendrait au moins un idempotent, mais ceci est impossible car,d’après le théo-

rème 2.5~ un idempotent de B’ e est un élément unité à droite 
de D. On a

A = A’ + C , donc A est un idéal à gauche maximum (théorème 2.1.).
e e 

.

Corollaire 2.6.-

sont des sous-demi-groupes sans torsion,

C est un sous-demi-groupe qui contient tous les idéaux bilatères propres de D ;

~

D’après le théorème 2.5. , fA’f n A’ e est vide, on peut donc écrire

C’est inclus dans C ; d’autre part si x est un élément de C , x n’appartient à

aucun A’ donc x appartient à C’et C’est égal à C . E E, C est un sous-
e. e

demi-groupe qui contient tous les idéaux bilatères propres de D, ë vérifie les



mêmes propriétés.

Pour établir les autres résultats montrons d’abord que V est un
e ,

idéal à droite da.ns A’ . Si. a appartient à V ~ a’ à A’ , , alors aa’ est dans At 
f

e e e e

puisque A’ est un sous-demi-groupe, Il existe b ~ B" avec a’b = e, si aa° v ap-
e

partenait à U , on aurait eaa’b a = ea, mais ceci contredirait l’hy-
. 

e

pothèse V ; donc aa’ appartient à V . Pour tout élément e de E, V este e e

un sous-demimgroupe de DE) On a

Ces relations montrent en particulier que 

sont des sous-demi-groupes de D, san.s torsion ainsi que les sous-demi-groupes

U , V , d’après le corollaire 2. 2.
e e 

Théorème 2. 6. - > . 
’

Soient D un demi-groupe ayant des unités à droite, E l’ensem-

ble de ces éléments unités, alors 
’ 

’

V sont des sous-demi-groupes sans torsion ;

B~’ est l’ensemble des éléments grossissants à droite de D ;

C’est un sous-demi-groupe contenant tous les idéaux bilatères propres de D ;

A= 
e E E U + E Ve + C est un idéal à gauche maximum;

G 
e 

est le sous-groupe maximum associé à l’idempotent e ;

Ces sous-demi-groupes vérifient la table de multiplication suivante :



Remar ue : Pour G , G ceci est un cas particulier d’un théorème dû à Miller

et C lifford (4).

En tenant compte des théorèmes 2.1. , 2. 4., 2. 5., des corollaires

2.5., 2.6., il nous reste seulement à vérifier quelques cases de la table de

multiplication. On a



Corollaire 2. 7 . -

Soient D un demi-groupe périodique, E l’ensemble des élé-
ments unités à droite de D, si E n’est pas vide,

D = e ~E G e + C, où .

les G sont des groupes isomorphes , ~ e, f ~ E, G . G - G ; C est l’idéale ’ ’ 
e f e

bilatère maximum de D.

C’est une conséquence immédiate du théorème précédent et du corollaire 2.3.
Thierrin a étudié les demi-groupes limitatifs (28). Un demi-groupe

D est limitatif à droite si, Va, b , x e D, les relations ax = bx = a entrafnent

a = b , D est limitatif s’il est limitatif à gauche et limitatif à droite.



Corollaire 2 . 8 . -

a) Tout demi-groupe limitatif à droite et périodique est une somme

dégroupes.

b) Si D est périodique, D est simple et a un élément unité à droite au

moins si et seulement si D est limitatif à droite.

c) Tout demi-groupe limitatif et périodique est un groupe.

a) Tout idempotent d’un demi-groupe limitatif à droite est un élément

unité à droite du demi-groupe. Dans la décomposition du théorème 2.6o, 9 C est

donc un. demi-groupe sans torsion. Si D est périodique et limitatif à droite, nous

avons 
..

D = G , a f 
et G .G- G

b) Si D est périodique et limitatif à droite, D a des éléments idempo-

tents, d’après a, D a des éléments unités à droite et D est simple.

Si D est périodique, simple et a des éléments unités à droite, d’après
le corollaire 2 . 7 a , D = r 

E 
G , avec G . G - G . Soient a, b, x des élé-

ments de D tels que ax = bx , soit G 
e 

le sous-groupe de D contenant a, ax, bx,

b, ex appartiennent à G , dans G on a
e e

a.ex = b. ex , ce qui entrafne a = b . D est simplifiable à droite donc

à fortiori limitatif à droite.

c) C’est une conséquence directe du a) (ce résultat généralise le co-

rollaire 2 du théorème 2 de (27)).

Nous allons maintenant préciser la position des éléments potentielle-
ment inversibles par rapport à la décomposition du demi-groupe D donnée par
le théorème 2 0 6.

Définition 2 , 2 -

Un élément a d’un demi-groupe D est potentiellement inversi-

ble à gauche, s’il existe un demi-groupe D’ contenant D comme sous-demi-

groupe, et tel que a soit inversible à gauche dans D’.

Rappelons deux théorèmes dus à Sutov (22) :



Théorème 1. Pour qu’un élément a appartenant à un demi-groupe D soit poten-
tiellement inversible à gauche, il faut et il suffit que, ~ s ~ D , Vx, y ~ D
la relation

2 2
a x = a y entrafne sx=sy. 

Théorème 2 o Si a est un élément de type fini qui vérifie la condition du théorè-

me 1, a est inversible à gauche dans D et le demi-groupe cyclique engendré par
a est un sous-groupe de D .

. Théorème 2. 7. -

Dans un demi-groupe D, soient L l’ensemble des éléments

potentiellement inversibles à gauche, 9 M l’ensemble des éléments inversibles
à gauche, M’ l’ensemble des éléments grossissants à droite, posons
N = L - M , M" = M - M’ , 9 L, M, M’, M", N sont des sous-demi-groupes
de D, M’ et N sont sans torsion, D - L est un idéal à gauche de D.

On a D = M’ + M" + N + (D - L) , ces 4 sous-demi-groupes vérifient

la table de .multiplication suivante 1 , 

,

Soient a, b deux éléments de L. Si x y sont deux éléments de D~ qui

vérifient la relation (ab) 
2 
x = (ab) 

2 
y , on a

ab appartient donc à L o

Soient a un élément de L, b un élément de N, Dab est contenu dans

Db , donc Dab est différent de D, ab appartient à N , N est un idéal à gauche

dans L ; N est sans torsion d’après le théorème 2 de Sutov.

M et M’ sont des sous-demi-groupes de D (22). Soient a, b deux êlé-



ments de M’’ , ab appartient à M , si D’ est différent de D, D’a est différent

de D donc D’ab aussi et par suite ab appartient à M".

D - L est un idéal à gauche de D, en effet, soit b un élément de

D - L, si, pour un élément a de D, ab appartenait à L, la relation b 2 x = b 2 y
donnerait successivement : ab, bx = ab. by , abx = aby D , sx, = sy,
b appartiendrait donc à L, ce qui contredirait l’hypothèse.

Pour compléter la table de multiplication, il reste à vérifier :

Théorème 2. 8 . -

a) D est un demi-groupe sans éléments unités à droite si. et seulement

si L est vide ou si L est un demi-groupe sans torsion.

b) Si D contient au moins un élément unité à droite et si nous prenons

la décomposition du théorème 2.6., nous avons

M’ = B" , M"= 
e y: _ G 

e 
+ R , N C C

a) Supposons que L contienne un élément a de type fini, d’après le

théorème 2 de Sutov, a appartient à M. Il existe un idempotent e appartenant

au demi-groupe cyclique engendré par a ; M étant un sous-demi-groupe de D,
e appartient à M, d’où De = D , e est un élément unité à droite de D .

Réciproquement, si e est un élément unité à droite de D, e appartient

à L, L n’est pas vide et n’est pas sans torsion.

b) Si D a un élément unité à droite, d’après le théorème 2. 6. , on a

M’= 
’ 

e 6 X E G e + R et V e E. E ’ N ~ A’ 
e + C .

Si n’est pas vide, soit a un de ses éléments, a appartient à A’ donc il
e . e

existe b E D tel que ab = e, a appartenant à N et e à M", ea appartient à N, il

existe donc,dans un sur-demi-groupe D’ de D)un élément a’ tel que a’ea = e.



Dans D’on a 
°

a’e. ab = a’e. e = a°e ~ d’où a’e = eb et eba = a’ea = e ,

a est donc inversible à gauche dans D ce qui contredit l’hypothèse a ~ N .

Pour tout e ~ E , N est donc contenu dans C et par suite N est contenu dans C.
e

Théorème 2 0 9 0 -

Dans un demi-groupe D qui contient un élément unité à droite,

mais pas d’élément unité bilatère, un élément a est potentiellement inversible

à droite si et seulement si a est simplifiable à droite et si a n’appartient pas à

Da 0 L’ensemble de ces éléments est inclus dans ( 
e 
U C) E 

eD.

Soit e un élément unité à droite de D, soit a un élément potentielle-

ment inversible à droite, si x, y appartiennent à D, la relation xa = ya donne

xe = ye, c’est-à-dire x = y, a est simplifiable à droite dans D . S’il existe

x e D avec xa = a, alors xe = e , x = e , ea = a . Soit D’ le sur-demi-grou-

pe de D dans lequel a est inversible à droite, on a

eaD’ = a D’ = D’ , e D’ ~ e a D’ , e D’ = D’ ,

ce qui montre que e est un élément unité à gauche de D’, e est donc un élément

unité bilatère de D contrairement à l’hypothèse. Il en résulte que a n’appartient

pas à Da, en particulier, a n’est pas inversible à gauche dans D et a est diffé-

rent de ea, donc a appartient à (V + C ) B eD .

Inversement, soit b un élément simplifiable à droite qui n’appartient

pas à x, y 6. D , la relation xb - yb entrafne xb = yb , si x, y appar-

tiennent à D, on en déduit x = y et, D, xs = ys , si y = xb = b con-

tredit l’hypothèse, b est donc un élément potentiellement inversible à droite.

Nous avons vu que l’ensemble des éléments potentiellement inversi-

bles à droite était, ~ e ~ E , inclus dans (V + Ce) B eD , cet ensemble est

donc contenu dans E (V + C )B YE eD. C ) = K,

on a



(théorèmes 2 . 5 . , 2 o 6 . > ce qui donne, " f é E , v~ + K ,

e ô~E ~ ~ °

si a n’appartient pas à 
e U E v e + é , , il existe f é E tei que c f ne contienne pas

a, donc a n’appartient pas à Vf + Cf , a n’est pas dans K, K = 
e iE 

Exemple 2 , 1 .

Soient N = ( 1 , 2, .. ... , n, .. ...}, E = ( O , 1 , 2 , ... , n, ...)

D = ( applications de E dans N ) , sÎ a et $ appartiennent à D , $ (E) $b N

donne a o $ (E ) g a (N) £ N .

D est un demi-groupe pour la composition des applications.

L’élément e de D défini par e (0) = n , Y p E N , e (p) = p , est un
n n n

élément unité à gauche de D, en effet, 1 p é E , e o a (p) = a (p) puisque a(p)
n

E N . Inversement, soit e un élément unité à gauche de D , nous avons en par-

ticulier e ei 
= 

ei > d’°Ù ’ P « N > eP> = P > Si e°> = q > e = eq .
Considérons la décomposition de D (théorème .2 , 1. ) liée à l’élément

unité à gauche e . Nous noterons ses éléments avec n en indice.
n

G = 1 éléments inversibles à gauche et à droite par rapport à e 1 . Si a E G
n n n

] b , c é D avec ab = e , ca = e , soient a’ , b’ , c’ ,I,les restrictions res-

pectives de a, b , c , e à N . Nous avons a’b’ = c’a’ = I , I étant l’identité sur
n

N , a’ induit une permutation dans N. D ’autre part a e = a donne a(0) = a e (0) =
n n

a(n) .

Inversement, soit a un élément de D qui induit sur N une permutation

et tel que a(0) = a(n) ; il existe b’ avec .a’b’ = b’a’ = I (a’ restriction). Posons

b(0) = b’(n) , Y p E. N , b(p) = b ’(p) , b est un élément de D et nous avons si

p / O , ab(p) = ba(p) = p , ab(O) = ab’(n) = a’b’(n) = n , ba(O) = ba’(n) = b’a’(n)=
~

n , donc ab = ba = e et a OE G.
n n



G ° , e = G + A’ ; a E A ’ ~ a e è G et a ~ G . Sur N, a induit
n n n n n n n n

une permutation , en effet a(p) = a e n (p) , a ~ G n implique donc a(O) / a(n).

Inversement, si a induit sur N une permutation et si a(O) / a(n) , a e G G
~ 

n n

et a #l G ~n
a é G + A’ q#a’ permutation de N ; si pest l’élément de N défini par a(0) =

n n 
’

a(p) , a appartient à Gp , nous avons donc Gn + A’n = p à N Gp, dans cet

exemple R est vide. Nous poserons G1 + = G + A’ .

A" = i éléments grossissants à gauche de Di , a é’ A" - 3b è D avec

a b = e1 et a E G + At (théorème 2. i > , ceci donne atbt = I , c’est à dire at

application surjective de N sur N , a ~ G + A’ donne a’ non injective. Inverse-
ment, si un élément a de D admet une restriction sur N surjective mais non

injective, il existe b’ avec a’b’ = I, définissons b en posant, il p é N ,
o i
b(P) = b ’ (P) et en Prenant b (0) E a’ (1) , ab(P) = P , ab (°) = 1 , donc ab = ei >

A" 1t = ( a é D ; a’ surjective mais non injective} .

B ’ = ’ 
éléments inversibles à gauche par rapport à en mais non in-

versibles à droite dans D ) . Si b E B’ , il existe a OE D

avec ab = e , d’où
n

a’b’ = I , b ’ est donc une application injective de N dans N , b’ n’est pas surjec-

tive puisque b n’est pas inversible à droite. D’autre part., nous avons ab(O) = n,

soit b(O) = 1 , si 1 é b(N) , désignons par j l’élément de N égal à b 1(i) ; on a
ab(O) = a(1) = ab(j) = j , d’où j = n ; par suite b(O) = b(n) ou b(O) ÇÉ b(N) .

Inversement, soit b e D , tel que b(O) = b(n) ou b(O) 4 b(N) , et tel

que b ’ soit injectif mais non surjectif. b’ étant injectif, il existe a’ avec a’b’ = I

définissons a par y p e N, a(p) = a’(p) , a(O) = q , q élément quelconque.

Ù p C N , ab(p) = a’b’(p) = p ; si b (O) = b (n) , ab(O) = ab(n) = n ; si b(O) = 1

jt b(N) , ’ on peut choisir at avec at(1) = n , car a’(1) est arbitraire, nous avons
alors ab(O) = a(1) = a’(1) = n .

B ’ = ’( b È D ; b ’ injectif, non surjectif; b(O) = b(n) ou b(O) §b b(N) 1 .
n



U = = (b G D j b ’ injectif, non surjectif ; b (o) = b(n)) .n n n ......... -.....

V = B ’ - U = ( b E D g b’ injectif, non surjectif; b(O) # b(N)) , V est in-
n n n ’t n

dépendant de nv

C = a E D , a’ non surjective et si a’ est injec.tive , a(O) e’ a(N) , ’}n ~ a(°) / a(n) Î
C = 

n N Cn = {a ~ D ; a’ non injective et non 
Pour tout n E N , G est isomorphe au demi-groupe des permutations de N ,n

Un est isomorphe au demi--groupe des applications de N injectives mais non
surjectives v ,

Posons e = la table de multiplication du théorème symétrique du

théorème 2, l~ donne: i D , A"C § A’ + A" + C , C G £ C + B’ ,,
C B’ £ C + B’ , montrons que le nombre des éléments figurant dans ces cases

ne peut être réduit Soient :



Exemple 2.2.-

Considérons les deux demi-groupes d’ordre 4 donnés par les

tables suivantes :

les sous-demi-groupes fia, b} de D et de 1J’ sont isomorphes, les deux demi-

groupes D et D’ admettent deux décompositions définies par le théorème 2.6.

identiques mais D et D’ ne sont pas isomorphes.



3) Demi-groupes X , X’ .
P P

Dans cette partie nous allons construire des demi-groupes qui

nous permettront de préciser le théorème 2.3.

Construction du demi-groupe X .
Soit X l’ensemble des triplets (a~b,c) , avec a = 0 ou 1 ; b , c nom-

bres entiers positifs ou nuls, a + b + c ~ 0 . Soit h l’application de Z dans Z

définie par : h(x) = x, si x ~ 0 ; h(x) = 0 , si x  0 .

Considérons la loi de composition suivante :

c’est bien une application de X X X dans X , de plus on vérifie aisément que,

muni de cette loi, X est un demi-groupe .

Posons : (1, 0, 0) - e , (0,1, 0) - u , (0, 0,1) = v . Nous avons

donc sous l’une des formes canoniques suivantes: ua vb avec a + b > O .

ou e ua vb , avec la convention u = .v = 1X* , a j .. O , b h O .

Nous avons de plus, e = (l , O , O) ~ (l , O , O ) = (1 , O , O) = e ,

X est donc engendré par les deux éléments u, v liés par les relations :

vu = e , ue=u , ve = v ; e est un élément unité à droite de X . La dé-

composition du théorème 2.1. associée à e donne :

Construction des demi-groupes X , X’ , p ~ 1 .
P P

Considérons dans X la relation d’équivalence P définie par la par-
P

tition suivante : (l,a,b) et (O,a,b) appartiennent à la même classe si et seu-



lement si a est supérieur ou égal à p, b quelconque, les autres éléments for-
ment chacun une classe. P est une relation d’équivalence régulière,p

à gauche :

à droi.te :

. , 

,

les deuxièmes membres sont équivalents mod. P puisque a J p .
P

Posons X = X/ P , X est engendré par u et v liés par les relations
P P P

vu = e , ue = u , ve = v , e up = La forme canonique des mots de X est
. 

P

Nous poserons également X~ = X .

Considérons maintenant dans X la relation d’équivalence P’ définie
p

par la partition suivante : (l, a, b) et (0, a, b) appartiennent à la même classe si

et seulement si a est supérieur ou égal à p , (l,O,b) et (O,Q,b) appartiennent
à.la même classe ; les autres éléments forment chacun une classe. P’ est

p

régulière ; pour les classes du premier type, ceci résulte de l’étude de P .
_ 

P
De plus, on a

p ~
Posons P’~ = P’ 

, X’ = X/ P’ . X’ est engendré par deux élé-00 

p=lp p p p

ments u et v liés par les relations de définition:

vu= e , ev = ve = v , ue==u , La forme canonique des mots de

X’ v, est u a v b , eu a’ v b’ , avec u =1X’* , v =e , 0  a’  p .P 
P

En particulier X’ est isomorphe au demi-groupe bicyclique .



Propriétés des demi-groupes X , X’ . 
’

P P

Régularité des éléments :

Dans X ou X’ les él.éments a > O , e uavb admettent un inverse au
P P

moins. Tous les éléments de sont réguliers, . mais seul 43 = X’1 est un demi-

groupe inverse car si p > 1 , admet deux inverses distincts pour b  p.

Eléments idempotents:
= u~ ~ ~~~ - ~~ , . ~~ - ~~ , , est idempotent si et seulement

si h(a - b) = O et si th(b - a) = O , c’est-à-dire si et seulement si on a a = b ; de
même e idempotent si et seulement si on a a = b .

L’en semble E 
p E ~ p des idempotents de X p X’ p est un sous-demi-groupe.

E et E s sont isomorphes ; pour la relation d’ordre de Rees (e  f~ ef = fe = e)p p ’

nous avons :

Equivalences de Green.

Soient x et y deux éléments d’un demi-groupe D , .

x = ~ x et y engendrent le même idéal à gauche dans D,
x ~ y ( ~rj ~ x et y engendrent le même idéal à droite dans .



Disposons les éléments de X selon le tableau suivant :

Pour X les lignes e ua ... , sont supprimées si a est supérieur ou égal à p,
P

pour X’ la première ligne et les lignes pour a supérieur ou égal à p,
P

sont supprimées.

Dans ce tableau les classes mod. R sont constituées par les différentes

lignes, les classes mod. $ par chaque élément de la première ligne et par cha,-

que colonne moins le premier élément. Les classes mod. = L ~ R sont donc
constituées par un seul élément, en particulier les groupes maximaux associés

aux idempotents sont réduits à ces idempotents.

LesX , X t sont s imples car, X , contient
P P P P P P

X = X e = X , même calcul pour X’ .
P P P P

soit Ô = . Ôl , d’apr.ès la forme des 1- classes et des ÔÙ -classes, X est
P

formé de deux classes mod. , ce sont: 
.

~l ~ ~ ’ ~~ ’ ° ° ° ° ° ’ ° ° ° ° ~ ’ et ~2 est un 

cyclique infini, D 2 est un sous-demi-groupe engendré par u, ev ; D2 est isomor-

phe à X’ ; ; x’ est un demi-groupe bi-simple (4) et régulier.
P P



Equivalence P’ .

a b c d
W est vide car les X , X~ sont simples . Soient x = e u v , y = u v ,

c P P

tels que l’on ait x = y(p’) , v =e implique =e , d’où

- si a ~ c , b > d , , = e et , c = a , d=b; .. b ;

- si a > c , b ~ d , 
a+b-d 

=e , ce qui est impossible ;
- si a ~ c , b ~ d , v 

~~~~~ 
=e , ce qui est impossible ;

- si a > c , b > d , = e , ce qui donne a-c = b-d =r,

x , mais =e implique =e soit

u v = e ce qui est impossible, donc si x = y ( p’ )? alors x = e u v ,
e

a b
y = u v , ou x = y . ,

D’autre part, ~d ~ 0, e .’. u = e .’. eu = { (v , e) , (ev , e)};
0 , e .B v =e .’. ev = {(e, u ) , (e, eu )} ; nous avons donc

v (p’ ) , u = eu (p’) , d’ou = eu v (p’) puisque p’ est ré-

gulière à droite.

Cette étude montre que p’ n’est l’égalité que dans X’ = 8 (demi-

groupe bicyclique) et que X 
p 

/p ’ 
e 

et X’ 
p 
/ p’ 

e 
sont isomorphes à ? .

Lemme 3.1. -
’ 

Pour tout élément x de X ou de X’ , si x est différent de u,
P P

v, eu, ev il existe un élément x’ différent de e qui n’est pas une puissance de x
ou de ex et qui commute avec x.

, a ~0 , b >0 , a+b ~ 2 , prenons x’ = uv ; ;ona

x x’ = uv = x , x’x = x , x’ ~ xn et x’ ~ e xn car avec c j a,

d ~ b , donc c+d > 2 .

2) Si y = ex, x donné par 1), prenons y’ = ex’ ; on a

y y’ y’y = ex’ex 

3) Si x = uv , prenons x’ = u v , d’après 1, x x’ = x’ x = x~ .
x = x donc Vn, et De même si y = euv , 

a ~ 1, x’=u. a ~ 1 , y’ = eu.



5) Si x=v , b ~1, x’=v. Si y = e v , b ~ 1 , y’==ev.

6) Si x=u , si x’ = u~v~, avec b > 1, on a xx’==u~~ ,
, 

a b-1
x’x=u v ,

v , avec b > 1, 
, 

a b-1
x’x=eu v .

7) Si x = eu , v ou ev , un calcul analogue montre qu’il est impossi-
ble de trouver x’ différent de e , x~ , e x~ qui commute avec x.

Théorème 3.1.-

Les demi-groupes X , X’ n’admettent pas d’automorphisme
distinct de l’automorphisme identique.

Soit ~ un automorphisme de X ou X’ . e est le seul élément unité

à droite, donc = e . La propriété indiquée par le lemme 3.1. est conservée

par 03C6, il en résulte que 03C6(u) est égal à u , eu , v ou ev.

Si 03C6 (u) = eu ou ev , 03C6 (u) = e . = 03C6(e), 03C6(u) = 03C6(eu) , si u ~ eu ceci est

impossible.

Soit u ~ eu , v ~ ev , alors 03C6(u) = u ou v , 03C6(v) = u ou v,
= u donne 03C6(v) = v , 03C6 est l’automorphisme identique ;

03C6(u) = v donne 03C6 (v) = u, mais alors = 03C62(u). 03C6(v) = v u = v = 
ce qui est impossible. 

Soit u ~ eu, v = ev , alors en plus des hypothèses précédentes nous
pouvons avoir : 03C6(u) = u , 03C6(v) = eu, ce qui donne 03C6(v) = impossible,

ou ~u)= v , ~(v) = eu, ce qui donne impossible.
Soit u = eu, v ~ ev , cas symétrique du précédent.
Soit u = eu, v = ev, u et v engendrent alors le demi-groupe bicycli-

que, dans ce cas le théorème est démontré dans (22).
En conclusion, 03C6(u) == u , 03C6(v) = v , 03C6 est l’automorphisme identique.

Corollaire 3.1.-

Si un demi-groupe D est isomorphe à X (ou à X’ ), il n’existe

qu’un seul isomorphisme entre D et X (ou entre D et X’ ).
P P’



Soient ~ et deux isomorphismes de X [ou de dans D~

~ ~ est un automorphisme de X , Fx’ 1 , donc est l’identité.
Théorème 3.2.-

Soit D un demi-groupe ayant un élément unité à droite e.

a) Si x est un élément grossissant à droite de D et si p est le plus

petit entier vérifiant x p = e x P (si aucun entier q ne vérifie x Q = e nous

posons p =«)) il existe un monomorphisme 1p de X’ 
P 
dans D tel que l’on ait

~(e’) = e , = x. (e’ est l’élément unité à droite de X’ ).
b) Si nous avons de plus un élément y de D différent de ey, tel que

yx = e , il existe un monomorphisme 03C8 de X 
P 
dans D tel que = x,

~ (v) = y .

c) Inversement, s’il existe un monomorphisme 03C6 de X’ [ou de X 1
dans D tel que = e~ l’élément x = est grossissant à droite dans D et

p est égal à la borne inférieure des q vérifiant x = e x .
Démontrons d’abord b). Considérons le sous-demi-groupe de D en-

gendré par x et y, soit C = { x,y } ; on a yx = e, xe = x, ye = y , donc les
a b a’ b’

éléments de C sont de la forme x y , a+b > 0 , et e x y avec x = y =

1D* , a’  p . Supposons que nous ayons b =x a’ y b’. i= e x 
a’ y bB j, ceci entraî-

ne (ex) a (ey) b = (ex) a’ , mais alors le théorème 2.3. donne a = a’,

b = b’. Il reste x~ y = e x~ si a est différent de 0, multiplions à droite par

nous obtenons x = e x ce qui est impossible si a est plus petit que p ;
sia=0, y multiplions à droite par x , il vient y = ey , , ce qui con-

tredit l’hypothèse, la forme donnée pour les éléments de C est bien canonique.
, 

a b a b a b
L’application 03C8 de X 

P 
dans D définie par 03C8 (u v ) = x y et 03C8 (e’u v ) =

e y b est donc un isomorphisme de X 
P 
sur C.

a) x étant un élément grossissant, il existe un élément y tel que

yx = e nous pouvons supposer que y = ey, une démonstration analogue à celle



de b montre que x et y engendrent un sous-demi-groupe de D isomorphe à X’ .

c) Soit 03C6[03C8] un monomorphisme de X’ p [Xp] dans D tel que
t~ (e’) - e ~, (e’) - ej , considérons la restriction de ce monomorphisme au

sous-demi-groupe de X’p engendré par e’u, e’v , ce sous-demi-groupe

est isomorphe au demi-groupe bicyclique, d’autre e. tp(u) =
ex x est donc un élément grossissant à droite d’après le théo-

rème 2.3. De plus

u = e’u donne e x , e’uq donne e xq ; ces relations fi-
nissent de démontrer le théorème.

Nous allons maintenant utiliser les résultats de la deuxième

partie de ce chapitre pour poursuivre l’étude des sous-demi-groupes I~~ et
d’un demi-groupe quelconque.

Signalons encore le résultat suivant :

Tout demi-groupe U - simple holomorphe à un idéal bilatère d’un demi-groupe
D est holomorphe à Do o ,

Je tiens à exprimer ici toute ma reconnaissance à M. P. Du-

breil qui a bien voulu me faire l’honneur de présider le jury de ma thèse. Ses

encouragements m’ont été d’un très grand secours pendant toute la durée de

mes recherches. Je suis également très heureux de remercier M. R. Croisot,

rapporteur de cette thèse, pour les précieux conseils qu’il m’a donnés pendant

sa rédaction. M. le Professeur Deheuvels a bien voulu s’intéresser à mon tra-

vail et me donner un second sujet ; je l’en remercie très vivement.



4) Homomorphismes d’un demi-groupe sur un demi-groupe admettant des élé-

neutres.

Soient D un demi-groupe, 03C6 un homomorphisme de D sur un demi-

groupe E ayant un élément unité à droite e,posons S = ~ - 1 ~~~e) a La décomposi-
tion du théorème 201. donne E ~ (~ + A’ + B’ + B~’ + C o Alors,

Nous en déduisons = D - W~ U sW et ~(D - W., U W) = G, car W est
surjective.

B = B’ + B" + C est l’ensemble des éléments de E non inversibles à droite par

rapport à e ; d’où

De même, pour A = C, nous avons 03C6
- 

1(A) = SW .
Nous en déduisons LfT (C)==W s ~ SW , 03C6-1 (B’+ B")=W s SW ,

Lp (A’)= WBW . Pour B’, nous ayons

mais inversement,

Nous en déduisons nous avons

également

d’où inversement, nous avons vu que la

relation implique



Nous avons donc le théorème suivant :

Théorème 4.1, -

Soit D un demi-groupe,

a) Soient Lpun homomorphisme de D sur un demi-groupe E ayant un

élément unité à droite -B" + C la décomposition de E défi-

nie par le théorème 2.1. ; ; alors,

S = _ 1 e ). est un sous-demi-groupe U d -~ de D, vous avons

b) Soit S Un sous-demi-groupe de D, il existe aU moins Un demi-

groupe E ayant un élément unité à droite e et un homomorphisme q de D sur E

tel que l’on ait S = en définissant G, B’ , B" , A’, C par:

~ ’ S~ ~ ° 
A’ + C = 03C6(SW) , B’ + B" + c = nous avons E = G + B’ + Bi’ + A’ + c ,

cette décomposition de E est identique à celle donnée par le théorème 2 , 1.

Corollaire 4 , 1 . -

Si S est un sous-demi-groupe de D, il existe Un SOUS-

demi-groupe F de D maximum pour la propriété suivante:

F contient S et S est réflectif net et unitaire dans F .

le théorème 4.1., F = 

S = Lf 1(e) , e étant l’élément unité du groupe G , S est un sous-demi-groupe ré-
flectif net et unitaire de F . F est bien maximum car si S est net dans un demi-

groupe F’ , F’ n (W S U SW) est vide et F’ est contenu dans F. Nous en déduisons:



Corollaire 4. 2. -

Un sous-demi-groupe et net de D est réflectif et uni-

taire.

Lemme 4.1. -

Si S est un sous-demi-groupe de D, est simple ou

o-simple.

Soient 03C6 l’homomorphisme canonique de D sur E = D/p’ , , et a un élé-

ment de E. Soit a un élément de D, tel que = a , si a est non nul, il existe

u , v 6. D* avec uav ~ S , ce qui donne 2014 a . Bp(v) = = e , E* con-
tient E ~(u) a , c’est-à-dire E.

Théorème 4. 2.-

a) Si S est un sous-demi-groupe et si W , alors

b) Si S est un sous-demi-groupe U-h et si Wg (ou 

S est réflectif , , unitaire et équirésiduel dans D .

a) Considérons le demi-groupe E = d’après le lemme 4.1. ,

E est o-simple, E a un élément unité à droite (propriété 1.2.) d’où E = G + B’+

B" + A’ + C (théorème 2.1.) , , d’autre part, A’ est vide, donc d’après le théorè-

me 2.2. ~E = G + B’ + {0} . Il en résulte D = ~ (G + B’) + ~ (0) , mais
~(0) = ~~(C) = gW = = (D - Wg). ’ S + °

b) Si S est U-h , E a un élément unité, E = G + {0 } , S est

donc réflectif et unitaire dans D. De plus = W- = -W .
Théorème 4.3.- .

Dans un demi-groupe périodique, une condition nécessaire et

suffisante pour qu’un sous-demi-groupe soit U-h est qu’il soit réflectif et uni-

taire.

Dans un demi-groupe quelconque, un sous-demi-groupe réflectif et

unitaire S est U-h , en effet S est égal à est un homomorphisme de



D sur un groupe avec zéro et e l’élément unité du groupe.

Si D est périodique et si S est un sous-demi-groupe U-h, D/p’ S est
un demi-groupe périodique, o-simple ayant un élément unité, donc d’après le
corollaire 2. 4., D/p’ S est un groupe avec zéro et S est un sous-demi-groupe
réflectif et unitaire de D.

Lemme 4. 2. -

Soit H un complexe homomorphique d’un demi-groupe D, pour
qu’il existe un homomorphisme t~ de D sur un demi-groupe E ayant un élément
unité à droite [bilatèreJ ’ et que 03C6 admette H comme classe d’équivalence, il

faut et il suffit qu’il existe s ~ D tel que l’on ait .

Soit lp un homomorphisme de D sur un demi-groupe E ayant un élé-
ment unité e, si H est une classe d’équivalence, il existe k ~ E , tel que H

soit égal à 03C6-1(k), posons S = 03C6-1(e). Alors, si x est , un élément de D, y un

élément de D~, ., on a

Si e est un élément unité bilatère, x peut être égal à 

Réciproquement, s’il existe un élément s de D tel que l’on ait

considérons E = D/03C1’H ; H forme une classe mod 03C1’H puisqu’il est homomor-

phique (propriété 11.2.3), de plus

donc a et as sont congrus mod, p’ H . La classe S mod. contenant s est un

élément unité à droite de E. Si on a

S est un élément unité bilatère dans E.



Théorème 4. 4. -

Soit H un complexe homomorphique d’un demi-groupe D, pour

qu’il existe un homomorphisme tp de D sur un demi-groupe E ayant un élément

unité à droite, tel que Ç admette H comme classe d’équivalence et que 03C6 (H)
soit inversible à gauche dans E, il. faut et il suffit que l’ensemble S des éléments

s de D qui vérifient la condition

ne soit pas vide et que H ne soit pas contenu dans SW .

Si existe, l’ensemble S contient (e étant l’élément unité à

droite de E), d’autre part il existe un élément k’ de E tel que k’. ~(H) soit égal
à e. Soit h’ un élément de 1 ( k’ ) ~ h’H est inclus dans ~Q 1 ( ) e donc dans S. .

Inversement, si H n’est pas contenu dans SW , il existe h é H ,

h’ E D , S ~ S avec h’h = s. D’après le lemme 4. 2. , l’image de s dans E =

est un élément unité à droite e . Si 03C6 est l’homomorphisme canonique

de D sur E , on a

Théorème 4. 5. -

Soit H un complexe homomorphique d’un demi-groupe D, , pour

qu’il existe un homomorphisme lf de D sur un demi-groupe E, admettant H com-
me classe d’équivalence et tel que soit inversible dans E, il faut et il suf-

fit que l’ensemble S des éléments s de D qui vérifient la condition

ne soit pas vide et que H ne soit contenu ni dans SW , ni dans WS . Alors

S est un sous-demi-groupe U-h , S = H. ’ H -. H’ . H , = p’ S .

Si ~(H) est inversible dans E, E a un élément unité e, la condition
nécessaire et suffisante du théorème résulte alors du théorème 4.4, et de son

symétrique.

Posons k, k est inversible dans E, il existe donc un élément

k’ tel que kk’ et k’k soient égaux à e. Si s appartient à S, d’après la condition (i)~



sH est inclus dans H , donc S est contenu dans HBH ; inversement, si xH est

contenu dans H, appliquons ~ on obtient = k , d’où

e , x appartient à ~ (e) . On a donc
H’. H ~ ~~(e) ~ S ~ H’. H , d’où HBH= =S, 

Soient h un élément de H , h~ un élément de (P (k’) , alors

d’où

Théorème 4. 6. -

Soient S un sous-demi-groupe Ud-h de D, S’ un sous demi-

groupe quelconque de D, pour qu’il existe un homomorphisme 03C6 de D sur un

demi-groupe E et deux éléments unités à droite distincts e et f de E, tels que

il faut et il suffit que l’on ait

Supposons que 03C6 existe, alors

D’autre part, si G + B’ + B~’ + A~ + C est la décomposition de E relative à e,

f appartient à B’ (théorème 2.5.) , ~(B’ + B") = W B W (théorème 4.1.),
donc S’ est contenu dans W o B B o W . °

Réciproquement, supposons que S et S’ vérifient les conditions du

théorème. Considérons E = D /p. et 03C6 l’homomorphisme canonique de D sur

E. S étant U -h , ~P(S) est un élément unité à droite e de E.

et par suite



Soit s un élément de S~, . u, v des éléments de D ~ , si usv appartient
à S , u appartient à D, en effet, l’hypothèse S’ inclus dans W S montre que sv
ne peut être contenu dans S, mais alors,

S’ est donc inclus dans une classe mod. p’ . Posons 03C6(S’) == f , f est un élément

idempotent puisque S’ est un sous-demi-groupe de D, f appartient à B’ + B~

car S’ est contenu dans W B W (théorème , f est donc un élément unité
o B ~ .

à droite de E (théorèm.e 2.5.) .

Théorème 4.7.-

Soient S un sous-demi-groupe U-h de D, H un complexe, pour

qu’il existe un homomorphisme 03C6 de D sur un demi-groupe E ayant un élément

unité e, tel que S soit égal, à 03C6 (e) et que 03C6 (H) soit un élément inversible de
Ey il faut et il suffit que H soit indivisible mod. R’ et que H soit contenu dans
D - gW .

Si ~existe, H est contenu dans D - W b U b W d’après le théorème

4.1. ; H est indivisible mod. l’équivalence d’homomorphisme de 03C6, H est aussi

indivisible mod, , car p’ S 
est la moins fine des équivalences régulières

qui laissent S saturé. D’autre part, d’après la remarque 1.1. c et le théorème

1.5.2., 03C1’S est égal à R’S .
Réciproquement, considérons E = D /p’ S et 03C6 l’homomorphisme

canonique de D sur E~ est l’élément unité e de E, S est égal à p (e) ,
U!(H) est réduit à un élément k puisque H est indivisible mod. R’ , k est inver-S

sible dans E d’après le théorème 4.1.

Lemme 4. 3. -

Soient D un demi-groupe, E un demi-groupe o-simple ayant

un élément unité à droite e, u~ un homomorphisme de D sur E~ R,n l’équivalen.-
ce d’homomorphisme de ~P . Posons S = ~ (e) , alors



R~ ~ P’g . et coïncident sur 

est plus fine que p ’~ car S est saturé mod. 

Si a appartient à W ’ 
S 

et si ~(a) est différent de 0, ’ il existe E avec

x. = e car E est 0-simple, si u est un élément v un élément

uav appartient à S contrairement à l’hypothèse, 
’ 

~P(W’ ) est donc égal
à O . Si a n’appartient pas à il existe D avec uav ~. S, on en dé-

duit ~p(u). ~(a). ~(v) = e , ~p(a) est donc différent de 0 et par suite W est
égala ~ (0) .

Soient a et b deux éléments de D - congrus modo p ’ S , il

existe a’,a" tels que aa’, ba’, a"a, a"b soient dans S. En appliquant 03C6 on ob-

tient

~(a). ~(a’) = ~(b). ~(a’) = ~(a~). = ~(a~). f(b) = e , >
d’après le lemme 2.1. , ~(b) , ~(a~) appartiennent au groupe maximum
associé à e , est égal à U)(b) car dans ce groupe, ces deux éléments ont
même inverse ~P(a~) ; a et b sont donc congrus mod. R .

Exemple 4.1. -

Prenons D = E = X (X est le demi-groupe construit dans 3) , 03C6 égal à

l’application identique. X est engendré par deux éléments u et v liés par les

relations : vu =e , ue=u , ve=v . On a

donc R 
03C6 

est strictement plus fine que p’ . e sur W e LJ e W .

Définition 4 , 1 . -

un demi-groupe est dit Ud-simple [U-simple] , s’il a un

élément unité à droite [bilatère] e tel que p’ soit l’égalité.
e



- 

Exemple 4.2.-

Un ,groupe ou un groupe avec zéro est. un demi-groupe U-simple.

D’après l’étude des X , le demi-groupe bicyclique est un demi-groupe U-sim"

ple.

Propriété 4.1.-

Un demi-groupe Ud-simple est simple où 0-simple.
L’élément unité e de D est un sous-demi-groupe U_.-h , d’après le

lemme 4.1., D / p’ 
e 
est simple ou 0-simple, la propriété en résulte puisque

e 
est égal à D.

Théorème 4.8.-

Si S est un sous-demi-groupe U -h Fu-hl de D, D/p’ est
un demi-groupe Ud-simple [U-simple] .

Inversement, un demi-groupe Ud-simple [U-simple] homomorphe

au demi-groupe D est isomorphe à un demi-groupe de la forme D/p’ S où S est
un sous-demi-groupe U,h [u-hj de D .

Soient S un sous-demi-groupe U,h de D , E = D /p’ , (p l’homo-

morphisme canonique de D sur E . ~(S) est un élément unité a droite e de E.

Si x, y sont deux éléments de E congrus mod. p’ 
e 

et si a appartient à P (x) ,
b à 03C6-1 (y) , a est congru à b mod.03C1’s car S est égal à 03C6-1(e) ;03C6(a) est donc

égal à p’ ’e est l’égalité, E est un demi-groupe Ud-simple.
Inversement, soit d) un homomorphisme de D sur un demi-groupe

Ud-simple E . Soit e l’élément unité à droite de E pour lequel p’ e est l’égalité,

posons S = ~ (e) , S est un sous-demi-groupe U-h de D ; d’après le lemme
4.3., R~ est plus fine que mais

E est donc-isomorphe à D/p’ .



. Considérons un demi-groupe D, S un sous-demi-groupe U -h
03C6 l’homomorphisme canonique de D sur E = D /p’ . Soit X un complexe de D,

alors X 0~==~ 06 ~(X) , ~(X BW’g)= ~(X)B{0} .
Lemme 4.4.-

Pour que 03C6 (X) soit un sous-groupe de E ayant 03C6(S) comme
élément unité, il faut et il suffit que le complexe X vérifie la condition suivan-
te : .

(G~) est vérifiée si et seulement si est un sous-demi-groupe de E. Si de

plus estun groupe d’élément unité e = ~(S) , ~u admet un

inverse x appartenant à f(X) , , si u’ est un élément de ~ (x) fl X, uu’ appar-
tient à S.

Inversement, supposons que X vérifie la condition G . ~p(X) est un
sous-demi-groupe. Soient x un élément de u un élément de ~Bx) ~ X,
d’après G , il existe u’, u" G. X avec uu’ ~ S, u’u" 6 S on en déduit’2 .. ’ ’

x.~(u’)=e , , ~(u~)==e , x.~(u’).~(u~)=xe=x=e.~(u’~),
il en résulte que tout élément de (p(X) admet e comme élément unité et a un
inverse relativement à e dans (p(X) ; ; ç (X) est donc un groupe.

Lemme 4. 5.-

Pour que 03C6 (X) soit un sous-demi-groupe simple contenant e,
il faut et il suffit que le complexe X vérifie la condition suivante :

(X) est un sous-demi-groupe simple qui contient e, X, il

existe x’,x" 6 03C6(X) avec x’. tQ(u) , x" = e , siu’ [resp. u"] est un élément de

03C6-1(x’) n X [resp. 03C6-1 (x") nxj , , u’u u" appartient à S. Réciproquement,
si X vérifie la condition G’ , S n’est pas vide, donc e appartient au sous-



demi-groupe ~(X) ; d’autre part, ~u 6 X, ~(X). ~(u). Lp(X) contient et donc

~(X) est simple.
Si S est réflectif et unitaire les conditions G et G’ sont équivalentes ;

en effet, puisque un groupe est un demi-groupe simple G entraîne G’ ; inverse-

ment si X vérifie G’, X , t il existe u’, u" 6 X avec u’u u" 6 S , S étant

réflectif on en déduit u S , mais d’après il existe v ~ X congru

à u"u’ mod. p !j ~ cette congruence montre que uv appartient à S.

Théorème 4.9.-

Soit Sun sous-demi-groupe U -h du demi-groupe D. Tout
sous-demi-groupe X de D tel que S fl X soit net à droite [resp. bilatèrement
net] dans X , a pour image canonique dans un sous-groupe [resp. sous-
demi-groupe simplet.

X étant un sous-demi-groupe, Gl est vérifiée, est équivalente à

la condition : S n X net à droite dans X et G’ 2 à la condition : S ~X bilatèrement
net dans X.

Nous allons maintenant considérer les relations entre les sous-demi-

groupes U d-h ou U-h de D et ceux d’un idéal bilatère 1 de D. Soient S un sous-
demi-groupe U-h de D et 03C6 l’homomorphisme canonique de D sur E = 

est un idéal bilatère de E donc. d’après la propriété 4.1. , est nul

ou égal à E. ~(I) est nul si et seulement si 1 n S est vide. Si est égal à E,

appelons 03C61 la restriction de 03C6 à I, posons = S’ , S’ est un sous-

demi-groupe U-h de I, S’ est égal à S Nous avons,

Lemme 4. 6.- 
’

Soient D un demi-groupe, 1 un idéal bilatère de D, S un sous-

demi-groupe U-h [u-h] tel que S’ = S ni ne soit pas vide, 03C6 l’homomorphisme
canonique de D sur E = D/p’ . La restriction de 03C6 à 1 applique 1 sur E et le

sous-demi-groupe correspondant à 1 est S’.

Inversement, si S’est un sous-demi-groupe U-h [u-hj de I, il exis-

te un plus petit sous-demi-groupe S de D contenant S’ car les sous-



demi-groupes U d -h [U-h] de D forment une famille de Moore.
Lemme 4. ?. -

Soient D un demi-groupe , 1 un idéal bilatère de D, S’un sous-

demi-groupe U-h de I. Le sous-demi-groupe U-h S engendré par S’ dans D est

tel que S’ = SnI.

Soit A = {a, a E D ; S’aS’ n S’ ~ ~ } .

1) A = S . Q Montrons d’abord que A est contenu dans S, en effet,

a E AS’aSt (1 S’ ~ n S ~ S car S est unitaire dans D.

Soit a un élément de A, si x, y sont des éléments de D’~ tels que xy

soit dans A, il existe S’avec sas’ 6 S’ , txyt’ ~ S’ . Comme S’

est un sous-demi-groupe U-h de l’idéal bilatère 1 on a

tx E I, yt’ E I, sas’ e S’ , S’ ,

txsaEI, l, S’, txsa. s’. yt E S’ ~ txsa. yt’ C S’ ,

tx ~ I, s 6 S’, S’ ,

donc xay appartient à A .

En prenant x égal à 1D~ , ceci montre, en particulier, que A est un
sous-demi-groupe de D ; de plus un calcul analogue montre que les conditions

a E A , x, y ~ D ~‘ , xy ~ D , xay E A entraînent xy E A ;

A est bien U-h dans le demi-groupe D , et par suite A est égal à S .

2) On a évidemment S’  soit a un élément de AnI, il existe s, sté S’

avec sas’ é S’ , mais dans I, S’ est unitaire donc a appartient à S’, on a bien

Exemple 4. 2 : -

Soit D le demi-groupe défini par la table de multiplication suivante :



1 = { i , 3 s } est un idéal bilatère de D, S’ = {s } est un sous-demi-groupe

Ud-h de I, puisque s est un élément unité à droite de I. Soit S le plus petit sous-

demi-groupe Ud-h de D contenant S°.

asi s E S ~ ai ~ S puisque S est Ud-h , d’où i é S et

a ~ S ; S = D , 

le lemme 4.7. ne s’applique donc pas aux sous-demi-groupes Ud-h de l’idéal
bilatère I. ,

Propriété 4.2.-

Avec les notations du lemme 4. 7. , nous avons :

a) S est le plus petit complexe unitaire contenant S’.

b) Si de plus S’ est réflectif dans I, S est réflectif dans D, S est alors

le plus petit sous-demi-groupe de D réflectif et unitaire contenant S’.

a) Soit B le plus petit complexe unitaire de D contenant S’, B est con-

tenu dans S car S estunitaire. D’autre part, si a est un élément de S, il existe.

s, s’ E S’ avec sas’ E S’ , s, s’ , sas’ ~ B , donc a E:: B ; B = S .

b) Supposons que S’ soit réflectif dans I ; si ab appartient à S, il exis-

te s, s’ 6 S’ avec sabs’ 6. S’ ; sa, bs’ appartiennent à I , S’ est réflectif dans

1 , donc bs’ sa , sb. s’s. as appartiennent à S’, S’étant réflectif et unitaire dans

1 est en particulier U-h , on en déduit sbas’ é S’ et ba E S .

S est réflectif dans D, comme S est le plus petit sous-demi-groupe U-h de D

contenant S’ , c’est aussi le plus petit sous-demi-groupe réflectif et unitaire

ayant cette propriété.

Théorème 4.10. -

Tout demi-groupe U-simple homomorphe à un idéal bilatère 1

d’un demi-groupe D est homomorphe à D .

Soient 03C6 un homomorphisme de 1 sur un demi-groupe U-simple E,
e l’élément unité de E , S’ l’image inverse de e par l~ .

Soit S le sous-demi-groupe U-h de D engendré par S’, d’après le

lemme 4.7., S’ est égal à S ~ 1 . Considérons E’ = D /p’ S et 1jJllhomomorphis-

me canonique de D sur E’, d’après le lemme 4. 6. , la restriction de 03C8 à 1 appli-



que 1 sur E’, le sous-demi-groupe U-h correspondant étant S ~ I, c’est-à-

dire S’. Il résulte donc du théorème 4.8, que E’ et E sont isomorphes.
Théorème 4.11. -

Il existe ’un isomorphisme d’ensembles ordonnés par l’inclu-

sion entre l’ensemble $’ des sous-demi-groupes U-h d’un demi-groupe D cou-

pant un idéal bilatère I de D et l’ensemble fi des sous-demi-groupes U-h de
cet idéal.

Soit ~ l’application de ‘~~dans tf qui à S’ ~ ~! fait correspondre l’é-
lément S défini dans le lemme 4.7.

~ est une application surjective ; en effet, soit T un élément de ‘~,
posons S’ = 1 , S’ n’est pas vide par hypothèse, d’après le lemme 4. 6. ,

S’ appartient à ~‘ . Posons ~ (S’) = S, désignons par p ’ ~ l’équivalence prin-

cipale bilatère définie par S’ dans I; d’après le lemme 4.6, et le théorème

4.10., D/p’ , I/ 03C11’S’, D/03C1’T sont des isomorphes.

Si , ~ sont, respectiv-ement, les homomorphismes canoniques

de D dans D/P’S ’ , D dans ; D/p’ dans D/p’ , > n est un isomorphisme, >

03C8 est égal à 11 cJ lf. Si e et f sont, respectivement, les éléments unités de

W est une application injective; en effet, si S’ , S" sont deux éléments de jQ’]
’ (S’) = W (S") = S implique S’ = S n I , S ~ I, d’où S" = S" .

W est donc une bijection entre les ensemble’s ’ et ti , , d’autre part,

il est. évident que o conserve l’ordre, 03A6 est un isomorphisme d’ensembles
ordonnés.

Corollaire ° 4 . 3 . -

La relation d’ordre . étant l’inclusion, ’ l’ensemble 03C61 des sous-
demi-groupes U -h , bilatèrement nets, d’un demi-groupe et celui 03C6’1 des sous-
demi-groupes lJ-h, bilatèrement nets, d’un idéal bilatère quelconque I de D,
sont deux ensembles isomorphes. 

" 

. 

’



y~ est contenu dans ~, soit ~ la restriction de $ à ~ .
Si ’SI appartient à 03C6’1 , S’est bilatèrement net dans 1 donc S’et 03A61 (S’) sont bi-

latèrement nets dans D on en déduit que 03A61 (J..) est contenu dans j.. .
Inversement, soit S un élément de J.. , ’ 1 FIS n’est pas vide, sinon 1

serait inclus dans W ? ~ (S) est bilatèrement net dans 1 , on a donc

~~= ~. °
Corollaire 4.4.- .

Un demi-groupe D et un idéal bilatère quelconque 1 de D ad-

mettent les mêmes demi-groupes U-simples sans zéro homomorphes.

Ce corollaire est une conséquence du théorème 4.8. , du lemme 4.6.

et du corollaire 4.3.

La propriété 4.2.b) montre que les résultats précédents s ia,ppliquent.

aux sous-demi-groupes réflectifs et unitaires de D et de I, dans ce cas ces pro-

priétés ont été données par P. Lefebvre (20) . If

Si le demi-groupe D contient un élément unité e, tout sous demi-grou-

pe S U-h de D contient e. Nous allons étudier les relations entre les décomposi-

tions en éléments inversibles de D et de S (corollaire 2.1.) . . Cette décomposi-

tion pour D sera notée :D=G+A’+B~+C , où: :

G est l’ensemble des éléments inversibles dans D,

B’ est l’ensemble des éléments inversibles à gauche mais non inversibles à droi-

te , ,

A’ est l’ensemble des éléments inversibles à droite mais non inversibles à gau-

che,

C est l’ensemble des éléments non inversibles . .

G n’est pas vide si et seulement si D contient un élément unité, ce que nous sup-

poserons. 
’ 

’

Soit S un sous-de mi-groupe de D > posons S = G + A’ + B ’i + C , avec :



Lemme 4.8 . -

Si le sous-demi-groupe S est unitaire, S = G 1 + A ’1 + B’ 1 + C l.
est la décomposition de S en éléments inversibles. CI

, Le sous-demi-groupe S étant unitaire contient l’élément unité ~e de D.

Soit s un élément de S, s est inversible à gauche dans S si et seulement si s est

inversible à gauche dans D ; en effet, si s est inversible dans S, il l’est évidem-

ment dans D, inversement, si s est inversible dans D, il existe D avec

sb = e , mais alors b appartient à S car S est unitaire, s est donc inversible à

gauche dans S o

Le lemme est une conséquence directe de cette propriété et de la pro-

priété symétrique.

Lemme 4. 9. -

Soient D un demi-groupe, A un sous-demi-groupe de D, S un sous-

demi-groupe U d -h de D, si S nA n’est pas vide, c’est un sous-demi-

groupe U d -h de A.

En effet, soient x , y ~ A~‘ ; 
. 

s 6 S nA; d’après la définition de

S on a

Lemme 4.10. -

Soient demi-groupe ayant un élément unité e ,

S = G~ + + B ’1 + CI un sous-demi-groupe U-h de D (notations du lemme

4.8.), 03C6 un homomorphisme de D sur un demi-groupe D ayant un élément uni-

tel ue -1 - - S . Alors et G / G. sont isomor hes.

D’après le lemme 4. 9. , GI est un sous-demi-groupe U-h de G, G1
est donc un sous-groupe distingué de G .

Soit g un élément de est égal à est égal

à é , inversement, soit a un élément de G , b son inverse dans G , gb appar-

tient à G , si est égal à alors



L’équivalence d’homomorphisme de 03C6 décompose donc G en classes mod. G..
Lemme 4.11.- 

’

Avec les notations du lemme précédent, soit de plus

D = G + A’~ B’’ + C , alors, si p(A’ t + C) est différent de D, on a

A = A’ + C est un idéal à gauche maximum de D, Ç (A) est un idéal à gauche de

D . Q Comme e n’appartient pas à A , ~p (A) est différent de D ~ ~p (A) est donc

inclus dans A = A~ C ,. car A est un idéal à gauche maximum de D. Alors ,,

comme l~ (A) est un idéal à gauche nous avons

Mais si un élément a de D est inversible d’un côté, 9 est inversible du même

côté, d’où

ce qui donne

Lemme 4.12. -

Soit D un demi-groupe non simple ayant un élément unité e, D

contient un idéal bilatère maximum.

Puisque D n’est pas simple, il contient au moins un idéal bilatère propre X . Si

x est un élément de X, DxD est inclus dans X et est donc différent de D.

Soit 1 l’ensemble des éléments a de D pour lesquels DaD est différent de D.

Diaprès ce qui précède, 1 n’est pas vide et contient tous les idéaux bilatères

propres de D et I est un idéal bilatère car, ~ a ~ D, D. DaD. D = Da.D , d’autre

ne contient pas e, 1 est bien un idéal bilatère maximum de D .

(lemme 4.8, et théorème 2r 2; ~



Théorème 4.12.-

Soit homomorphisme d’un demi-groupe D ayant un élé-
ment unité e sur un demi-groupe D ayant un élément unité e . Posons 03C6-1(e)= S,
considérons D = G + A’ + B’+ C, D = G + A’ + B’ + C , S =G +A’ i

les décompositions en éléments inversibles. Nous avons :

plus si ces sous-demi-groupes ne sont pas vides ce sont des sous-demi-groupes
U-h, respectivement, dans’G , A’ , B’ , C .

Ce théorème rappelle les résultats obtenus dans les lemmes 4.8. ,

4.9~, 4.10., 4.11. Si D est 0-simple dans le cas 3.c. nous pouvons supposer

que D est aussi 0-simple. En effet soit 1 l’idéal maximum de D ( lemme 4.12.),

1 est inclus dans C (théorème 2.1.) donc est vide et ~p(I) est égal à 0

(lemme 4.3.) ; ~p est égal au produit de l’homomorphisme canonique de D sur

D/ , ’ par un homomorphisme D/ sur D , , si a est un élément quelconque

de D/ et si a est un représentant de la classer mod. I, on a

Corollaire 4. 5. -

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un demi-groupe

qui a un élément unité soit la somme d’un groupe et d’un idéal bilatère est qu’il
contienne un sous-groupe réflectif et unitaire.

Si D est la somme d’un groupe G et d’un idéal bilatère C, tout sous-

groupe distingué G de G est réflectif et unitaire dans D , en effet, D /p’ Gl
est isomorphe à G / G 1 + {O} . ,
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Inversement, soit D un demi-groupe qui a un élément unité e et qui

contient un sous-groupe réflectif et unitaire G , 1 posons D = D /p’ G 1 ; soient . 
D = G + A’ + B’ . + C , D = G + A’ + B’ + C les décompositions en éléments

inversibles. D est un groupe avec zéro donc Â’ et B’ sont vides, . C est égal à

{ 0 } . D’autre part, G 1 étant unitaire contient l’élément unité e de D, G 1 est

contenu dans G car G est le sous-groupe maximum de D associé à l’idempotent

e . Les hypothèses du cas 3. c sont vérifiées et par suite A’ et B’ sont vides, C

est un idéal bilatère maximum de D .

Si l’on suppose de plus que le demi-groupe est 0-simple, ce corollai-

re donne une condition nécessaire et suffisante pour obtenir un groupe avec zéro.
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