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FORMULE DE TROTTER POUR L’OPERATEUR
-A+qT-q +iq’

Antonio de Bivar-Weinholtz (1) et Rémi Piraux (2)

(1) C.M.A.F., 2 av. Gama Pinto, 1699 Lisboa Codex - Portugal.
(2) 102, Bd Kellermann, 75013 Paris - France.

Résumé : On démontre la convergence de la formule de Trotter pour (e_tA)t >0 ou A est une
réalisation dans L2(SZ) de I'opérateur de Schrodinger (—A—q) + (q+ +iq’) @, a7, q, fonc-

tions réelles définies dans €2, q+, g = 0). On montre simultanément que A est fermable et Am-

accrétif. Dans § 2 on suppose que g, g’ € Ll10c(‘Q)’ q €L°(Q) ;dans § 3, queqt € L}OC(Q),
- o N . . -
g €L®(Q) + LP(Q) (p =2 SN>3,p>1siN=1, 2) et ' € LI ¥€ (@), € > 0 arbitraire.

Summary : We prove the convergence of the Trotter product formula for (e_t A)t >0 A being
a realization in Lz(ﬂ) of the Schrédinger operator (~A—q ) + (q+ +iq’) (q%, q , q’ real valued
functions definied on €, q¥, g~ = 0). We simultaneously show that A is closable and A m-

accretive. In § 2 we suppose q+, q € L}OC(Q), g €L7(Q);in § 3, q+ € L}OC(Q),

- _ oo N .
qg ELTQ)+LP(Q) (p =—2—, ifN>3,p>1ifN=1,2)andq € L};;e (82), € > 0 arbitrarily

small.

1. - INTRODUCTION. RAPPEL DE QUELQUES RESULTATS

1

Ioc(Q). On définit une réalisation dans

Soit £ un ouvert (non vide) de IRN, VEL
L2(Q) de 'opérateur de Schrodinger — A + V par :

D(A) ={ue Hl (@) :vuel] (),-au+Vuel?(@)]
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Vu€ED(A), Au=—Au+Vu
On note :
a=Re(V), ¢ =Im(V), " =max(q,0), ¢ = max(~ q,0),

et on fait les hypothéses suivantes :

N
p=— si N>3
(1) .q eLTQ)+LPQ) ou p>1 si N=2
p=1 si N=1

_ 5+te€
(2) . SiN>2o0ubienq € L|10-'(-:€ (82), ou bien g € L2 (£2) (pour un € > 0 arbitraire).

Le résultat suivant est alors connu (Théoréme 3.1 de [3]) :

THEOREME 1.1. (Brézis-Kato) : A est fermable dans L2(Q) et il existe \; > O tel que A+ N
soit m-accrétif. En plus si u € D(A), alors u € HL(Q), q lul 21 (Q)et:

Re(xu,u)=f |Du|2+j qlul?,
Q Q :

Si on fait I’hypothése supplémentaire :
(3) . lgx)I< Mq+(x) +h(x) p.p.dansQouM=>0et:

2N
r=—— si N=3
N+2

hELIrOC(Q) avec { r>1 si N=2
r=1 si N=1

alors A est fermé dans L2(S2), C’est-a-dire, A=A. En particulier, si g’ =0 alors A est auto-adjoint.
Dans le cas oigq=0etV E LIrOC(Q) (r défini dans (3)) Kato (Théoréme Il de [6] )
démontre la convergence de la formule de Trotter :
— A =Ly
(4) VuELz(Q), VT>0 ¢ Ay=lim € e ™) u

)

uniformément en t €[0,T] .
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Dans le § 2 on détaille la démonstration du résultat présenté en [1], c’est-a-dire,
on généralise le résultat de Kato en démontrant la formule de Trotter sous les hypothéses plus
faibles q(x) = «a € IR, V € L}OC(Q), et simultanément on obtient une nouvelle démonstration,
dans ce cas particulier, du résultat de Brézis et Kato (Théoréme 1 ci-dessus).

Dans le § 3 on démontre un résultat similaire dans le cas ou q # 0 vérifie I'hypo-

thése (1) et g’ € L1|:§ (2) (e > O arbitraire) : on obtient dans ce cas la formule (4) avec A rem-

placé parA+q .

2.-CAS D’UN POTENTIEL A PARTIE REELLE BORNEE INFERIEUREMENT

On suppose que q(x) =>—a € IR p.p.dans Q (V € L}OC(Q) vérifie donc (1) et (2),
carq €L7()). Onaalors le :

THEOREME 2.1. A est fermable et A + « est maccrétif. Le semi-groupe fortement continu

(e—tA)t > ( engendré par A est donné par la formule de Trotter :

t t n
_ ta -ty
(5) vueL2(Q),VvT>0,e Au=lim(E" ¢ " ) u

).

uniformément en t € [0,T] (pour Il . |
[0,T] (o L2(q)

Démonstration du Théoréme 2.1. On peut supposer q = 0 ; on s’y raméne en appliquant leThéo-

rémeaq + a.

Premiére étape. A est accrétif. On suit [3] : on considére u € D(A) et on pose T=V u.

Alors :
-1 1
. TEH (Q)nLloc(Q)
. Re(Ta)=q lul2>0;

donc, d’aprés le résultat de [2], q lul 2¢ 1 (Q)et:

f qlulZ=Re<Tu>=Re<Au+Auu>
Q

Re(Au,u)=[ |Du|2+[ q|u|2>O.
Q Q
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Deuxiéme étape. Si A >0, Im(A + A) D L2(Q) N L=(R) et pour u € L2(2) N LZ(Q) :

HAaNetv) T (A+A) 7T udans L2(Q).
t=0

6) t(1—e
On pose :
) —ty, ! _
Wt’)\=t(1 —etlaA) o tv) et(A A);

d’apres le Théoréme spectral et(A_x) admet un inverse (non borné) qu’on note etO‘_A). On dé-

montre facilement le .

LEMME 2.1. Soient (U,) (Vt) S des familles d’opérateurs bornés définis sur un espace

t>0’
de Banach X, tels que U, admette un opérateur inverse (non borné) U;l et que l'on ait :

—At
U l<e™, 1y, i<,
Alors (U;1 - Vt)_1 est un opérateur défini sur X.On a :
1 =1 _ (1 _ -1
(U =V ' =(-1, Vi) oy,
Side plus lim Ut X =X, alors :
+

t=>0

lim  (1(1 = Uy V)™ - 10! - v T x=0.
t=0

Alors si on applique le Lemme 1 2 Ut = et(A h 7\), Vt = e—tv, ona:

_ vy 1
Wt,)\ _ t(et()‘ A) _ e tV)

) —y 1
lim (t(1 — tA N tV) W Ju=0
t=>0 ’

donc, pour montrer (6) il suffit de montrer :

(7) : W,u —  (FA) T udans L2(Q).
T t->0

Dans la suite on utilisera le :

LEMME 2.2.4) Si v € LX(Q) alors W, , v € H] () et il existe C, >0 tel que :

2
VveL2(@Q) Iw,, v <c, lvl
LA AR ()

HL ()
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b)VvE L2(SZ) W\ vIS t(eto‘—A) -1 )_1 vl p.p.dans Q.

1
2 oo .
VvELS(Q)NL (Q)IwW v <= lvl Sl S—2,°°.
C) ( ) ( ) t,}\ 1 A

Q) (@)

(Démonstration a la fin du § 2).

On vérifie que pour montrer (7) il suffit d’avoir la convergence dans LI20c(Q)' En

effet pour tout compact K de 2 :

W u= ATl < W u- (A

L2(Q) L2(K) *

+1a+A)Tul + AW ul

L2(Q\K) L2 \K)’

et d’aprés le Lemme 2.b) :

-1
IW, ul < It =2 1) " jur .
a4l 26\ < 1€ ) ell 200k

Donc, comme :

t(eto\—A)—l)_1 lul — (7\—A)“1 lul dans L2(Q)
t—->0

2

I oc(Q) entraine :

la convergence de W,  u vers A+ A)_1 udans L

lim sup IW, yu—(A+A) Tyl < ITa+A) Tl +
-0t 2 < TR 20

Ay}
HIO=AT Il g0

pour tout compact K de £2. On peut donc conclure :

lim sup W u—()\+A)—1 ul =0,

. 0+ t,A L2(S2)
d’ou (7). D’aprés le Théoréme de Rellich il suffit donc de montrer qu’on a :
8) Woau — . (A\+ ATy dans H (Q) faible.

) + o

t—=>0
, 2 © () . At o + :
Soit u € L4(2) N L (R2) ; d’aprés le Lemme 2.a), si t. —> 07, on peut extraire
n

une sous-suite wtn de wt;1 = Wt;v)\ u telle que :

9) w; —> wdans HL(SZ) faible et p.p. dans .
nn
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On va montrer que w = (A + A)_1 u.Ona:

etn(A -A) ~t,V

t (A—A
e )wtnzen( )u

-1
t, (1-

)

donc, pour tout ¢ € 2 (2), si on note (., .) le produit scalaire dans LZ(Q) :

-t V t (A=A
1 N 1-e "( ) -tV t(A—=2)
(10) wt ;¢ +|——— e Wt )¢ =(e LI,¢)
tn n tn n
d’apres (9) :
-t V
1-e N - -
2 ¢—> Vwo¢ p.p.dans
t, n n
d’autre part :
-tV
']_e - Fl<anul IV 116l
e \N X u oo 1}
t, th L)

d’aprés le Lemme 2.c). Etant donné que V € L}OC(Q), le Théoréme de Lebesgue donne :

-t V -t V
-1 e " e " - -
(1) VwoeL (Q)et — W , 9= — W ¢ —> Vwo.
t, n Q th n n Q
De plus :
— t (A=A
-t .V 1-e n( ) 2
e N — ¢ —> (A—A)pdans L“(Q2) :
t n

n

donc, puisque w; —> W dans L2(Q) faible :
non
t (A=) — -
1D -tV -t V 1-e
(12) \——— e " w ,¢)=(w,e " T o) — (W,(A-A))
tn n
Finalement :
(13) (e

On obtient alors de (10) - (13), Vw€E L}OC(Q) et:

. <Vw+ (A=A)w,p> =<u,p> )
D’'XDP D’'xPD

Donc, dans £2’(R2) :

~Aw+Vw=u-AweL(Q);
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par conséquent w € D(A) et :
w=QA+ A)_1 u.
w étant indépendant de la sous-suite t , on déduit (8) de (9), ce qui termine la deuxiéme étape.

Troisiéme étape. D(A) est dense dans L2(S2). Soitu € L2(Q) NLZ(Q) et t, une suite

de réels positifs vérifiant :

1

+ -1
14 nt, —>0"etlW, u—(n+A) "ul < —.
14) nh tpnt ~ (1 FA) L2@) 2

D’aprés le Lemme 2.c),ona:

InW, qull 5 < lul
)

N L2(Q) L2(Q)

donc, pour une sous-suite, on a :

u,=nW, ju—>f dans L2(Q) faible.
' n

On va montrer que f = u, ce qui, d’aprés (14) prouvera la densité de D(A) dans L2(Q).
D’apreés la défjnition de W, ,onapourtoutp € P (L) :
n

n
-tV _ t (M-
15) 1(1—e n ofy TtV j—en@) _t(a-n)
n tn un)¢ un,e ntn ¢ - (e u’¢)

mais du Lemme 2.c) on déduit que :

||unII o, S ul

L¥(@) L)’
donc :
-t V
1(1-e D 1
(16) —\— )| <— IVIiglllull oo —>0
. n t, n Jo L (2) n
d’autre part :
t (A—n t t t
1—e"( ) 1—e_n“ e_n"1—e"A
(17) ¢= o+ 6 — 9,
nt, nt, n t n

dans LZ(Q), et évidemment :

(18) (e " u,9) —> (u.g)
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de (15) - (18) on déduit donc que :
VoeED(Q)<fp> =<u,p> ,dot f=u.
(@) D' xD D’ XD

Quatriéme étape. Conclusion. D’aprés les étapes 2 et 3 et le Théoréme 3.4 de [5]
A est fermable et A m-accrétif. La démonstration de (5) repose alors sur un Lemme de Chernoff

(Théoréme 1.1 de [4] ), d’aprés lequel il suffit de montrer que :

vy _
(%) vueLl2(@) (1 -t @)ty Ty e (14A) 14 dans L2(Q).
-
Or:
-1 n
He(1—etA =T tV) Ty = ” t Y (A Nty) l <
174 (5 I e (L2
<t ), eM-= : 1
n=0 1-et t—>0+

Les opérateurs du premier membre de (6) sont donc uniformément bornés en norme pour
t->o0t ; L2(Q) N L™ (Q) étant dense dans L2(Q), la deuxiéme étape permet alors de déduire

(*).m
Démonstration du Lemme 2.
a) Soitv € L2(Q), alors :

Wt’xv=t(et(7\—A)—e—tV)~1v€D(et0\~A)) cim(e®) cp(a) cHl(@)

et:

v=11 (et()\ -A)_ e—tv)wt AV

par conséquent :

et —2) 1-¢tV
—t—— Wt,?\ v, wt,)\ v)+ -—t— Wt,)\ v, Wt,)\ v)= (v,Wt’)\ v).
Or, d’aprés le Théoréme spectral et puisque Wi\ VvE D(A) :
—_— W, VW V)= (A-AW, v, W s v) = CLITW v ;
: e W gV W AT ()
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d’autre part, de Re V = 0 on déduit :

1-¢tV
Re : Wt,)\ v, Wt,)\ v) = 0.

Il en résulte :

IW, v I <G vl ,

HL(©) (@)
b)Ona:

Wy v =t(1 —efa =N V)T AN T ANtV A=),
n=0

(série convergente dans L2(Q)) ;or:

vVfe LZ(Q) B ri<etd i1l p.p. dans 2,

donc :
_ -1
Wy vi<t 2o e FTHA=N) |y =g —HA =N tA-N) |y 2
’ t>0
=t A=A )71y,
c)Sive L2(Q) NL®(Q)etp=2,%,0na:
ety | <lvl
LP(Q) LP(Q)
donc :
n
W, v <t Y (A NtV A -N), <
t,x x \" x
LP@) S, LP(Q)
=Y
— t
<t Ry o 22 gy
n>0 LPQ) ot LP(Q)
<—lvl ..
A LP(@)
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3.- CAS D’UN POTENTIEL A PARTIE REELLE NON BORNEE INFERIEUREMENT

. . . ’ . - oo
On examine maintenant un cas oli on n’a pas nécessairement q €L (£2). On suppo-

sera que N> 2, q vérifiant I’hypothése (1), c’est-a-dire :

NinN>3
== Sl =z
P=3
(1) .q €L7(Q)+LP(Q) ou
p>1 siN=2,

et qu’il existe € > 0 tel que :
2) aeL*e (@),

le Théoreme 1.1 est donc applicable a I'opérateur de Schrodinger avec un tel potentiel. Cepen-

-tV

dant, si @ € L™ () I'opérateur de multiplication par e v n’est pas borné dans L2(Q) ce qui

exclut la validité de la formule (4) pour cet opérateur. Ceci nous améne a scinder le potentiel,

en posant :
. B=—A-q ,lopérateur Aavec V=gq ,
V= q+ +iq’
On peut maintenant espérer que soit valable une formule de Trotter :

- -1 -Lv\n
VuELQ(Q)e_tAu=Iim e eh u
n

On démontrera cette formule, tout en présentant, comme dans le § 2, une nouvelle

démonstration du Théoréme 1.1, dans ce cas particulier.
On commence par rappeler le résultat suivant de [3] qui caractérise la constante M

du Théoréme 1.1 et qui repose sur I'inégalité de Sobolev dans H})(Q) :

PROPOSITION 3.1. Pour tout € > 0 il existe )\6 >0 tel que :

VuEHz)(Q):/ q—lu12<ef |Du|2+)\€f lul?
Q Q Q

On en déduit alors, pour I'opérateur B, la conclusion du Théoréme 1.1 qui admet

dans ce cas une formulation plus précise.
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PROPOSITION 3.2. B + Aq est / ’ope’rateur auto-adjoint positif dans L2(Q) qui est associé a la

forme sesquilinéaire a domaine H1

a(u,v) = f DuDv—f q uv+j AUy,

laquelle est un produit scalaire sur Hz) équivalent au produit scalaire usuel.

(e tB) etonale:

B est donc le générateur d’un semi-groupe fortement continue (e
t=

THEOREME 3.1. A est fermable et A + )\1 est m-accretif. Le semi-groupe fortement continu en-

gendré par A est donné par la formule de Trotter :

t ty\p
~tg -ty
(19) vueLl?Q), vT>0, e Au=lim (e n en ) u,
n

).

uniformément en t € [0,T] (pour Il. I
[0,T] (p 12()

Démonstration du Théoréme 3.]. La démonstration suit le schéma de celle du Théoréme 2.1.

Premiére étape. A est accrétif. On procéde comme dans le cas du § 2 ; on utilise le

résultat de [2], avec, cette fois-ci :
f=-—q lul 2¢ 1 (2) (pouru€D(A) c H%(Q)),
d’aprés la proposition 3.1.

Deuxiéme étape. |l existe A, tel que si X > A, alors In(A + A) D L2(Q) N L7 (Q)
et pouru € L2(Q) NL=(Q):

(20) t1—etB+N VYT ATy dans L2(@).
>0

On pose :

— — x“] —
Wt,)\=t(1—e t(B+>\)e tV) e t(B+7\);

t(B + A)

d’aprés le Théoréme spectral e admet un opérateur inverse (non borné) qu’on note

et(B + )‘). On peut donc appliquer te Lemma 2.1 a U, = etB+ )\), Vi = e—tV’, ce qui donne :

— 1'_'1
Wt,xzt(et(B +A) gtV

)
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et pour montrer (2) il suffit de montrer :

(21) Wou — (A udans L2(Q).

g0t
Afin d’établir des estimations sur Wt ) U on commence par montrer quelques propriétés de I'opé-
rateur B. On rappelle, en le précisant, un résultat de [3] (Théoréme 2.3) ; dans la suite on suppo-

sera toujours que A > Ay.

PROPOSITION 3.3. Pour chaque s € [2, + <[ il existe a > 0 tel que si g € L2(Q) N LS(Q) er ¥

est I'unique solution dans HE)(SZ) de:

—AV-q V+AV¥=g dansQ(A\>Ng);

alors :
1. si g est réelle, ¥ est réelle ; si g=0 p.p.dans , ¥ =0 p.p. dans S2.
2 VeL’(Q)ersiz>a:

(22) A <—1—— gl

L3(Q) A-q L3(2)

Démonstration de la Proposftion 3.3

1. De I'unicité on déduit que si g est réelle, alors ¥ est réelle. Si g = 0, on procéde

comme dans [3] ; en multipliant ’équation par — ¥, on obtient :

jloqfﬂ—j q"|\p‘l2+>\f w712 <0,
Q Q Q

donc, si A > Ay, cela implique ¥ =0Q.

2. On peut toujours supposer que g = 0 p.p. dans 2 ; en effet, si ¥ est la solution

correspondante a Iglona :
[PI< ¥ p.p. dans Q

(il suffit de remarquer que pour tout n € R Re(ei'fz W) est la solution correspondante a Re(ei" g)
car si on note ¢7l + » @, _ les solutions respectivement correspondantes a Re(e g)+, Re(ein g)
) )

ona ¢TI,+ , ¢n’_> 0 p.p.et:
[¥(x)l= sup | Re(ei"z ¥(x))l= sup |¢7I +(x) ) _(x)I<
nER n€ER ’ ’

< sup (B 00+ 6, ()<
n ER ’ )
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puisque ¢’fl +t ¢'fl _ est la solution correspondante a | Re(e'™ g)I< |gl, et d’aprés 1.).
) )

On reprend alors la méthode suivie dans [3] . Pour chaque k € IN1 on note :
., =min (q k)
et on résout dans HL(Q) :
(23) —A\Ilk—qE\Ilk+)\\Ilk=g>0 p.p.;
Alors \Ilk =0 p.p. . Pour simplifier on note ¥ = \Ilk et on pose maintenant :
. ¢, = min (¥,n), pourn € N;.

On multiplie (23) par ¢rr1—1 (2<r<s) et on intégre par parties :

r

4(r—1 5 2 T r—1
(r2) f (D(qs,?)l +):[n <||gqu||¢n ||Lr +
r Q [¥<n]

(24)
= 2
n r r
te I D(¢n) Il L2+)\€ Ilqbn IILr+ kf\lf
[¥>n]
. : . . . 4(r-1) o S
(ol on s’est servi de la Proposition 3.1) ; si on choisit € > 0, € < on en déduit, d’apres
I’inégalité de Sobolev (si N> 3) : r

lg 12 oy <C lglh™ +1wI" +k |9
n rZ*\ r '8 L L

L2 [¥ > n]
. 1 1 . r
(ot -2-; =5— N ), donc si on suppose ¥ € LT(R2) on peut passer 2 la limite en n ce qui donne :
2
p—
vel 2%Q)

2*
s =
en itérant ce processus a partir de r = 2 on obtient ¥ EL 2 (22), donc a fortiori ¥, € L3(%2).

CNf : 1 r
SiN=2ona¥, €Hl (@) C rgzL.

F# oo

. 4(r-1)
On revient maintenant a (24) ; si on choisit maintenant e =

, on en déduit
r

s=1
S r
xf <"g"Ls"¢n"Ls+"e"¢n"Ls+kf‘I’ :
[¥<n] [¥>n]

(pourr=s) :
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Comme ¥ € L5(£2), on obtient, en passant 4 la limite en n :

S s—1 3
xfg V<gl (VI I I,

dong, si on pose :

on obtient :

e < gl

L3Q)  A-o L3(Q)

mais en multipliant (23) par ¥, on montre facilement d’aprés la Proposition 3.1 que :

H(@)
¥, — v
K
donc
I I < gl ..
Q)  r-a °L5Q)

S

COROLLAIRE. a) Pour tout vE L2(Q) 1e B yi<e B |y1.

b) Pour tout s € [2,4°[ ,v E L2(Q) NLZ(Q) ona etBye L3(Q) et :

(25) letBy | <el% |y | )

L3(2) (%)

Démonstration du Corollaire. || suffit d’appliquer la formule exponentielle :
—t(B + (XS) . 1 -n 2
e v=Ilim (1 +—(B+as)) v dans L(2) ;
n
d’aprés ce qu’on a vu dans la démonstration de la Proposition 3.3-2, ona :
1 - 1 -n
[(1+—(B +°‘s)) vi< (1+-—(B +as)) vl p.p.dans Q
n n
ce qui montre a). En utilisant (22) on obtient :
oo 1 -
vELZQ) NL(Q)= (1 +=(B+e) MveELXQ) VsE[2 e
n
et

1 _
(1 +=(B+a)) vl < vl d'oub). =
n

LS(Q2) LS(Q)
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On se servira dans la suite du :
LEMME 31. a)Sive L2(Q), alors W, € HL(Q) et il existe Cy > 0 tel que :
2
vVveLs(Q)Iw, , vl <G lvl

b)Sive LZ(Q) :

-tV 221012
Re —_— W v v

-1
¢JVve L2(Q), W VIS t(et(B+)‘) —1) lvlp.p.dans Q.
d) Sis€[2,+[ et \>agalors ¥V vE LZ(Q) NLZ(Q) :

WA VE LS(2)

< vl

Iw I
tAY ' s(q) N—a L5(Q)

Démonstration du Lemme 3.1. a),b).Siv€E Lz(.Q) ona:

WV =t(etA +B) V') e pet® +B)) cim(etB) cp(B) cHl(@)

d’aprés la Proposition 3.2) ; on peut donc reproduire la démonstration du Lemme 2.3-1) et obte-

nir (en utilisant la Proposition 3.2) :

LB +2)
PIW v 2 < (AHBW, v, W, v) < BN W vy
AV g S A WA VIS : AV Wi VW
d’ou
2 -V 2
G IwW, vl + Re — W, vI“<Re(v,W, , v) <
MWy Tng) fQ . ) (WA Y)

<lvl Iw, v
L2 WA T Hl@)

ce qui permet de conclure.

c¢) En utilisant a) du corollaire précédent il suffit de reproduire la démonstration
du lemme 2.3-b).
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d)Ona:
_ YN
th"ztz (et(B+7\)etV et(B+7\)V
’ n=0

(convergence dans L2(Q))

alorssive L2(9) N L™(Q) et s €[2,+°9[ , d’aprés (25) :

D tBHNSVY tBHA) el Dl =Ny
L3() L3(%)
donc, si A > a, onabien W, 5 vE L3(Q) et :
(ozS -t

te 1
W, vl < —— v < Il .
ATTse) (s Nt LQ)  A-ea,  LYQ)

On revient maintenant a la démonstration de (21) ; comme dans la démonstration

du Théoréme 2.1, en utilisant maintenant le Lemme 3.1-a), c) on se raméne 2 vérifier que si :

wtn = th,)\u T w dans HL(Q) faible et p.p.

. + . .
pour une suite t, —> 0" et pour A assez grand, alors nécessairement :
n .

w=(A+ A)_1 u.

On a évidemment une formule analogue a (10) ; c’est-a-dire, pour tout ¢ € 2 () :

-tV t (B+ Q)

1-e D 1-e N v ~t (B4

(26) (—— w0 )+ (——— e " w ,¢>=(e n® N,

tn n tn n
Or:

PR e o+
1_e—th 1T-e ™ cos(t,q’) e N sin(t,a’)
Wi 0 Wy o+i W (0}
th n Q t, n Q t, W n

mais :

—tnq+ sin(t,q’)
e —_— ¢

th

< Igl Igle L1te@Q)

+ sin(tnq’) _

-t.q —_
n ¢ — q'¢ p.p.dans Q
n

. €

th
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donc le théoréme de Lebesgue donne :

__.tnq+ Sin(tnq’)
. €

¢ —> q'¢ dans L1+G(Q)
n

th

1

d’autre part si on pose s = (1+€)’ =1 + — > 2 (on peut supposer € < 1), on a d’aprés le Lemme
€

3.1d), quesiA> A =ag:

fw, |

<
L L5(9Q) aA-a

lul
e L

Q)

donc, au moins pour une sous-suite :

. w, —> wdans L(H'e),(Q) faible

th n
ceci implique que :
. —t Q' sin(tnq’) _
[ e —_— W o=
Q th n
(27)
5 _tnq+ sin(tq’) 5 S
=i<e W )
tn tn L1 +€(Q) X L(1 +€) (Q)

T i <q’¢,w>L1+e(Q)x L(1+e),(Q)=i ¢/;'2 q'wo

D’autre part on a, par Lebesgue :

1
-t v 1o

1-e N
. (Re —--;— ) _ q+ dans leoc(ﬂ) fort ;
n

on en déduit d’abord, d’aprés le Lemme 3.1 b), puisque w; — w dans L2(SZ) faible, avec
n

lw, I ,<C:
t, L2 1
1 —e_tn Viy /2
. (Re —t—-> Wy —— q+ w dans L2(Q) faible,
n
n

au moins pour une sous-suite. Ensuite, on a donc :

+ 1
. q wELloc(.Q)

(28)

—*(\/Fw,\/q—+¢)=f a we
Q
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De (27) et (28) on déduit finalement que V'w € L}OC(Q) et :

1 —th’
—e _ _
29 —_— , A\ =<V'W,p >
(29) ( t, Wtn ¢> T '/Q we ¢ D’'xD
On a évidemment :
—-t_(B+))
(30) (e n U,¢) —n_> (U,¢),

et il ne nous reste qu’a examiner un des termes de (26) :

~t_(B+A —t_(B+A
1-e (BN -t V’ —t V' 1-e n(B+N)
_ we ,0) = w e —_—9);
tn n n tn
N
siN>4onaq €L2(Q)+L7Q) C leoc(‘Q)’ donc 2 (2) C D(B)et:
— —t_(B+A
—th' 1—e n( ) 2
e —— ¢ —> (BH+A)¢dans L4(Q).
t n
n
Commeona:
2 .
w, —> w dans L°(Q) faible,
th n
et d’aprés le Lemme 3.1 les | Wi I 5 sontbornées, ona:
n L°(Q)
-t_(B+A
1-e n(B+) -t V'
(1), (——— e w, ,8) —  (w(B+g)=
tn n n

=<-Aw-q wH+Aw,é> |
D' xD

Dans les cas N = 2,3 on n’a pas nécessairement q € leoc ; pour obtenir I’analogue de (31 )a on se

sert alors du Lemme suivant :

LEMME 3.2: Pour chaque r € { p,2,p’ il existe u_> 0 et un opérateur B_ dans L(Q) tels que :
r r q

1. B+ u_est maccrétif dans L'(Q).

2. 32 =B. "

3 SiueL2(Q)NLT(Q), dorse Bu=e Tuvizo0.
4 D(Q) C D(Bp) etVoED(Q), Bp¢ =—Ap—q ¢.

(Démonstration a la fin de 1-3).
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On a donc :
-t _(B.+7)
-tV 1-e - tV 1-¢ TP - —

e " ——— g=¢ n _— ¢ —> (Bp+7\)¢

tn tn n
dans LP(Q2). D’autre part, d’aprés le Lemme 3.1-d), en augmentant au besoin A on a pour
A>A:lw, I ,<C, donc au moins pour une sous-suite :
€ th P

w, —> w dans LP'(Q) faible,
tn n

puisque p<2 = p’> 2. Alors :

—t_(B+A -t _(B+A
(31) 1-e "( ) —th’ 5 < —th’ 1—e "( ) $>
—_— W) =<w, ,e — )
b t, Wtn th th LP x LP

<w,(B.+A)¢p> = -A—q +Np=<(-A—-q +ANw,$> .
— <w(B,+N7 prLprW‘ R L L

En passant (26) a la limite en n, on obtient alors d’aprés (29) - (31) :
.vwell (@)

loc
L <—Aw—q w+ V'w+Aw,p > =<up>
d ¢ D'x D D xP’
donc, dans 2'(R2) :
—Aw+ Vw=u-AwEL2(Q),

d’ol : w € D(A), (A\+A)w = u, ce qui termine la deuxiéme étape.

Troisieme étape. D(A) est dense dans L2(Q). On reproduit la troisiéme étape de la

démonstration du Théoréme 2.1 en remplagant (14) par :

+ -1 !
ont. —> 0" et IW u—-(n+A+aqa ul < —,
n o, tn,n+as S) LZ(Q) - n2
et en se servant de I’estimation du Lemme 3.1-d) :
Inw, , ul < lul ,
tn,n+as LS(-Q) LS(Q)

1
avecs = (1+€)’ =1 +—, pour démontrer I'étape correspondante 2 (16).
€
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Dans ce qui correspond a (17), on se sert des Lemmes 3.2, 3.1 quand N = 2,3, en

augmentant au besoin a;.

Quatrieme étape. On conclut comme dans la démonstration du Théoréme 2.1. On

remarquera qu'il suffit de montrer (19) avec B remplacé par B + 7\6 . =

Démonstration du Lemme 3.2. On pose par définition :
. BzZB, IJ2=A-I .
Si r = p’ on pose b = Q. D’apreés la Proposition 3.3, si on considére la résolvante de B2 +tu
1 -1
R = (=B, + 1) +1)

on a (estimation (22)) :

IR ul  <lul vueL2(Q)nL().
R(z) se prolonge donc en une contraction R&r) de L"(R2) qui en est la fermeture.

/ L2(Q) N L"(Q)

D’autre part B / R(z) est fermable dans L"(£2) ; en effet si dans ce
A .

(L2(Q) N L))

domaine u, — 0, Bun —> fdans L"(Q), alors :
n n

. —lu, —> 0 dans 2°'(Q)
n

. qu, —:- 0 dans 2'(2) (puisquer=p’etq € LFOC(Q))
donc :

Bu,=-0u,~qu, T 0 dans 2°(Q)

ce qui implique f = 0. On note B, la fermeture de cet opérateur ; alors R&r) est évidemment la
. re . 24 ’
résolvante de Br + K, et cet operateur est donc bien m-accrétif dans LP (22). D’autre part la formu-

le exponentielle et la définition de Rg\p') garantissent que :
vuel2@)nLP’ (@) :e P u=etBy.

Maintenant, la théorie de la dualité dans les semi-groupes donne :

. B; + My est m-accrétif dans LP($2).
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on pose alors :

= * = »
.Bp Bp., up up

(ici * désigne I'opérateur transposé dans la dualité < Lp,Lp’ > ). Mais siu € L2(Q) N LP(), on
a, pour tout v € Lp,(Q) N L2(Q) (2 2(Q)):

<e Puyv> =<u,e Py> y=<ue v>
LPx LP LPx LP

:f u(e_tB2 v) =f (e_tB2 u)v,
Q Q

tB —tB —tB
. e 2uELp(Q) ete Pu=e u.

LP x Lp' -

donc :

Montrons finalement que 2 (Q2) C D(Bp). Comme B_ = B*,, par définition de Bp’

P p
on a a fortiori :

*

Bp= ( B )
R (LP'(@2) N L2())

maissig € D(Q),vE R;\z) (Lp,(Q) N L2(Q)), ona:

<¢,Bv> V= d(—Av—q v)=
B> b fn( av)

= _A_'_ :<—A__,> ’
/;2 v (-Ad—q 9) ¢—q ¢V PP
€ LP

d’ou :

. ¢GD(Bp)
.Bp¢=—A¢—q_¢. .

Remarques. 1) Dans le cas N = 1 si on suppose q € L (R2) + L™(2) avec les hypotheéses supplé-

mentairesq , q’ € L:+€ (22) (pour un € > 0), la démonstration précédente est évidemment valable.
oc
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2) II serait aussi intéressant d’analyser le cas oli on suppose seulement q’ € L! (22)
4 q loc

et en plus de I'hypothese (1) I'autre alternative de I’hypothése (2), c’est-a-dire, si N> 2 :
N
—+e
q € L2Ioc (82)  (pour un certain € > 0) ;

nos méthodes ne s’adaptent pas directement a ce cas la.
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