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HOMOGENEISATION ET PERTURBATIONS
DANS UN PROBLEME LIE A L’ECHAUFFEMENT D’UN CABLE ELECTRIQUE

Jeannine Saint Jean Paulin (1)

(1) Analyse Numérique. L.A. n® 189. Tour 55-65, Université Pierre et Marie Curie. 4, place Jussieu
75230 Paris Cédex 05 - France.

Résumé : On étudie un probléme elliptique dépendant de deux «petits» paramétres (€ : paramétre
d’homogénéisation et & : paramétre de perturbations) dans lequel I'opérateur homogénéisé corres-
pondant aux termes du 2% ordre est nul quelle que soit la maniére dont (€,8) > (0,0). Puis on
montre que les résultats de convergence et la solution limite sont trés différents suivant I'ordre

de grandeur relatif des deux petits paramétres.

Summary : We study an elliptic problem depending on two «small» parameters (¢ : homogeniza-
tion parameter and & : perturbation parameter). For this problem the homogenized operator
corresponding to the 2nd order operator is always zero whatever the way (,6) = (0,0). However
the convergence results and the limit solution depend very much on the relative size of the two

small parameters.

INTRODUCTION

Ce travail a pour origine un probléme posé par A. Bossavit [2] sur I’échauffement d’un
cable électrique en court-circuit. Dans ce probléme interviennent deux «petits» paramétres, I'un
(€) lié a la taille de la cellule de base (les fils qui composent le cable sont répartis périodiquement),
l'autre (8) correspondant 2 la faible conductivité thermique du substrat (qui n’est pas un isolant

parfait) ; sont ainsi présents un aspect homogénéisation et un aspect perturbations. Comme le fait
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qu’il s’agisse d’un probléme d’évolution n’introduit pas de difficulté mathématique particuliére,
on commence par regarder ce qui se passe dans le cas stationnaire.
On montre d’abord, sur un probléme un peu plus général, que I'opérateur homogénéisé

correspondant aux termes du 2e ordre est nul quelle que soit la maniére dont les deux petits para-

8
€

faible. La difficulté vient de ce que la constante de coercivité tend vers zéro avec 8.

métres tendent vers zéro. La convergence de la solution u? vers la solution limite a lieu dans L2(Q)

Puis pour le probléme stationnaire qui nous intéresse, on calcule la solution limite
quand & est petit par rapport a € et quand § est grand par rapport 4 €. La difficulté est de passer
a la limite dans un terme d’ordre zéro qui est le produit de deux fonctions qui convergent chacune

faiblement.
Enfin on donne les résultats dans le cas d’évolution considéré, ainsi que I'interprétation

physique proposée par A. Bossavit.

1. - NOTATIONS. UN RESULTAT GENERAL

Soit Y = (0,14 (X(O,l2) la cellule de base de IR? et soient 7; (i = 1...M) des ouverts
connexes de IR2, de frontiére réguliere, localement d’'un méme coté de leur frontiére. On note Y*

la partie de Y correspondant au substrat et T celle correspondant aux fils :

M
Y*=Y\T, T=U FnY), =1Y*1/1YI
i=1

Si E est un sous-ensemble de Y, on définit :

1 si yEE
Z(_E(Y) =
0 si yEE

et on désigne par Xg le prolongement de Xg a IR2 par périodicité.

Soit £ un ouvert borné connexe de IR2 de frontiére réguliére (€2 correspond a la sec-

tion droite du cble). On pose :
X
Q; = XGQ/)(Y* (:)%O

(Q’G" est la partie de £ correspondant au substrat) et on désigne par Qé (i= 1...Ne) les composantes
connexes de son complémentaire dans £ (les Qg_. sont les parties de 2 correspondant aux fils
électriques). On suppose que Qé‘ est connexe et que les Qé ont une frontiére suffisamment régu-
liere et sont localement d’un méme coté de leur frontiére.

On définit . par :

Xel) =Xy ()
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Probléme : On se donne f‘z S L2(Q) et A\ > 0 ; on cherche la limite éventuelle, quand (,6) ~ (0,0),

de la solution ug du systéme :

(1.1) —div[((1 — x) + 8x) Ved] + Al = dans @
(1.2) u‘z =0 sur o2

On a le théoréme suivant :
THEOREME 1.1. Soit A\ une constante strictement positive ; on se donne f‘z € L2(Q) telle que :

(1.3) Bl

¢ LZ(Q) < k k : constante indépendante de € et .

Soit ug la solution du systéme (1.1) (1.2).

Alors, quand (e,8) = (0,0) on a, aprés extraction éventuelle de sous-suites :
o —u dans L2(Q) faible, £ —= fdans L2(Q) faible
ou u et f sont liés par I'équation homogénéisée :
(1.4) A=f dans Q
De plus quelle que soit la sous-suite extraite, on a :
(1.5) £=((1-x.) +6x.) Vud —0 dans [L2(2))? faible.

Remarque 1.2. L'opérateur homogénéisé correspondant aux termes du 2e ordre est nul quelle que
soit la maniére dont (€,8) = (0,0). Par contre, il est clair sur I’équation (1.4) que si la limite f de
f‘z dépend de la maniére dont (€,6) — (0,0), alors u en dépend aussi ; nous en verrons un exemple
au § 2.

Remarque 1.3. On vérifie aisément que si f‘z—> f dans L2(Q) fort, alors u‘z - u dans L2(Q) fort.

Pour démontrer le Théoréme 1.1, on a besoin d’un résultat auxiliaire (qu’on admet

pour I’instant) concernant le probléme «adjoint» dans la cellule de base :

PROPOSITION 1.4. Soit wO Ja solution du probléme :

—div((x1 + Sxy*)V wa’“) =0 dansY
(1.6)

w“3 M uny Y-périodique de moyenne nulle.
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Alors, quand 6 — 0, w6 M yerifie :

WOl S WO gans T (Y)
(1.7)
I wdH = WOl | Yl <Cs C : constante indépendante de &

(Y)

0

ot w ' est la solution de :

wo’“ = constante dans T

- Awo’” =0 dans Y*
(1.8)

(wo’”)+ = (wo’“)—sur oT

wo’“ —uy Y périodique de moyenne nulle
Le signe ~ (resp. +) indique que les valeurs sont calculées dans T (resp. Y*).

Démonstration du Théoréme 1.1. En multipliant (1.1) par u(z et en utilisant I’hypothése (1.3),

on obtient les estimations a priori suivantes (ol C est une constante indépendante de € et ) :

)
N <C
1/2 )
(1.9) 1612 v 9 <cC
€ L@
21wl L <C
i [L=(2)]
.. S — _ ) L, .
donc en particulier, £, = ((1 Xe) + 6)(6) Vug vérifie :
1.10 1£8 <cC
(1.10) £ LQ(Q)Q

Apres extraction éventuelle de sous-suites, on peut passer 2 la limite faible dans I’équation (1.1)
et on a (en désignant par £ la limite de E‘Z_ dans (LQ(Q))2 faible) :

(1.11) —divE+au=f dans

Pour calculer £ on utilise la méthode de I’énergie introduite par L. Tartar (8). On considére donc

le probléeme adjoint (1.6) dans la cellule de base et on introduit w'z'“ par :

(1.12) Wok(x) = e whH(Z)
€
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On remarque que va'" est solution de :
(1.13) —div(((1 —x) + 8x.) VwW2H) =0 dans Q.

On se fixe arbitrairement ¢ € 2 (£2), on multiplie (1.1) par ¢w86’“ et (1.13) par ¢u‘2 et on intégre

par parties ; il vient :

8 > 6’ 5 bl —_
/Q((1—xe)+8xe)Vue(“/2“V¢+¢ Vweu)dx+)\A u® pwdH dx

—,/5‘2 ((1 —xe)+6x€) ng’“(ug V<1>+<1>Vug)dx=‘/;2 f‘2¢vfs’“dx

ce qui s’écrit encore :

(1.14)’/;2 £ whik V¢dx+7\‘/s; ug¢wf2’“dx—/;l (1= xg) +8x) V whk ud Vax =

<[ e
Q

6
€

(en utilisant la Proposition 1.4 et la définition (1.12)) que :

On a déja des résultats de convergence sur E‘Z et u_ ; en ce qui concerne v/g’“, on montre aisément

| WK ~mxl 901 < C Cindép. de € et &

2()
(1.15)

| VwdiH| <C
€ L2(Q)2

Le terme le plus génant a priori dans (1.14) est (1 - xe) v vfz’“ ug car on a seulement convergence
faible dans L2(Q)2 pour V u‘z_ et vaZ'“; le point important est de remarquer que (1 —x) ng'“
tend vers zéro dans L2(Q)2 fort (ce qui permet de passer a la limite). En effet, puisque V wo'“ est
nul dans T d’aprés (1.8),on a :

1(1-x,) VwooH] <C (Ixp V (wOH — WOy + Ixp VwOk
o VWl 2(0p2 T N2yy2tIxr 122!

(9]

<C IwdH-yO0m W)

donc, d’apreés la Proposition 1.4 :

(1.16) (1 —x) VWO (22 <C8  Cindép.decets

En utilisant les convergences dans L2 faible et les estimations (1.15) (1.16), on peut passer 2 la
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limite dans (1.14) et on obtient :

f (ux)EVedx + 7\/ (ux)ugdx — 0 =f (ux)fodx
Q Q Q

En intégrant par parties le premier terme, en se souvenant que ¢ est arbitraire et que div £ vérifie
(1.11), on en déduit :

£V(ux)=0

Ceci est vrai quel que soit u € IR2, donc £ est nul ; en reportant cette valeur dans (1.11), on ob-

tient I'équation homogénéisée (1.4).

Les calculs effectués jusqu’a présent mettent surtout en évidence I'aspect «<homogénéi-
sation». Pour achever la démonstration du Théoréme 1.1, il reste a démontrer la Proposition

1.4 ; c’est la qu’intervient I'aspect «perturbations».

Démonstration de la Proposition 1.4. On se rameéne, par la translation wa’“(y) =puy — w‘s(y), a

I’étude du probléeme suivant :

Wev

ap(¥®,0) + 525 (¥0,0) = L1(9) +5Ls(9) Vo€V
ou on a posé :
V= { ¢ <€ Hl (Y),¢ Y-périodique de moyenne nulle z Ig Iy =1Vol 2

aT(w,¢)=f VYV dy a*(w,¢)=j VY V6 dy
T Y*

L1(e) =f Viwy)Vody  Lilg)= V(uy) Vo dy
T Y*

(Y)2

et on cherche un développement asymptotique de \118. On introduit donc :
V1= {¢€V rag(9,0) =0 % = {¢€V : ¢ = constante surT!

et on montre que si v = L’(v) est une forme linéaire continue sur V nulle sur VT, il existe Y dans
V (défini modulo V) tel que a(¥,¢) =L'(¢) VoEV.
Par la théorie des perturbations (cf. J.L. Lions (5)), on sait alors construire un développement

asymptotique de \,l/‘s, et on a ’estimation d’erreur :

(1.17) 192 =67 y_y +¥g) Iy <C6  Cindép. de
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De plus, en regardant comment sont définis xp__1 et ll/o, on remarque que |1J_1 est nul et que
wo’“(y) = py — Y est solution de (1.8) ; en revenant aux wOH on obtient (1.7) a partir de

(1.17), ce qui achéve la démonstration de la Proposition 1.4.

Remarque 1.5. On a vu, d’aprés le Théoréme 1.1, que I'équation homogénéisée (1.4) qui lieu et f
ne contient plus d’opérateur du 2e ordre et est indépendante de la maniére dont (€,6) = (0,0). Ces
propriétés sont trés liées a la forme particuliére du systéme (1.1) (1.2) : en effet, on va montrer
que si dans (1.1) on remplace le terme (1 — Xe) + 8x, par le terme 8(1-x.) + X les résultats

correspondants sont faux.

Soit v‘z la solution de :

—di _ ) 8 _
div ((6(1 = x) + Xe) Vvt Ave = dans £
V=0 surog

En appliquant les résultats classiques d’homogénéisation et de perturbations (cf. A. Bensoussan-

J.L. Lions-G. Papanicolaou (1), J.L. Lions (5)), on vérifie aisément que quand on fait d’abord

€~ 0 puis § >0, alors Vo converge vers la solution vy du systéme :
p €
82V*
—q; —— +Avx =1 dans 2
U ax; ax].

v« =0 sur 0§2

(les g sont des constantes qu’on sait déterminer) ; dont contrairement a ce qui se passait pour le

systéme (1.1) (1.2), il reste encore un opérateur du 2e ordre dans I’équation homogénéisée.

D’autre part, si on fait d’abord 8 = 0 puis € = 0 on montre, en utilisant des résultats
de perturbations puis d’homogénéisation d’un probléme avec trous (cf. D. Cioranescu-J. Saint Jean

Paulin (4)) que vg converge dans LZ(Q) faible vers la solution v* de :

1 32 v¥
—= Q. +AvF=1 dans
0 1 aXi an
1-0
v¥ = sur 082
A

En comparant les deux systémes obtenus, il est clair que :
Vi 7 V¥

donc, contrairement a ce qui se passait pour le systéme (1.1) (1.2), le systéme homogénéisé qui lie

la limite de vg a la limite des données dépend de la maniére dont (¢,6) > (0,0).
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2.- CAS OU LE MEMBRE DE DROITE DEPEND DE uz . ENONCE DES RESULTATS

En fait, I'analogue stationnaire du probléme d’électricité a une forme moins générale

que (1.1) (1.2) et s’écrit :

(2.1) —div (1= x) +8x) Vud ) + Ml = (1-x.) (1 +Ku) dans
8 _
(2.2) ug=0  surdQ
On va d’abord donner une équation qui lie les limites de u‘z et de (1 —)(e)uée5 , puis on cherchera la
limite de u? .

PROPOSITION 2.1. On suppose que les constantes \ et K vérifient

(2.3) AS>K>0

8
€

sous-suites :

Soit u_ la solution de (2.1) (2.2). Alors, quand (€,6) = (0,0), on a apreés extraction éventuelle de

ug —>u dans L2(Q) faible, (1 —xe)u‘z —~ U dans LZ(Q) faible,
ou u et U sont liés par I'équation homogénéisée :
(2.4) u=(1-0)+KU dans 2
Démonstration de la Proposition 2.1. On pose :

2= (1-x)01 + Kud)

On constate, en multipliant (2.1) par u‘Z et en intégrant par parties, que f(z vérifie (1.3). La Propo-

sition 2.1 est alors un simple corollaire du Théoréme 1.1.

Il reste maintenant a calculer U en fonction de u ; on va montrer que les limites u et U

dépendent de la maniére dont (€,8) > (0,0) alors que I’équation (2.4) qui les lie n’en dépend pas.

THEOREME 2.2. On fait toujours I’hypothese (2.3). Alors :

a) quelle que soit la maniére dont (€,8) - (0,0), on a :

u<(1-60)/ (A\—K) dans
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b) si s 250 quand (€,8) - (0,0),0na:

(2.5) U=u=(1-6)/(A=K) dans Q2

et ”2 — udans L2(SZ) faible mais pas dans L2(SZ) fort

c)si 3t>1, tel que : 5 1(t+2) 5 o quand (e,8) ~ (0,0),0na:
(2.6) U/(1-0)=u=(1-60)/(A—=K(1-06)) dansQ

et u‘z_ - u dans L2(SZ) fort

d) dans le cas limite oi on fait d'abord & — 0 puis € > 0, on a les mémes résultats que

dans le cas b)

e) dans le cas limite od on fait d’abord & —> 0 puis € > 0, on a les mémes résultats que

dans le cas c).

COROLLAIRE 2.3. Dans le cas particulier o & = €%, alors :
si s>2 u=(1-6)/ (A\=K)

si s<1/3 u=(1-9)/(A—K(1-9))

Le corollaire est trivial. Pour la partie a) du Théoréme, il suffit de remarquer que : (1 — xe)u‘z < ug,

donc : U < u et d'utiliser I'équation (2.4). Le reste du Théoréme 2.2 sera démontré dans les § 3
as.

6
€

fort est que (2.6) soit vérifiée : en effet, si on a convergence forte, on peut passer a la limite dans

Remarque 2.4. Une condition nécessaire pour que la convergence de u_ vers u ait lieu dans LZ(Q)

(1 - xe)uz en faisant le produit des limites, donc : U = (1 —8)u et (2.6) est alors une conséquence
de (2.4).

3.-ETUDES DES CAS LIMITES d) ET e)
Cas limite d) : on fait d’abord & = 0, puis € =~ 0.

Quand & — 0, a € fixe, le probléme (2.1) (2.2) est un probléme de perturbations. En
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appliguant les méthodes de perturbations (cf. J.L. Lions (5)), on obtient :

”2 -> v(e) dans L2(S2) fort,

0

¢ est la solution de :

ou v

0 0_ 0 i (=
—Avg g =1+ Kvg dans 2, (i=1..N/)

avg . )
—) =0 sur aszé
on
0_

)\v6 =0 dans .Q;‘

(n est la normale extérieure a QZ‘ , le signe ~ indique les valeurs sont calculées dans les Qé ).

Ce systeme se résout explicitement par :
V0= (1-x.) 1 (A=K)

Quand on fait ensuite € = 0, on obtient :
W —~ (1-6)/(\=K) dans L2(R) faible,
ce qui achéve la démonstration de la partie d) du Théoréme 2.2.

Cas limite e) : on fait d’abord € - 0, puis § > 0.

Quand € > 0, a & fixe, le probléme (2.1) (2.2) est un probléme d’homogénéisation. En
appliquant la méthode des échelles multiples (cf. J.L. Lions (6), A. Bensoussan - J.L. Lions -
G. Papanicolaou (1)), on obtient :

“2 - vg dans Lz(ﬂ) fort

ol vg est la solution de :

528
5 0 ) (1 +Kv3) dans Q
3.1 —q:: +Avh =(1 -6 % ans
3.1) ) 0 8
(3.2) vgzo sur 32
5

Les coefficients homogénéisés g:: sont donnés par :

ij
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1 8}”' 8:#
(3.3) q‘isj=-—— Ot +8xY*)W7w I'Vw " Jdy
Y

(les wOH sont définis par (1.6) et on a posé : uq = (1,0), up = (0,1)).
Quand on fait ensuite 8 - 0, on applique au systéme (3.1) (3.2) la théorie des perturbations (cf.

J.L. Lions (5)) : en utilisant (1.7) et le fait que V wOH =0 dans T. On montre d’abord que :
(3.4) lqﬁ.|<ca Cindép. de &
puis on en déduit que :
B> (1-6)/ (\=K(1-6))  dans L%(®) fort
ce qui achéve la démonstration de la partie e) du Théoréme 2.2.

Remarque 3.1. Les méthodes d’échelles multiples et de perturbations utilisées pour le cas e) per-
mettent d’obtenir, si on le souhaite, une estimation d’erreur et des termes supplémentaires pour

le développement asymptotique.

4. - ETUDE DU CAS b) : ON SUPPOSE QUE 5250 QUAND (e,6) ~ (0,0)

Si on fait un développement asymptotique formel (cf. J. Saint Jean Paulin (7) pour

des détails) on obtient le résultat (2.5) ; le fait que formellement :

)

. R
lim (1 xe)ue—llm Ug

suggére de multiplier (2.1) par (1 — Xe)¢ (pour ¢ réguliére) dans le but de faire apparaftre
(1= xe)u‘z dans le membre de gauche. C’est I'idée de base de la méthode ; pour I'appliquer, il faut

auparavant régulariser (1 — Xe)'

le étape : régularisation de (1 —x)

On introduit un autre petit paramétre a et une fonction h® réguliére, définie sur Y qui

approche (1 —xY*) au sens suivant :

0<h%<1 _dans Y
1 siyeT
(4.1) h%(y) =
0 siyE€Y* avec d(y,0T) >«

(VE)(y)=a T o(1)
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On remarque qu’on a I'estimation :

o_(1— <call?

Notation. On désigne par ~ I'opérateur qui, 2 une fonction Y-périodique g, associe la fonction

g définie sur  par :
~ X
g(x) =g(—).
€
On approche (1 — Xe) par (h%) ™ et on déduit de (4.2) I'estimation :

(4.3) (0%~ (1 -x,)! 2 S ca'2  Cindép.dee

2e étape : estimations a priori

On se donne arbitrairement ¢ € 2 (Q) ; on multiplie (2.1) par (h®)™ et on intégre

par parties. Il vient :

(4.4) f (1 = x) + 8x.) Vud (99 ((h%)™) + (W%~ T g)dx + j u8 p(h%™ dx =
Q Q

= j;z (1=x)(1 + Kud) p(h®)™ dx

5
€

(1- Xe) sont bornées (respectivement dans L2(Q) et L™(R2)), indépendamment de € et 8, on ob-

On s’intéresse d’abord au membre de droite. En utilisant (4.3) et le fait que les normes de u® et

tient :

I/ (1 ~x6)(ha)~ (1+ Kug)ti)dx —f (1=x (1 + Ku‘z)¢dx|<Ca1/2
Q Q

ou C est une constante dépendant de ¢ mais indépendante de o, € et §.

Pour les termes du membre de gauche ol n’intervient pas V (ha)~, on a une estima-
tion analogue ; le terme en (1 — Xe) \Y (ha)~ est nul puisque h% est constante dans T. Reste le
terme en &x(V (™) :

|f 6eru2(V(ha)~)¢de=If 5x, Vud € 1(Vh%) g dxl
Q Q

< cse ol Ix, V u‘Z! L2(9)2

< a2,
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ol C est une constante dépendant de ¢ mais indépendante de o, € et § ; en particulier, si s 2> 0,

on peut choisir « tel que §1121 7150,

3e étape : passage a la limite

Avec le choix de a qu’on vient d’indiquer, et en utilisant les estimations a priori (1.9)
ainsi que celles qu’on vient d’établir, on peut passer a la limite dans (4.4) quand o, € et § tendent

vers zéro et on obtient :

o+f >\U¢dx=f ((1-6) + KU)gdx VoE D(Q)
Q Q

AU=(1-6) + KU

donc :

En comparant cette relation avec (2.4), on obtient le résultat (2.5), ce qui achéve la démonstration

de la partie b) du Théoréme 2.2.

5. - ETUDE DU CAS c) : ON SUPPOSE QUE 3t > 1 TEL QUE 8¢ V(t¥2) 5 wQuAND
(,8) > (0,0)

Les calculs formels, par une méthode de développement asymptotique, donnent le
méme résultat que dans le cas limite e) ; pour les justifier, il faut obtenir une estimation de la nor-
me de u‘z - vg dans L2(S2) en fonction de puissances de € et § et de constantes indépendantes de €
et § (on a défini vg par (3.1) (3.2)).

On esquisse la démonstration (voir J. Saint Jean Paulin (7) pour les détails). On intro-

duit I'erreur ¢‘2 définie par :
(5.1) Bx) = udx) - (Wx) + e (x, =) + €248 (x,~))
: € € 0 1T ey

ou vg, v‘? et vg sont les premiers termes du développement asymptotique de u‘z calculés par la
méthode des échelles multiples (en considérant (2.1) (2.2) comme un probléme d’homogénéisa-
tion).

On établit d’abord une équation dont ¢‘2 est solution dans 2 :
LEMME 5.1. L erreur ¢ vérifie :

(5.2) = div (1 =xg) +8x) V92) + (A= K(1 =x el =e62 G dans @

ou | G‘z ll <C C indépendant de € et .

H (@)
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? et vg en

5
ij

Démonstration du lemme 5.1. La méthode d’échelles multiples permet d’exprimer Vv
fonction de vg et de ses dérivées. En utilisant le fait que vg est solution de (3.1) (3.2) et que q

vérifie I’estimation (3.4), on montre que :

(5.3) vs>o 8211 iy <G C, indép. de 8
On en déduit une estimation de v? et vg en fonction des puissances de § ; en explicitant le membre
de gauche de (5.2), on peut alors établir pour G‘z I’estimation annoncée. On veut maintenant

estimer ¢‘Z sur oS82 :
LEMME 5.2. L'erreur ¢ vérifie :
(5.4) vi>1, =257 280 o

oir 15(t) I <C, C,indép. deeets.
gelt) H12(0) "t t /19€p

8

e et vg sont nuls sur 082, on a :

Démonstration du lemme 5.2. Puisque u

X X
d)‘z(x) =—ev? (x,=) ~€2 vg(x,—) sur a2

€ €

X ~
En utilisant I’expression explicite de v? (x, =) en fonction de V vg , le fait que I'opérateur

e .
opére dans /2 avec norme €1/2 0(1) (on le montre par interpolation), le fait que Ht est un mul-
tiplicateur sur H1 pour t > n/2 (ol n est la dimension de I'espace) et la majoration (5.3), on

montre que :

X —
218 (x,=) 1 <cs~(tH1)/2 Cindép. de e et §
€

H2(30)
On fait un calcul analogue avec I'autre terme et on obtient ainsi (5.4).

Pour achever la démonstration de la partie c¢) du Théoréme 2.2, on montre d’abord

que, puisque ¢2 vérifie (5.2) (5.4), on a la majoration :

1801 2@ ce/257(t+2)12

et par conséquent :
lu‘z—vgl L2(9)§C61/2 5 (t+2)/2 Cindép.deeet$

D’autre part, I’estimation de vg — u est classique et vient du fait que vg est solution du probléme de
6 _
€

estimations précédentes ; on a méme un peu mieux que le résultat annoncé puisque la méthode de

perturbations (3.1) (3.2). La convergence de u® —u dans L2(Q) fort est une conséquence des deux

démonstration donne une estimation de | ua —ul 2,
€ L@
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6. - CAS PARABOLIQUE. ECHAUFFEMENT D’UN CABLE ELECTRIQUE

Avec les notations précédentes, I'étude de I’évolution de la température au cours de
’échauffement d’un cible haute-tension conduit au probléme parabolique suivant, posé par

A. Bossavit (2) :

)
au
6 .
; —div (((1 —xe) + 8Xe) Vuz) =1 —xe)(1 + Kug) dans £ x (0,T)
(6.1) u‘z_ =0 sur 982 x (0,T)
uﬁ(. ,0)=0 dans

Les Qé correspondent aux fils d’aluminium, Qz‘ au substrat isolant et la constante K au coefficient
de température de I’aluminium ; € est lié a la taille de la cellule de base (les fils d’aluminium sont
répartis périodiquement) et 8 correspond a la faible conductivité thermique du substrat (qui n’est
pas un isolant parfait)

Les méthodes précédentes s’adaptent facilement a I'étude du probléme (6.1) et on

montre :
PROPOSITION 6.1. Soit u /a solution de (6.1). Alors :
1) si s 250 quand (€,8) — (0,0), ou si on fait d’abord & - 0 puis € > 0,

W —~ u dans L2(0,T;L2(Q))fa/'b/e

€
ou u est caractérisé par :
du
d—=(1 -0)+ Ku dans 2 x (0,T)
t
u(.,0)=0 dans Q
C'est-a-dire :
1-0
u(x,t) = —K (eKt -1) dans 2 x (0,T)

2)si 3t>1 tel que s Vt+2) o quand (€,8) » (0,0) ou si on fait d’abord € > 0
puis & >0,

Wy dans L2(0,T ; LA(Q)) fort
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ou u est caractérisé par :

u
:1— =(1-6) (1 + Ku) dans  x (0,T)
t
u(.,0)=0 dans S

C'est-a-dire :

u(x,t) Z-:-(- (e(1—0)Kt -1)  dans Q2 x (0,T)

INTERPRETATION PHYSIQUE DU RESULTAT

Ces résultats mathématiques ont été interprétés par A. Bossavit (3) qui souligne que
€ et 8 sont en fait des nombres sans dimension et que dans le processus d’adimensionalisation des
équations qui conduit a (6.1) intervient un changement d’échelle de temps. La différence de

comportement obtenue mathématiquement correspondrait donc :

-au «court terme» pour § < € : le substrat n’a pas encore eu le temps de chauffer

(c’est un isolant) ;

-au «long terme» pour § > € : le substrat a eu le temps de chauffer (puisque ce n’est

pas un isolant parfait).



Homogénéisation et perturbations 59

(1]

(2]

(3]
(4]

[5]

(6]
[7]

(8]

REFERENCES

A. BENSOUSSAN - J.L. LIONS - G. PAPANICOLAOU. «Asymptotic methods in
periodic structures». North Holland 1978.

A. BOSSAVIT. «Application de quelques techniques de calcul opérationnel et de
perturbations au probléme de |'échauffement d’un cdble en court-circuit». E.D.F.
Bulletin de la direction des études et recherches, série C. Mathématiques, informa-
tique n® 1, 1977.

A. BOSSAVIT. Communication personnelle, 1980.

D. CIORANESCU - J. SAINT JEAN PAULIN. «Homogenization in open sets with
holes». ]. Math. Anal. Appl. 71 (1979) 590-607.

J.L. LIONS. «Perturbations singuliéres dans les problémes aux limites et en contréle
optimal». Lecture Notes in Mathematics n® 323, Springer 1973.

J.L. LIONS. Cours au Collége de France, 1977.

J. SAINT JEAN PAULIN. «Etude de quelques problémes de mécanique et d’électro-
technique liés aux méthodes d’homogénéisation». Thése, Paris 1981.

L. TARTAR. «Problémes d’homogénéisation dans les équations aux dérivées partiel-
les». Cours Peccot, Collége de France, 1977.

(Manuscrit requ le 7 juillet 1981)



