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CARACTERISATION D’UN ESPACE FONCTIONNEL
INTERVENANT EN CONTROLE OPTIMAL

Jacques Simon (1)

(1) Laboratoire d’Analyse Numérique, Université P. et M. Curie, Tour 55-65, 5e étage, 4 place
Jussieu, 75230 Paris Cédex 05 - France.

Résumé : On s’intéresse a un espace fonctionnel, appelé Qi/b'Q, qui intervient dans le controle
d’une source thermique ponctuelle en espace.

Une caractérisation intégrale de cet espace a été établie par divers auteurs. On montre
que cette caractérisation est erronée en construisant des fonctions test convenables, et on donne

une caractérisation nouvelle par limite d’intégrales.

Summary : We are interested in a functional space, called %/ b, which arises in the control of
a punctually located heat source.

An integral characterization of this space has been stated by several authors. We
prove that this characterization is wrong by constructing some suitable test functions, and we

give a new characterization as a limit of integrals.

INTRODUCTION

Rappel du probléme de controle ; I’espace @/b Q-

Considérons la solution y de I’équation de la chaleur avec un second membre ponctuel

en espace, et avec des données sur le bord nulles. Plus précisément
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0
l—Ay=v8 =v(t)5,.(x), x€Q,0<t<T,

ol 8b est la masse de Dirac en x de support b.

On se place en dimension 3, ie.Q C R3. Alors pour toute fonction v de L2(0,T),
il existe une solution faible unique y = Yy Qui appartient a L2(Q X 10,T[ ), et qui admet pour
t=T une trace y(T) dans H1 ().

Le probléme de controle de y, (T) dans L2(Q), consiste a déterminer v et b de fagon
que y,(T) approche au mieux un état z donné dans LQ(Q). Ce probléme a été exposé et étudié

par J.L. LIONS [2], en utilisant I'espace
%, o= 1{vIveL20 T ety (1) eL2@)}.

Cet espace intervient de facon essentielle, cf. également J.L. LIONS [3] et J. SIMON
[9] . Des propriétés d’invariance de cet espace ont été établies par LI TA-TSIEN [4] .

Rappel d’une caractérisation (erronée) de I'espace %/ b.Q

Une caractérisation de cet espace a été donnée par J.L. LIONS et des caractérisations
analogues ont été données pour des variantes de ce probléme par divers auteurs, dont 'auteur de

ces lignes. Elle s’obtient ainsi :

Les propriétés régularisantes de I'’équation de la chaleur montrent que I’espace @/b Q
)

est inchangé si on remplace 2 par R3 et b par 0. Dans ce cas on sait expliciter y, et

3 va(x,T)l2 dx =

T [T 2(21-
- 1)3 / ; / / (1032 (132 exp <—f(—'T_i—?(IT—:—)>v<t)v(s)dtdsdx.
47 R 0 0

Une fonction v de LZ(O,T) appartient a @/b Q si et seulement si cette intégrale est

R

finie.
En admettant (ce qui est faux comme on le verra) qu’on puisse permuter I'ordre

des intégrations les auteurs des caractérisations en déduisent, en effectuant en premier I'intégra-

tion en x, que v appartient a @/b ¢ Si et seulement si
)

T T
(1) c / (2T-t-5)"3/2 y(t)v(s)dtds < o .
0 0
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Obijet de ce travail.

Notre but est de montrer que la caractérisation (1) est erronée. On se propose égale-
lement de donner une caractérisation correcte de I'espace %/ b €t de donner quelques proprié-
)

tés supplémentaires de cet espace et de son dual.

Principaux résultats.

On montrera (§ 2) que %/ , coincide avec I'ensemble U des fonctions v de L2(O,T)

telles que
T [T
2) (2T+h—t~s) /2 y(t)v(s)dtds a une limite quand h - 0.
0 0
On montrera ensuite (§ 3) que I’espace W des fonctions v de L2(0,T) telles que
. 3/2 - 2
(3) (s,t) = (2T-t—s) v(t)v(s) estintégrable sur ]0,T[

est strictement inclus dans U.

On montrera enfin (§ 4) que I'espace V des fonctions v de L2(O,T) telles que

T+ [Tk ,
(4) (2T—t—s)_3/2 v(t)v(s)dtds a une limite quand k >0,
0 0

est strictement compris entre W et U.

Identifions L2(0,T) a son dual de sorte que les espaces U’ et W’, duals de U et W,
deviennent des espaces de fonctions mesurables sur ]0,T[ . On montrera (§ 6) que pour tout
vEWetpEWonavp € L! (0,T), et que le produit de dualité dans W X W’ est égal a I'intégrale
de vp.

On verra de méme que, pour tout vE W, on a

T
vPlyxu = v(thp(t)dt  VpeU’
0

mais on montrera (§ 8) que cette égalité n’est pas vérifiée pour tout v € U, car on trouvera un

couple tel que vp ¢L! (o,T).

Enfin on montrera (§ 9) que W est «presque égal» a un espace a poids.
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Commentaires.

i) Llinclusion stricte de W dans U = @/b , montre qu’il existe (au moins) une
)

fonction w de @/b ¢ qui ne vérifie pas (3). Alors Pintégrale

T[T
(2T-t-s)"3/2 w(t)w(s)dtds
0 0
(1)

n’est pas définie, donc w ne vérifie pas (1).
Ceci prouve que (1) ne caractérise pas les fonctions de L2(0,T) appartenanta %/ q-

ii)  Cela entraine que, contrairement 2 ce qu’on admettait, il existe des fonctions v
de @/b,ﬂ pour lesquelles I'intégrale en x,s,t ci-dessus est pathologique au sens ol on ne peut pas

permuter 'ordre des intégrations. La est la source de I’erreur.

iii) Il convient donc de remplacer dans le théoréme 2.2 de J.L. LIONS [3] la condi-
tion (1) par (2), et de modifier de fagon analogue les résultats suivants et (ou) leurs démonstrations
en rempagant certaines intégrales par des limites d’intégrales : thm. de LI TA-TSIEN [4], thm. 2.1
de LI TA-TSIEN [5] et thm. 1 de SHI CHU-CHUNG et J. SIMON [8].

iv)  L’inclusion stricte de V dans U montre qu’il existe (au moins) une fonction w

de %/, q qui ne vérifie pas (4).

Ceci prouve que, méme en définissant (1) par une intégrale semi-convergenteen T X T,

(1) ne caractérise pas les fonctions de L2(0,T) appartenant a %/ .

v)  Signalons enfin que de nombreux résultats sur le contrdle de yv(T) s’expriment
a I'aide du produit de dualité, cf. J.L. LIONS [2], [3] et J. SIMON [9].

L’auteur remercie vivement Alain DAMLAMIAN pour des discussions fructueuses et

Jacques Louis LIONS pour ses nombreux conseils.

1.- RAPPELS SUR L’ESPACE %/

Soit © un ouvert de R3 de frontiere réguliére I'. La masse de Dirac de support b € Q

est définie par

(Bp) =p(b)  VeeECO(Q).
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Etant donné v = v(t), I’état du systéme y = yv(x,t) est défini par

0

Yy Ay = v6b dans 2 X 10, T[
ot

y=0 sur I'X ]0,T[
y(x,0)=0 pour x €

3
olA= 3%[ax?.
i=1

D’aprés le théoréme de Sobolev (R.A. ADAMS [1], Théoréme 5.4) ona
H2(Q) cCO(Q)
dol 8§, €H2(Q).

Pour tout v € L2(0,T) il existe alors une solution faible unique y définie par la métho-
de de transposition (J.L. LIONS [2]; § 1.2) telleque y € L2(Q X 10,T[ ).

Cette solution vérifie Ay, € L2(0,T ; H_Z(Q)), donc I’équation entraine

W _ 2 1
— €L20T;H @) doiy, €COT; H™ ().

On note alors yv(t) la distribution x =y, (x,t) et on introduit I'espace
Uy 0= {viveL20T) ety,(T) €L?(@)]
On le munit de la norme
T
1/2
Ivl, = Iv(t) 2 dt + l x,T|2dx
Yy ([) (v /Q Y, (xT)

qui en fait un espace de Hilbert (J.L. LIONS [2] § 1.4).

Remarque. J.L. LIONS ([2], § 1.3, exemple 1.1) a montré qu’il existe v € L2(O,T) tel que
Yy (T) & L2(SZ), ce qui prouve que %/, () est strictement inclus dans L2(0,T).

En utilisant les propriétés régularisantes de I’équation de la chaleur, J.L. LIONS [2],

§ 1.5, a montré que I'espace Oi/b Q est indépendant de b et de 2. Plus précisément

D =g et leurs normes sont équivalentes.
b2~ #0o,R3
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Remarque. On peut également remplacer — A par un opérateur elliptique du 2éme ordre sans
changer d’espace. Ce résultat est énoncé dans LI TA-TSIEN [4] , mais sa démonstration utilise
au lemme 5 la caractérisation formelle (1). Une démonstration compléte est donnée dans
J. SIMON [9], théoréme 1.1. n

Remarque. Des espaces analogues a2 %/ b. interviennent dans de nombreuses variantes :
)

- quand b dépend de t (SHI CHU-CHUNG et J. SIMON [8] ) ;
- pour des opérateurs elliptiques d’ordre supérieur (LI TA-TSIEN [5]) ;
0]
- dans le cas d’opérateurs A a+ B, A et B étant elliptiques (L. WHITE [10] ) ;

- pour des équations hyperboliques linéaires (J.L. LIONS [2], § 4) ou non linéaires
(J.L.LIONS [3], § 6). n

2. - L’ESPACE U EST IDENTIQUE A 0)/0 R3
Soit

U={viveL2(oT) et
T T .
(2T+h—t—s)—3/2 v(t)v(s)dtds a une limite quand h >0, }
0 0

Cette définition est loisible car I'intégrale double est définie pour tout v € L2(O,T)
et h > 0 puisque (2T+h—t—s)_3'/2 <n 32,

On note
T T[T
F(v) = v(t)%dt + lim (2T+h—t—s) /2 y(t)v(s)dtds
0 h=>o4/o Jo
THEOREME 1. 7/ 3=V et F(v):(lvlg&/o’kg;)2 pour tout v dans U. .

Ceci montre que U est un espace de Hilbert, qu’on munit de la norme

Démonstration du théoréme 1.

i) Calcul d’un prolongement y de Yy
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Quand 2 = R3 et b =0 la solution de I’équation d’état est

(x,7) : . < xP ) (t)dt Vx#0
= - \" X .
YT (2\/71)3 0 (T—t)3/2 exp 4(7-t)

En prolongeant v par O pour t > T on obtient un prolongement 7 de y,, qui est solu-

tion de I’équation d’état sur R3 x 10,02 [ . Il vient, pour h =

Iy (x,T+h)! 2 g(x,t,s) v(t)v(s)dtds

Ix12  2T+2h—t—s )

Blots) = (402 (445 e <_ 4 (T+h—t)(T+h-s)

La fonction g est continue et bornée et v € L2(O,T), donc g(x,t,s) v(t)v(s) est intégra-

ble en x,t,s. Le théoréme de Fubini montre alors que

1 T T
1y (x, T+h) [ 2 dx = ( g(x,t,s)dx)v(t)v(s)dtds.
rR3 4n3 Jo Jo R3

2T+2ht—s \1/2
) il vient

(T+h—t)(T+h—s

(Iy(T+h)I 3) / / (2T+2h—t~s) =312 (t)v(s)dtds
1 / < 212 > :
c= exp |\ — dz.

ii) Pour montrer que 02/0 R3 =U il reste donc a établir que

)

En effectuant le changement de variable z = <

y,(T) € L2(R3) = |y (T+h)l L2(R3) a une limite quand h - 0,.
Or la remarque 1.6 de J.L. LIONS [2] , § 1.2, montre que y € C(0,% ; H™1(R3)).
Donc si |y (T+h)! 2 R3) a une limite quand h - 0, , alors y (T+h) converge dans L2(R3) faible
versy (T) = yy(T)
Réciproquement pour t = T on a—y - Ay = 0. Donc si y(T) € L2(R3), on a
y EC(T,; L2(R3)) d’ott |y (T+h)! L2(R3) IyV(T) ( 3) quand h~>0,.

Ceci prouve également que

T
F(v):L v(t)zdt+/Q lyv(x,T)l2dx=(|v|07/0,R3)2_ .
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Remarque. La condition (1) est obtenue en faisant ce calcul pour h =0 ce qui n’est pas loisible. =

3.- L’ESPACE W EST STRICTEMENT INCLUS DANS U
Soit
W={viveL2(o,T) et 2T-t-s) 32 y(t)v(s) € L1( 10,1 2)}.
On le munit de la norme

T T[T
vy =< v dt + (2T-t-5) /2 1v(t)l 1v(s)! dtds) 12
0 0 0

Le lemme de Fatou montre que, quand vE W, on a

T T T[T
(2T+h—t—s) /2 y(t)v(s)dtds > / (2T-t—s) 2 v(t)v(s)dtds
0 0 0 0

donc v € U. Cela établit le

-LEMME 2.S/ivEW, 0na

T T (7T ~ 12
vly= < v(t)zdt + (2T—t—s)—3/2 v(t)v(s)dtds) . L]
0 0 0

Cela prouve également que
w={vilvieu}.
THEOREME 3. L’inclusion de W dans U est stricte. n

Démonstration. On va construire une fonction f oscillante au voisinage de T qui appartient 2 U
mais pas a W.

T
Soit A a I'oscillation élémentaire définie pour 0 <a < A < Epar
1 si T-A-a<t<T-A
1
gp,(0) = -1 si T-A<t<T-A+a

0 sinon
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Admettons un instant le

LEMME 4. 15 4 12
a a
| | ={2a+—+V2A (=) (1+0O(—
gA,aU< = VIR (3] (A»>
a2 a 1/2
I | ={2a+4+2A (— 1+ O (—
gA,aw< VIR (Z) (A»)
ot | O (s)I<c Isl, cindépendant de s. n

On considére
oo

- —:12

f= .ZI fir fi=1 7824 28
I = )

ou | est choisi assez grand pour que les oscillations f; aient des supports disjoints et inclus dans

10,T[.

Le lemme 4 donne | f; | =c 2 et comme U est complet (d’aprés le théoréme 1)

il en résulte que f € U. Les supports des f; étant disjoints, on a | fl= Z Ifildonc la définition
i1

de la norme de W montre que | fly, > [f,l,, . Le lemme 4 donnant Ifl = %2

, il en résulte

que f €W, ce qui termine la démonstration du théoréme 3. ]

Démonstration du lemme 4. Notons d’abord que

T—< [T
( T-t-s) /2 dtds =4 (-/cFe + v/ cFd + v bre —/b+d)
T-b JTd

i) Par définition de JNACLEY

T[T _3
(2T-t-5) 32 g, (t)g, ,(s)dids
0 o ) )
T-A  [T-A T-A+a [T-A+a T-A  [T-A+a
= + -2 ) (2T—ts)"3/2dtds
T-A-a JT-A-a T-A T-A T-A-a JT-A

=4{(-V2A + 2/ 2A+a —/2AT2a) + (- 2A—2a + 2+/2A-a—/2A)

-2 (-V2A7a+2v2A -V 2AHa) }.
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d? 43

a - , . 4 5
d=—-zcet tilise le développement limité / 1+d=1+———+—- — d" + ©(d”).
On pose Ae on utilise le développement li vV BT (d”)
Il vient
=4/ 2A(-V12d+4/1-d-6+4+/1+d—+/14+2d)
N T 5
=T 2A (d* + o (d”)).
On a donc

T T[T
( Igp 2012 dt + (2T-t-5) 32, (g, a(s)dtds>1/2
0 ’ 0o Jo T

15 a 4 a \1/2
= <2a+EZM(X) (H@(X))>

ce qui, d’apres le lemme 2, est égal a IgA al U’
)

ii) On a de méme

T[T
A (21152 15 (1)1 18, ,(5) dds

T-A+a [ T-A+a
= (2T-t5) 312 dtds

T-A—a T-A-a

=4 (-v2A-2a+ 2/ 2A -\/2A+2a)

a 2 a3
=V2A [ (=) + o=
((A) ((A) )>
d’olr la valeur annoncée de lgAaIW. =

4. - L’ESPACE V EST STRICTEMENT COMPRIS ENTREW ET U

Comme on a construit une fonction oscillante de U qui n’appartient pas a W, il est
naturel de se demander si U peut étre caractérisé a I'aide d’une intégrale semi-convergente en
TXT.

Plus précisément on se demande si U coincide avec I’espace



Caractérisation d’un espace fonctionnel 159

V={vIveL?oT)et

T+ [T
(2T—t—s)_3/2 v(t)v(s)dtds a une limite quand k -0, } )
0 0

Cette définition est loisible car I'intégrale double est définie pour tout v € L2(0,T)
puisque (2T—-t—-s)_3/2 < (2k)~3/2 sur ]0,T—k[ 3

THEOREME 5.W C V CU avec des inclusions strictes. u

Démonstration. i) La premiére inclusion étant évidente, commengons par vérifier que V C U.

Pour h > 0 on introduit

1 s t<T-h,

qh(t) =
0 i t>T-h.

Etant donnév € L2(0,T) le lemme 2 montre que

T—h T-h [T-h 12
g vl = < v(t)2 dt + (2T—t—s) /2 v(t)v(s)dtds) ;
U \Jo o Jo .

d’autre part qp, v > v dans L2(O,T) quand h—>0,.

Si v € V il en résulte que qp, v est borné dans U d’ol, U étant un espace de Hilbert
(d’aprés le théoréme 1) inclus dans L2(0,T), veu.

ii) Vérifions que la fonction f de U, introduite dans la démonstration du théoréme 3,

n’appartient pas a V.

ji—1
La restriction de f a ]O,T—j_24[ est égale a Z f; + f.", le lemme 2 montre alors que
i=1

T___j_24 T_j'_’24 T_]—24
=( f(t)2 dt + / (2T—t—s) /2 f(t)f(s)dtd%llz.
U 0 0 0

T_j_24
Quand j > oo | f(t)2 dt converge trivialement et on a vu dans la démonstra-
0

j—1
tion du théoréme 3 que Z f; converge dans U.
i=I
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u

donc g . Comme

A+2 2
2°2wW

D’autre part g:,"a = |g

gA,a
A+

)

N
N

fj = j]2 _24 —28 la deuxiéme majoration du lemme 4 donne If“l iy = 2]/4 K . Il en résulte que
24 T- J
(2T—t—s) -3/2 f(t)f(s)dtds > quand j > o

iii) Construisons enfin une fonction ¢ qui appartient 3 V mais pas 2 W. On définit

et donc f&EV.

- -:9/2
0=2 % =1 / 8-12 .14
i=| UL
ou | est choisi assez grand pour que les oscillations % aient des supports disjoints et inclus dans

I0,T[.

On a donc | ¢l = Z | ‘ﬂll donc la définition de la norme de W montre que
i =1
lpl %N> Z '“’i'\%v . Le lemme 4 donnant lgpilw 254712 en résulte que o EW.
izl
=1
La restriction de ¢ a ]0,T—h[ est égale a Z ¢; +ap ¢ ol j—]2 + j_14 =h>
> (i+1) 712 + (7+1) 714, Le lemme 2 montre alors que | =1

T-h T-h 1/2
=< 2 4t + (2T—t—s) =312 (1) ()dtds> :
U 0

Le lemme 4 donne |¢ | U =52 donc Z o; converge dans U quand j . De plus
i=1

j—1
Z ‘pl+qh“0
i=1

lap, gol-l < lg.l quitend vers 0. D’ol

I'w
T-h
(2T-t-s) -3/2 ¢(t)p(s)dtds a une limite quand h >0,

doncyp € V. n

5. - APPROXIMATION DANS U ET DANS W

On cherche comment peut-on approcher les fonctions de U ou de W par des fonctions
nulles au voisinage de T. Cela nous servira dans les paragraphes suivants. Notons que toute fonction

de L2(0,T) qui est nulle sur un voisinage de T appartient 2 W, donc a U.
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Considérons d’abord I’approximation obtenue en remplagant v(t) par O sur ]T-h,T],

c’est-a-dire obtenue en multipliant v par la fonction qp, caractéristique de [0,T—h] .

LEMME 6. SivE Won a q v = vdans W, quand h >0, .
I existe f € U tel que q, f$ fdans U, quand h—>0, . m

Démonstration. i) Soit vEW. On a

T T T 1/2
| qp, v—v! =< v(t) dt + (2T—t—s) 2 1v(t) | W(s)| dtds)
W VT T-h JT-h

qui converge vers 0 quand h >0, .

ii) On a vu dans la partie ii) de la démonstration du théoréme 5 que la fonction oscil-

lante f de U introduite dans la démonstration du théoréme 3 vérifie Iq__24 fl U — oo quand j = oo,
J n

Considérons maintenant I’approximation par translation introduite par J.L. LIONS [2]

(démonstration du théoréme 1.1). Pour h > 0 on note

v(it+h) si O0<t<T-h,
Vh(t) =

0 siic T-h<t<T.

LEMME 7. SivEWon a v, > vdans W, quand h >0, .

SivEUonavy—>vdans U, quand h~>0, . L]

Démonstration. i) SoitvEW.On a

, [T T-h [T-h
vy 12, = Iv(t+h) 2 dt + (2T—t-s) 312 |v(t+h) | I v(s+h) | dtds
0 0 0

T T T
= Iv(t)2 dt + (2T+2h—t=s) 32 [v(t)1 I v(s) | dtds.
h h h

Soit X, =10,T[ 2/ h,T[%. Ona

/ (2T+2h—t-s)"3/2 [v(t) 1 1 v(s) | dtds < (T+h)"3/2 / Iv(t) v(s)| dtds
Xh Xh
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qui converge vers 0 avec h. Donc

T T (T
2= | vy ae+ (2T+2h-t5) "2 1v(1) 1 v(s) | dds
0 0 JoO

et le lemme de Fatou montre que |v | a/ -> vl a/ quand h>0, .
De plus v, = v dans L2(0,T) donc v, > v dans W faible et

I —v|2=|v|2—2v,v +1vl2 >0.
YV T e T 2y s IV

ii) Soit v € U. Le lemme 2 donne

T-h T-h [T-h
vy |2 = IV(t+h) 12 gt + (2T-t) 32 y(t-+h)v(s+h)dtds.
U Jo o Jo

On montre, comme ci-dessus, que

T T[T
2 2 ~ Iv(t)12 dt + (2T+2h—t-s)"3/2 y(t)v(s)dtds.
0 0 0

La définition de la norme de U montre que | vhl l2J -> IvlfJ , et on en déduit, comme

ci-dessus, que |v, —vl 6 ->0.

Remarque. On peut également (J.L. LIONS [2], théoréme 1.1) a prouver que Vh > vdans U en

montrant, grace a I’équation d’état, que yvh(T) =vy,(T) dans L2(R3).

6. - LE PRODUIT DE DUALITE DANS W X W EST UNE INTEGRALE
On situera W’ a I'aide du

LEMME 8. Pour r > 4 et 6 <T, I'espace L2(O,0) ® L"(0,T) est inclus dans W avec injection conti-

nue et densité.

On note L9(0,6) ® L(6,T) I’ensemble des (classes de) fonctions sur 10,T[ dont les
restrictions a ]0,0[ et a 16, T[ appartiennent respectivement a L?(0,0) et 2 L"(9,T).

1 1 3r
Démonstration. i) Soit v € L2 0,0) ® L(0,T) et soit r’ tel que—+ —=1.Comme — <2o0na
r’

// (2T—t=s) 32 [y(t) I 1v(s) | dtds
T : 1/r 2/
<< / / (zT—t—s)*(3r)/2dtds> ( / lv(t)lrdr> "
0 0 0
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En dehors de 10,T[ 2 on a (2T-t-s) —3/2« (T-6) =312 you

/ / / / (2T—t—s) 32 1v(1) 1 1v(s) | dtds < (H)‘3/2< / |v(t)|dt>
0

OnadoncvEW, avec

< —3/4 |
Ivly < (1+T(T-9)73/4 |v|L2(0’T) +d_Iv o)

ce qui établit la continuité de 'injection de L2(0,0) ® L"(6,T) dans W.

1

ii) Soit w € W. E]tant donné v € L(0,T) tel que | v — wl L2(0 0 <—;, la majora-
tion précédente avec § = T ——donne ’ n
n

1. -3/4 1
g (01, <0+ T ()
n

Comme dyp V>V dans W d’apres le lemme 6, il en résulte que 91/n v > v dans W

ce qui prouve la densité puisque 91/n veLf(o,1). L

On compléte le lemme 8 en notant que W est inclus dans L2(0,T) avec injection conti-

nue et densité. Par passage au dual on obtient, pour tout r’ <§et tout 0 <T,
2 v 12 r’
L“(0,T) CW' CL“(0,0)® L' (6,T)

avec injections continues et densité.

On identifie L2(O,T) a son dual et on définit le produit de dualité comme I'unique

forme bilinéaire continue sur W X W’ telle que

T
v,plw x W =/ v(t)p(t)dt VVEW, pe L2(0,T).
0

THEOREME 9. Pour tout vE W et tout pEW’ ona vp € L1 (0,T) et

-
[v,plw x W’=/ v(t) p(t)dt. -
0

Démonstration. On définit w € W par

=lv(t)l si  p(t)<o0.
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Onag,w€ L2(O,T—h) ® L(T—h,T) obs qy, est la fonction caractéristique de [0,T-h].
Comme p € L2(0,T-h) & L" (T—h,T) ot r’ > 1,

T T-h
[qhw’p]wxw': . qp(t)w(t)p(t)dt= . Iv(t)l Ip(t)ldt.

Quand h - 0 le lemme 6 montre que le premier membre converge, ce qui prouve que
vp E L! (0,T). De méme on a

T-h
v, = v(t)p(t)dt
hhMWXW’ . (t)p(t)
et en passant a la limite on obtient I’expression intégrale du produit de dualité. u
7. - OBTENTION D’UNE FONCTION DE U’
On se propose d’établir le

-G R 3

LEMME 10. La fonction t - (T—t) © appartient a U’ si o <Z. L]

1 _
Ce résultat est évident pour o <— puisqu’alors (T—-)"% € L2(O,T), et on suppose

maintenant que%< o <%. Soitz € L2(R3), et soit q la solution de

0
_.éﬂ -Ag=0 dans R3 X 10,T[
t

q(M) =z dans R3.
Onagqge€ L2(0,T ; Hl (R3)) et les propriétés régularisantes des équations paraboliques
montrent que q est continue pour t < T, donc q(0,t) est défini. On va démontrer le lemme 10
en utilisant le

LEMME 11. La fonction t - q(0,t) appartient a U’. ]

Démonstration du lemme 11. Soit v une fonction de L2(0,T) nulle au voisinage de T, et soit Yy

I’état correspondant pour 2 = R3etb= 0. En multipliant I’équation d’état par q et en intégrant

-
/ v(t)q(O,t)dt=</3 yv(x,T)z(x)dx
0 R

par parties il vient
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donc
T
v(t)q(0,t)dt | <lvl Izl
RCCCY w3 20)
Les normes de U et de 02/0 R3 étant égales, et I’ensemble des fonctions de L2(0,T)
nulles au voisinage de T étant dense dans U d’aprés le lemme 7, il en résulte que q(0,.) EU’. L]

Signalons qu’on peut obtenir q(0,.) € U’ pour une classe de fonctions q plus générales
(J. SIMON [9], théoréme 2.1).

1
Démonstration du lemme 10 pour§< o< 4— Ona

2
_ > _3/2 _ If—Xl
alx.t) = (4n(T-1)) ﬁ \ exp< 4(T_t)>z(z)ds.

161720 G lel<

On prend

z2(§) =
0 si I¢I>1

et on effectue le changement de variable { = u+/ T—t. Il vient

U2
q(0,1) = (4m) 312 (1) / ;&P (—l—Zl—) |ul 2% du
ul<—
VT-t
=m(T-t) % —g(t)
2
oﬁm=(47r)_3/2/ exp (—ﬂ) lul—zaduetoﬁ
-3 4
~3/2 (1_y0 Ll
g(t) = (4m) (T-t) ;P (—-4— ) 1l ™% du.
ful>

VTt

3
Pour o <Zon aze L2(R3) donc q(0,.) € U’. Pour obtenir m(T —*) % € U’ il reste

donc a prouver que g€ U’.
1 . 1
Comme ¢ > > on majore | ul 120 ¢ (T—t)972 et, en utilisant les coordonnées sphéri-

ques, il vient

2 2
| g(t) 1< (4m) 32 (1-4)71/2 / exp () L 1 e
S 1 4 r N 4(T-)

Tt
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d’ol g est borné sur ]0,T[, donc il appartient & U’ (puisque L2(0,T) cu). L]

Remarque. Le lemme 10 est équivalent (puisque 2 (]J0,T[ ) est dense dans @&/  d’aprés
J.L. LIONS [2], § 1.4, Remarque 1.9) a la majoration :

T T T 1/2
<c ( v(t)dt + (2T—t—) 3/2 v(t)v(s)dtds)
0 0 0

3
Mais nous ne savons pas établir directement cette inégalité, pour o <Z. L

-
(T—t) "% v(t)dt

0
pour toutvE 2 (0,T).

8. - LE PRODUIT DE DUALITE DANS U X U’ N’EST PAS TOUJOURS UNE INTEGRALE

L’espace W est inclus dans U avec injection continue et densité, d’aprés les lemmes
2 et 7. De plus U est inclus dans L2(0,T) avec injection continue et densité. Par passage au dual

il vient
L2(0,T) c U’ cw".

Comme précédemment L2(0,T) est identifié a son dual et le produit de dualité dans

U X U’ est 'unique forme bilinéaire continue telle que

T

[v,p] =| vivp(dt Vveu, peL?(o,T)
uxu 0

Ce produit de dualit¢é coincide donc avec [v,p] W X w dans
U XU NWXW =WX U’ Le théoréme 9 montre alors que cette expression intégrale est vérifiée

pour tout couplevEW, pEU’.

Mais le produit de dualité n’est pas I'intégrale du produit pour tout couple v € U,
p €U’ En effet

THEOREME 12. // existe f € U et p € U’ tels que fp ¢ L1(0,T). .

Remarque. Par contre le produit de dualité est une limite d’intégrales :

T-h
v, = lim v(t+h)p(t)dt VveEU, peU.
vl o h»o/o (t+h)p(t) p

L’intégrale considérée ici a un sens puisque p € L2(0,T—h), et le lemme 7 donne ce
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résultat puisque vh € Wet vV dans U. =

Démonstration du théoréeme 12. On va utiliser la fonction oscillante f introduite dans la démons-

tration des théorémes 3 et 5, et on va prendre p(t) = (T—t) 7 avec o Sl .
4 24 24

Rappelons que f = Z fi et que, pour j assez grand, la restriction de f a I'intervalle
i=>1
12

Xt= IT=724728 7724 et 6gale 2 fi=jl2

Or

T-A 1
(T-t) @ dt=— (A170 - (A+a)179)
T-A-a -

—Alol l
AT (14 0(2)).

Donc pour j assez grand
T T2 L
0 T_j-24 1—28

ce qui prouve que fp & L! (0,T). .

Remarque. A défaut d’intégrale convergente on pourrait espérer que le produit de dualité dans

U X U’ soit défini par une intégrale semi-convergente.

J

0
Ce n’est pas le cas car / f(t)p(t)dt ne converge pas quand 6 - T_ puisque
j 0
f(t)p(t)dt >=. L]
X} 2

9. - COMPARAISON AUX ESPACES A POIDS
On note, pour g >0,
: T
Ll om= {v I (T-t) 9 Iv(t) I dt < eo}.
0

L:(O,T) = { v [Supess (T-t)9 lv(t)l<°°$.

Notons que, quand q croit, L1_q

décroit et L;o croit.
On va montrer que W est presque égal a L2 N L1_ 3/4 et que W’ est presque égal a L2 + L§74 .
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3
THEOREME 14. Pour tout q <Z
L20T)nLls, 01 cw c 201 nL! (o)
) _3/4 ) ’ —-q »
L20,1) +L70T) €W CL?(0,T) + 37, (0,T). .

Démonstration. i) On a (2T~t-s) -3/2 <2_3/4( T-t) -3/ 4( -s) —3/4 donc

2
/ / (2T—t-s)"3/2 [ v(t) I I v(s) | dtds < 3/4( / (-—t)_3/4|v(t)|dt>

dou L20,T) Ly, (0T) cw

3 _
ii) On a vu au lemme 10 que, pour q <-4—, (T —-)"% appartient a U’ ; donc
(T-)9ew.

Le théoréme 9 montre alors que, pour tout vE W, ona (T—-) 9veE L! (0,T) d’ol
wclonnil o).

iii) On obtient I'encadrement de W’ par passage au dual car (qu(O'T))' =

= L;°(0,T). "

Remarque. On a W # L2(O,T) nL! 3/4 (0,7).

Nous le montrons en construisant une fonction de L2n L]_ 3/4 qui n’appartient pas

a W, ce que nous ne ferons pas ici car ce résultat est accessoire. n
Remarque. L’espace U n’est pas voisin d’un de ces espaces a poids. On a au mieux
L2(0,1)nL) 5, (0,1) cu cL20,T)nL! (0,T) Vp<l .
) —_ 3/4 ) ’ —p ¥ 9 .
Remarque. Par analogie avec les espaces a poids on pourrait espérer que W’ = L2(O,T) + X ol
X= {v | Sup ess (2T—t—s)—3/2 [v(t)! |v(s)|<°°l.

st

Ceci est faux car X = L*°(0,T) comme on le vérifie aisément en fixant s tel ques<T
et [v(s)[>0. ]
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