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SOMMES DE DEUX CARRES DANS IFq[X]
ET PROBLEMES DE DIVISEURS

Mireille Car (1)

(1) Laboratoire de Théorie des Nombres, 13397 Marseille - France.

Résumé : Soit qu le corps fini a q éléments. On donne une estimation asymptotique du nombre
de polynomes unitaires de degré m de qu[X] qui ont un diviseur de degré [m/2] . On a ainsi,
lorsque g est impair, et que —1 est carré dans IFq , une estimation du nombre de polyndmes uni-
taires de degré m s’écrivant comme sommes de deux carrés, sommes soumises a certaines condi-

tions de degré.

Summary : Let |Fq be a finite field with q elements. We give an asymptotic estimate for the num-
ber of monic polynomials of degree m in qu[X] which have a divisor of degree [m/2] . When q
is odd and —1 is a square in IFq , this give us an estimate for the number of monic polynomials
of degree m in qu[X] which are sums of two squares, these sum satisfying some degree condi-

tions.

I - INTRODUCTION

Soit IFq le corps fini a q éléments et qu[X] I’anneau des polyndmes a une indéter-

minée sur le corps IFq .

Si le corps qu est de caractéristique 2, seuls les carrés de qu[X] sont sommes de deux
carrés, et il y a q" polyndmes unitaires de degré 2n qui sont sommes de deux carrés. On supposera

q impair.
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Si — 1 n'est pas carré dans le corps IFq , une condition nécessaire et suffisante pour
que le polyndme M de IFq[X] soit somme de deux carrés est que M soit norme dans qu[X] d’un
polyndme de I’extension IF o[X] . En particulier, ceci ne peut avoir lieu que si le degré de M est

pair. De plus, si le polyndme M de degré 2n s’écrit comme somme de deux carrés
M=A2 +B?,

les polyndmes A et B sont de degré au plus n. On a un développement asymptotique du nombre

A(2n) de polyndmes unitaires de degré 2n qui sont sommes de deux carrés :

2n

A2n)=—— (ag+aj/n+ ... +a b+ 0@,

m

ol 3]s+ - SONL des constantes qui ne dépendent que de g, ol la constante contenue dans
le 0 ne dépend que de q et de L. Ceci est établi dans [1] ou seuls les coefficients aj et a; sont

calculés explicitement, le calcul des autres coefficients devenant rapidement inextricable.

Si — 1 est carré dans IFq , le probléme des sommes de deux carrés |Fq[X] est, soit
trivial, si on n’impose aucune condition de degré, car, dans ce cas, pour tout polynome M de
IF [X]ona

oX]

soit, beaucoup plus difficile, si on impose les conditions de degré les plus restrictives possibles,
ce que nous faisons ici. On dira qu’un polynome M de IFq[X] de degré 2n ou 2n — 1 admet une
représentation restreinte en somme de deux carrés, s'il existe des polyndomes A et B de degré au

plus n, tels que
M=A2+ B2,
Une telle représentation est équivalente a la représentation de M comme produit
M=UV

ol U et V sont des polynomes de degré n si M est de degré 2n, ot U et V sont des polyndmes de

degré net n — 1 si M est de degré 2n — 1. On a la caractérisation :

Un polyndome M de IFq[X] admet une représentation restreinte en somme de deux

carrés si et seulement si M admet un diviseur de degré égal a la partie entiére du degré de M.

Le probléeme ainsi exprimé se pose que — 1 soit, ou ne soit pas carré dans IFq , que q
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soit pair ou impair. C’est sous cette forme que nous I'étudions ici. Dans [3] ERDOS a étudié un
probléme similaire pour les entiers. Sa démonstration reprise et améliorée dans [6] nous aidera
beaucoup. Nous obtiendrons une majoration et une minoration du nombre A(m) de polyndmes

de degré m admettant un diviseur de degré [m/2] et nous en déduirons le théoréme suivant :

THEOREME. Pour tout entier m = 1, soit A(m) le nombre de polynémes unitaires de degré m
de IF q[X] admettant un diviseur de degré [m[2]. Alors, pour tout nombre réel € > 0, il existe

un entier m(q,€) ne dépendant que de q et de ¢, tel que pour m = m(q,€) on ait

Q" m ¥ < A(m) << ¢Mm ™ (log m)_1/2,

_ 1+ log(log 2)
log 2

a=1
la constante impliquée par le symbole << ne dépendant que de q.
La démonstration de ce théoréme nécessite I’estimation du nombre de polyndmes
de degré n admettant k kacteurs irréductibles. Cette estimation est donnée au paragraphe Ill.
11 - NOTATIONS ET CONVENTIONS

On désigne par U I’ensemble des polyndmes unitaires de IFq[X] . Le mot polyndme

désignera toujours un polyndme de U. Soit A un tel polyndme. On note

d°A e degré de A,

d°a

)

[Al  le nombre q

d(A) le nombre de diviseurs unitaires de A.

Si A s’écrit comme produit

ou P1,...,Pr sont des polyndmes irréductibles deux a deux distincts, ol Ug,...,u, sont des entiers

strictement positifs, on pose
w(A)=r et Q(A)=u1 +.o.tu.

Si w(A) =Q(A) le polyndme A est dit sans facteur carré.
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Soient A et B deux polyndomes. On note

(A,B) le plus grand diviseur commun de A et de B,

A IB larelation A divise B.

On désigne par / I’ensemble des polyndmes irréductibles. Pour tout entier m = 1, on désigne par

A(m) I'ensemble des polyndmes de degré m ayant un facteur irréductible de degré [m / 2] .

Si B est un ensemble fini de polyndmes, on note
Il B Il le nombre d’éléments de B,

et, pour tout nombre réel y, on note

ay(B) la somme Z IBIY.
BERB

111 - RAPPELS

Dans IFq[X] les polyndmes irréductibles ont une répartition analogue a celle des
nombres premiers. Cette distribution est donnée par le théoréme suivant auquel nous nous réfe-

rerons souvent par la suite.

THEOREME I1. Soit m(n) /e nombre de polynémes irréductibles unitaires de degré n de IF q[X].

Alors, pour tout entiern=>1,
q" - 2qn/2 <nm(n)<q".

Clest le lemme 1 de [5] .

Soient k et n des entiers strictements positifs. On désigne par
Pk(n) le nombre de polyndomes H € U tels que 2(H) =k,
qk(n) le nombre de polyndmes H € U tels que 2 (H) = w(H) et Q(H) = k.
On a des estimations de ces nombres P, (n) et qk(n). Elles sont données par le
THEOREME F. Soit un nombre réel B> 0. Alors, on a

n k-1
gy (n) << q_('% si 1<k < Blog(n),
n —1):
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Soit un nombre réel B € 10,q[ . Alors, ona

q"(log n)<”!

Pk(n) << Y

si 1<k < Blog(n).

(les constantes impliquées par les symboles << ne dépendant que de q et de B).

Ce théoréme a été établi en [2].

IV - MAJORATION DE A(m)

Dans ce paragraphe les constantes impliquées par les symboles << ne dépendent que

de g ou sont absolues.

LEMME. Sojent a et b des nombres réels tels que 0 < b < 1 < a. Alors, pour tout nombre réel

x>0,0na
Xh e ax _1/2
(1) > Lo« (g2
h>ax h! a
X" e\PX -1/2
2) 2. — << (&) X2,
h<bx N b

Démonstration. C'est le lemme 1.3.2, chapitre |, de [6] .

PROPOSITION IV-1. Soit
1 + log(log 2)

log(2)
Alors, pour tout entier m=2,0na
(3) A(m) << q™ m *(log m)”! 12,
Démonstration. Soit un entier n tel que
(*) log(2n + 1) < 2log(2)log(n).
Cette condition est réalisée dés que n est supérieur 2 une constante absolue n, - Soit
me {2n,2n + 1}.
Posons
logm 13 logm 11 logm
a = b — =

’ , € .
log 2 10 log 2 10 log 2
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On partage I'ensemble A(m) en quatre sous-ensembles A;(m) (1 < i < m) déterminés par les

conditions suivantes
HEA](m) = Q(H)<a,
HEAz(m) <= a<Q(H)<b,
HEA3(m) <= b<Q(H) et w(H)<c,

H€A4(m) <= b<Q(H) et w(H)>c.
On pose
Ai(m)= IlAi(m) . (1<i<4)
Ona

Aj2n)< D0 P (n)Pyln) et A2n+1)< D, P (n)Py(n+1).
k+e<a : k+e<a

La condition (*) permet d’appliquer le théoréme F aux nombres Pk(n), Po(n), PQ(n+1 ).

2n k+2-2 m k+2-2
A2n) << D, 2 (log(n)) w9 (log(m))

k+2<a n2 (k-1)! (e-1)! m2 kH<a (k=1)! (&=1)!

On a une majoration analogue pour Aq (2n+1), d’ou,

m i : m j
log m ! 21
Aq(m) < 2 (og.l) —l— - 2 _(Ogﬂ,
avec
log m
Y=a—-2= CALL
log 2

Avec (2) il vient
logm

Aq(m) << g™ m™2 (log m) /2 (2elog(2))108 2

(i) Aq(m) << g™ m® (log m) /2.
Ona

Am)< 2, P (m).
as<k<b
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13 log m
Le théoréme F s’applique aux nombres Pk(m) telsque k<b= g , d’ol
10 log 2
k—1
_ log m
A2(m) << q™m 1 Z (__g__)_ .

a<k<b (1)

La majoration (1) du lemme nous donne
(ii) Ay(m) << g™ m™ (logm) /2,

SiH €A3(m), H est divisible par le carré d’un polyndme L tel que (L) > a/10, d’ols :

Agm) < > q<gm S L2 << g q2/10 <

Leu Heu LeU

d°L<m d°r3=m a/10<d°L<m
Q(L)>a/10 L“IH
qm 2—a/10;

(iii) A3(m) << qm m—1/10 )

d(H)> 20(H) > 5112/10 _ 11710
d’ol

Aym) << m~11/10 Y. dH).
Heu
d®H=m

Il est facile d’établir, et c’est le lemme 2 de[5], que

2. d(H)=(m+1)g",
HeUu
d°H=m
(iv) Ag(m) << M m /10

Les majorations (i), (ii), (iii) et (iv) nous donnent la majoration

A(m) << g™ m *(log m)~1/2
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valable dans le cas ol m € { 2n,2n+1 l , entier n vérifiant la condition (*). Un changement de

constante permet de lever cette restriction.

V - MINORATION DE A(m)

On construit un ensemble Gm contenu dans A(m) dont on minorera le nombre d’élé-

ments.

Soit un entier K = 3. Cet entier sera choisi ultérieurement au paragraphe 5. Jusque 13,
K est supposé fixé, et les constantes impliquées par les symboles 0 et << que nous utiliserons ne
dépendront que de q et de K ou seront absolues.

1. - Construction de I’ensemble Gm

Soit m un entier tel que

4K 2 log(m) 1K ) K
(1) m>2""  m> (——K og2) (1+2m )) .
Soit
(2) t= I: M:l
2Klog(2)

Pour k € {1 ,...,K—Z}, soit ’Dk I’ensemble des polyndmes irréductibles P tels que
(3) mk/K < 4op < m(k+1)/K

Soit B I’ensemble des polyndmes sans facteur carré ayant exactement t facteurs irréductibles
unitaires dans chaque ensemble ’Dk , 1 < k < K-2, et n’ayant pas d’autres facteurs irréductibles.

Les conditions (1) assurent que I’ensemble B n’est pas vide. En outre on a la

PROPOSITION V-1. Sojent

[ log(m) B 1 K
(4) B(m) = <_—2Klog(2) 1> m ,
1 2
(5 b(m) (zmog(z)> m K (14 2m Ky

Alors, si BEB,

(6) B(m) <d°B<b(m),
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et, en conse’quence

b(m)+1
() IBI<l —
q-1

Démonstration. Immédiate, a partir des relations (1), (2) et (3).

On pose m = 2n ou m = 2n+ 1 suivant la parité de m. Pour j e{n,n+1 I , soit Hj I’en-
semble des polyndomes de degré j s’écrivant comme produit PB ou B € B, ol P est un polyndme

irréductible. De la proposition précédente on déduit que la décomposition

H=PB,P€E€/, BEB,
des polynOmes de Hj est unique. On pose alors

P=p(H), B=B(H).

Soit G, 'ensemble des polynémes s’écrivant comme produit UV ot U €H, ,ouV €H,p-Ona
(8) G, I<A(m).
D’autre part,onala
PROPOSITION V-2. Soit Sm le nombre de solutions de I'équation
(E) uv’'=uv

telles que U EHn , U’ GHn ,VEH \A EHm_n .Alors, on a

m—n’

2
9) IHyxHy  12<8_ 16, 1.

Démonstration. Pour tout entier h > 1, soit h le nombre de polynémes G € Gm tels que I’équa-

tion G = UV ait exactement h solutions (U,V) dans Hn X Hm—n . Alors,

oo

1G 1= 2. ry, Sp= 2 b, IH xH 1= hr,
h=1 h=1 h=1

ces sommes étant en fait finies. L’inég_alité de Cauchy-Schwarz donne (9).
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2. - Estimations auxiliaires
Ces estimations sont basées sur le théoréme II énoncé au paragraphe 1.

PROPOSITION V-3. S/ h € { 1,..,K—2 ; , Soit Ih la réunion des ensembles P] 'P2""’Ph , Si
h E{l yeeey K3 } , Soit l}’] la réunion des ensembles Ph 1 0 Pk—2 .Alors, ona

logm 19
(10) lo_;(P,) - B0 | < = m /K si1<h<K-2,
K 10
log m _
(11) oy () ~h— | << m /K Si1<h<K-2,
log m .
(12) lo_ (I}‘])—(K—2—h)i—l < m K Gi1<h<k=2,
__h/K
(13) o (P) < — gmT h/K si1<h<K-2,
2% S 5
12(K=2-h)t
o_(/ _ 9]
(14) o1 (i)} << t71(2elog(2))2K27 0t 1 <h<k2,
{[(K-2-h)t]1}?
2ht
o_4(/ _
(15) iﬂ_ << t2(4elog(2))2M 5i1<h<K-2 etsiht est pair,
{[ht/2)1}4 :
fo_y (1)} 2t -2 oht . L
(16) ————— <<t “(4elog(2))“™ si 1 <h<K-2, si ht est impair et si ht = 2r+1.
frir+1)1)2

Démonstration. Les relations (10), (11), (12) et (13) sont des conséquences immédiates de (1),
(3) et du théoréme II, la constante 19/10 est trés grossierement calculée mais cela suffit pour les
calculs ultérieurs. Les relations (14), (15) et (16) se déduisent des relations (2), (11) et (12) et de
la formule de Stirling.

PROPOSITION V-4.On a
K—2 1 Q

2
- (0-30-%)

(17) 0_4 (B) >> (logm) m ,

ou,
. 1 + log(log 2)
log(2)

o=
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Démonstration. Désignons par B; , 1<i<K-2, I’ensemble des polyndmes sans facteur carré, pro-
duits de t facteurs irréductibles de Pi et n’ayant pas d’autres facteurs irréductibles. Tout polyndme

B € B s’écrit de fagon unique comme produit By Bk ou B, €8, d’ou,

o_.(B)= > 1By,.,B_o T,
1 1 K—2
(B‘I,..-,BK_z)EB-I X ...XBK__2
K-2
(*) 0 (B) = J 0_4 (Bi) .

Le lemme 13, p. 147, de [4] nous donne
1 t _
018 > o P} §1- () [ (AT 2 0P ¢

Les relations (1), (10) et (13) nous donnent

o — 19 —_ _ 2 _ K .
a B “1,,2,,2 -
32(q-1) (1 +80 (4Klog(2)) ")t“K“(log m) <.

Avec la relation (2) il vient

-15

()o@ 2oyl < i (aPioga) ™ (14 (4Kiog(2)) ),

32(g-1)
et,

1
o_1(8;) > E{0_1 (P}

D’apres les relations (10) et (12),

Avec (2) et la formule de Stirling, il vient
logm

clog(m) ¢ (log m)1/2(2elog(2))2K log 2

o, (8) >>

et, avec (*),
K-2 (K—2)log(m)
2Klog(2)

0_1(8) >> (logm) 2 (2elog(2))
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K-2 a K-2

— — (1 _....)_

o_1(B) >> (logm) 2 m 2 K
PROPOSITION V-5.0n a
(18) 0_1/2(3) < q(b(m)~H )/2.

Démonstration. Avec (6) il vient

0_1/9(B) < > 1BI71/2= 2. a2,
BEU B(m) <r<b(m)
B(m) < d°B<b(m)

3. - Minoration de |l Hj I

PROPOSITION V-6. Soit j E{n,n+1} . Alors, on a
K2 a a 2

(19) IH, 1 >> gllogm) 2 mK 2 K.

Démonstration. Un polynome de Hj est de degré j et s’écrit de fagon unique comme produit PB
ouP€E/etBEB, dou,

AR Y. (j—d°B).

BEB
On applique le théoreme I1.
j-d°8 1B171/2
I 1> D (127 (d%B)2) > Z — q2 > .
Bep i—d°B j BEB'B' pcp I-d°B

Avec (1), (5) et (6) il vient

j 4
AR qTU 1(8) == 0 5(8).

Les propositions précédentes nous donnent
. K—2 o 2
g = (-20-2)
I Hj I >> — (log m) 2 m 2 K
J
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4. - Majoration de Sm

PROPOSITION V-7. // existe une constante 7 = 7 (q,K) ne dépendant que de q et de K, telle que
1

K+7—4 2Klog 2
(20) Sm << (log m) m 82 | HoxHp .

Démonstration. Soit (U,U’,V’,V’) € H,xH, x Hm-n xH une solution de I’équation

m-n
(E) UV’ =U'v.
Il existe des polynomes irréductibles P,P’,Q,Q’, des polyndmes B,B’,C,C’ de B tels que
PBQC =P'B'QC,
et, d’aprés la proposition V-1,
(E’) PQ =PQ.
Si P=Q, alors, P =P’ = Q =Q’Si P #Q’,’équation (E’) n’est satisfaite que dans les cas suivants
(i) P=P et Q=Q,
(i) P=Q e P=Q.

Si (i) a lieu et si les polyndmes U et V sont premiers entre eux, V divise V’ resp. U divise U’, mais
V et V' sont de méme degré et unitaires. On a donc dansce cas U=U’et V =V,

Si (i) a lieu et si les polyndmes U et U’ sont premiers entre eux, U divise V, resp. U’ divise V’.
Ceci ne peut avoit lieu que si m est pair. En effet, si m = 2n+1, il existe un polynéme H de degré 1
tel que V = UH. Ce polyndme H est quotient de deux polyndmes de B, ses facteurs irréductibles
sont dans Py U ... U PK—2 , et de degré au moins égal a m”K ce qui est impossible compte tenu
de la condition (1). Si m = 2n, comme pour (jonaU=Vet U =V’.

On partage les Sm solutions (U,U’,V,V’) de (E) en cinq classes :

les solutions telles que p(U) = p(U’) =p(V) =p(V’) ;

)
(2) les solutions telles que p(U) # p(V) et (U,V) =1 ;
(3) les solutions telles que p(U) # p(U’) et (U,U") =1 ;
(4) les solutions telles que p(U) # p(V) et (U,V) #1 ;
(5) les solutions telles que p(U) # p(U’) et (U,U’) # 1 ;

la troisieme classe pouvant étre vide. On note S1 ,...,S5 le nombre d’éléments de ces classes.



102 M. Car

Le polyndme irréductible p(U) est de degré au plus n+1—8(m) <n. Il y a moins de g" I B | 4 solu-

tions dans la premiére classe, d’ou,

(a) S <qn+4b(m).
Ona
(b) Sy=IH, xH 1,

2 _
IIHn 1< si m=2n,

(c) S3=
0 si. m=2n+1.

Si (U,U,V,V’) est une solution de la quatriéme classe, resp. de la cinquieme classe, (U,V) # 1 et
(U,V) = (B(U),B(V)) resp. (U,U’) =1 et (U,U’) = (B(U),B(U’)). Les facteurs irréductibles de (U,V),
resp. (U,U’), appartiennent aux ensembles P s Pg-

Si D est un polyndme sans facteur carré, dont les facteurs irréductibles sont dans la réunion des
ensembles Py ..., Pic_o , soit h(D) le plus petit entier h tel que tous les facteurs irréductibles de D
soient dans /h :P1 u..u Ph .On a alors

w(D) < th(D).

Notons Dh,k » 1 < h<K=2, 1 <k < ht, 'ensemble des polyndmes D sans facteur carré, dont les
facteurs irréductibles sont dans Py U ... U Pic_, et tels que h(D) = h et w(D) = k. Notons S(h,k)
resp. T(h,k), le nombre de solutions (U,U’,V,V’) de (E) appartenant a la quatriéme classe, resp.
a la cinquieme classe, telles que h((U,V)) = h, w((U,V)) = k, resp. telles que h((U,U’)) = h,
w((UU’))=k.Ona

K-2 ht
(d) S4= 2. 2. Slhk),
h=1 k=1
K-2 ht
() , Ss= > > T(hk).
h=1 k=1

Considérons maintenant un polyndome D € Dh k- Pour j € {n,n+1§ soit HDj le nombre de solu-

tions Y € Hj de la congruence

Y=0 (mod D).
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Il 'y aau plus HD,n . HDj couples (Y,Z) EH, x H]- tels que (Y,Z) =D.

LEMME 1. Soient U €H, ,V € Hj tels que (U,V) = D. Alors, il y a au plus qk(doD) solutions
v,V e Hn X Hn X Hj X Hj de I'équation (E).

Démonstration. Si (U,U’,V,V’) est une solution de (E),
% V=0 (mod =)
= mod —).
D
Réciproquement, si V' € Hj vérifie (*), I’équation UV’ = U’V a une seule solution U’.

\Y
SiV' e Hj vérifie (*), il existe un polyndome W tel que V' =W 5, le polynome W est sans facteur

carré et vérifie les relations :
d°W=d°D, w(W) =w(D) =k.

LEMME 1’. Soient U et U’ des polynémes de H, tels que D = (U,0’). Alors, il y a au plus
qy (- n+d°D) solutions (U,U",V,V’) € H_ x H_ x H; x H; de I'équation (E).

Démonstration. Semblable a celle du lemme 1.

LEMME 2. Posons £ = ht — k, r = (K—2—h)t. Alors, pour j € { n,n+1},

H Q ) r
g 2b(m). 191 U o)}
HDJ\,’ o 1Y i — o

le dernier terme étant pris égal a 1 lorsque h = K—2.
Démonstration. Soit U € Hj congru a 0 modulo D. Alors,
d°U=j et U=PDB’, avecPE/, DB’EB.

Posons B’ = LR ou tous les facteurs irréductibles de L sont dans lh, ol tous les facteurs irréduc-
tibles de R sont dans /f] .On peutavoirL=1sik=ht,R=1sih=K-2.0na

w(L) + w(D)=ht et w(R)=(K-2-h)t.

Notons L, resp. R, I’ensemble des polyndmes sans facteur carré ayant £ facteurs irréductibles dans

Iy, » resp. ayant r facteurs irréductibles dans /I'1 .On aalors

Hp, < > D a(j-d°(DLR)).
LEL RER
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Le théoréme II nous donne

1
LR | (=d°(DLR) ) ’

HDJ<IDI—1 J >
LEL RER

d’ol, avec (6), (4) et (1),

j

q 2b(m)

Hp < 1+
D,j lel(

) (o1 (L))o (R)).

Les polyndmes de L étant produits de 2 facteurs irréductibles de /,, deux a deux distincts, on a

BIUN
o) = |

et, dans le cas ou h # K-2, on a de méme,
) r
o1 0p)}

<
0'__] (R x .

Les lemmes 1, 1’ et 2 nous donnent donc
m fo_g U1 fo U}

S(h,k)<<q—2 2. 1DI724,(d°D) —— :
m® DEDy | {e}? {n}

m a_q(/) 2¢ (1) 2r
T(h,k) «<3_ > b2 4, (¢°D+m-2n) {oq 0 f {o 1Vh f
m2 DEDh,k {Q!}Q{r!}z

Doit D EDh,k . Alors,

k = w(D) < th < hlog(m)/2Klog(2),
d°D + m-2n>d°D > m"/K

h
log(d°D + m—2n) = log(d°D) = ;Iog(m) > w(D).

On applique le théoréme F .

ID | (log d°D)k™!
q; (d°D) <<

)

IDI (log doD)k_1

. (carme {2n,2n+1 })

qy (d°D + m—2n) <<
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Les sommes S(h,k) et T(h,k) se majoreront de fagon identique. On a

k
_ (log d°D)
9, (d°D) << 1D Im /K —gE—— ,

on a aussi
d°D < ht mh+1)/K
d’ol, avec (11)

10 4°D < 0_y () (=) (1 + u(m)),

log(log m)

(+) u(m) << oz

On a donc la majoration
20+k » 2r
{o 1 F Mo i)}

e n}2

m h+1 k
S(hk) <<= 03 (0 ) m K ()" (1-+u(m))*
m ’ k

Pour k < ht,

et, d’aprés (+) , il existe une constante 7 =7 (q,K) ne dépendant que de q et de K, telle que
(1 + u(m))k << (logm)7 .

Les polynomes de Dh K étant produits de k facteurs irréductibles distincts de /h ,

foq )}

01O ) S —

On avait posé au lemme 2
2=ht—k et r=(K-2-h)t.

On a donc
{0_1 1) }2ht {0_1 ;) }2(K—2-—h)t

{k! (ht—k)!}2 {[(K—2—h)t]7!7}2

S(h,k) << (log m)” et qm m~2h/K
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On a une majoration analogue pour T(h,k).

Les relations (d) et (e) nous donnent

RS ST
S, +5-<<(logm)" " — m
4 m? h=1 K= {k (b)) 2{ [ (K—2-h)et §2

La fonction k ~ k! (ht—k)! atteint son minimum pour k = ht/2, ou pour k = (ht—1)/2 suivant que

ht est pair ou impair. Les majorations (14) et (15) nous donnent alors,

m K-2
Sqt5;<< (logm)” et -q—z Z mh/K y2ht=2 (2e|og(2))2(K—2)t ,
m* h=1

d’ou, avec (2),
14— g(log 2) B

)

On conclut avec les relations (a), (b), (c) et (19).

5. - Minoration de A(m)
C’est ici que I’on va choisir K.

PROPOSITION V-8. Pour tout nombre réel € > 0, il existe un entier m(q,€) ne dépendant que de

q et de €, tel que, pour tout entier m > m(q,€), on ait
Am)=>q"m @€,

Démonstration. On prend pour K le plus petit entier K = K(e) tel que

4—-2a+ (1/2log 2 €
(1/2l0g 2) <

K 2

Il existe un entier m(e) tel que tout entier m = m(e) vérifie les conditions (1). Soit m > m(e) et

m
soitn=| -2-] . On a démontré que
(8) . Am)=lG 1,

2 =1
(9) 16, 1> 14, xH_ 1268,)7,
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K2 a a 2
(19) "Hj ">>qj (log m) 2 mK 2 K,Sij=n, n+l,
1
(20) S, <<IH xH__ I(logm)K+T—4py2Klog2

ol la constante 7 ne dépend que de q et de K, et donc ici de q et de €. Il existe une constante

© >0, ne dépendant que de q et de ¢, telle que, pour m = m(e),
A(m) > O(log m)G—T_2I< qMm® /2
Il suffit de prendre pour m(qg,e) le plus petit entier m = m(e) tel que

O(log m)6°7_2K >me/?
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