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INEQUATIONS QUASI-VARIATIONNELLES ET EQUATIONS
DE HAMILTON-JACOBI-BELLMAN DANS RN

Benoit Perthame (1)

(1) E.N.S. 45, rue d’UIm, 75230 Paris Cédex 05 - France.

Résumé : Nous étudions dans cet article I'existence et I'unicité des solutions d’inéquations quasi-

variationnelles pour les équations de Hamilton-Jacobi-Bellman : On cherche u solution de

Max( Max (Aiu—fi), u—Mu>=0 p.p. dans RN,u€W2’°°(RN),
1<i<m '
ou (Ai)] < i < m sont des opérateurs uniformément elliptiques du 2&me ordre et ou

Mu(x) = k + inf u(x+£). Nous résolvons ainsi un probléme mixte de contrdle impulsionnel
£>0

et de controle continu de diffusions dans RN.

Summary : We study in this paper the existence and uniqueness of solutions of quasi-variational

inequalities for Hamilton-Jacobi-Bellman equations : we look for u solution of
Max( Max (Aiu—fi), u—Mu) =0 ae.inRN ue W2’°°(RN)
1<is<m

where (Ai)]‘ < i < m 2re uniformly second-order elliptic operators and Mu(x) =k + inf u(x+£).
£20

This solves a mixed problem of impulse and continuous control of diffusion processes in RN.
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INTRODUCTION

Dans cet article, nous nous intéressons a la résolution des inéquations quasi-variation-

nelles pour les équations de Hamilton-Jacobi-Bellman c’est-a-dire a la résolution de problémes du

type :

(1) Max ( Max (Aiu—fi), u—Mu) =0 p.p.dans RN u €W2’°°(RN),
1<is<m

ou les opérateurs (Ai)1 <i<mSont uniformément elliptiques du second ordre a coefficients

réguliers (les hypothéses précises sont détaillées ci-dessous) et ol l'opérateur M est défini sur

Cb(RN) par :

(2) Mu(x) =k + inf u(x+§),
£E20
ol k > 0 est donné et £ = 0 signifie : £ = (21,...,£N) avec & = 0 pour tout i. Enfin les fonctions

(fl)1 <i<msont des données réguliéres.

L’étude de (1) (avec M donné par (2)) est motivée par le controle stochastique. Rappe-
lons que les inéquations quasi-variationnelles i.e. (1) dans le cas ol m =1, ont été introduites par
A. Bensoussan et J.L. Lions [1], [2] en vue de résoudre les problémes de contrdle impulsionnel
stochastique. D’autre part si I'obstacle Mu n’est pas présent dans (1) (i.e. si k = + ) alors (1) se
réduit aux équations de Hamilton-Jacobi-Bellman intervenant en contrdle stochastique continu
(cf. N.V. Krylov [9], P.L. Lions [11], [12] ) : ce probléme a été résolu par P.L. Lions [12],
L.C. Evans et P.L. Lions [7] . Dans le cas général, (1) correspond a un probléme mixte de controle

impulsionnel et continu de diffusions dans RN . nous détaillerons cette interprétation dans [16] .

Signalons également que la formulation méme du probléme (de par la non-linéarité
dle au Max) nécessite la recherche de solutions «réguliéres» i.e. appartenant a W2’°°(RN). Ceci
correspond dans le cas particulier ol m =1 a Iexistence de solutions régulieres des 1.Q.V. (ou a
la régularité des solutions faibles déterminées dans [1], [2] ), rappelons que ce probléme a été
résolu par L.Caffarelli et A. Friedman [4], [5], U. Mosco [15] ...

Nous montrons dans ce qui suit que (1) admet une unique solution (cf. section | pour
un énoncé précis). Nous indiquons également dans la section V quelques extensions, notamment
au cas d’opérateurs M plus généraux (nous utiliserons une représentation des opérateurs M intro-
duite dans P.L. Lions et B. Perthame [14] ).

Pour résoudre (1), nous étudierons tout d’abord (cf. section 1) I'existence et I'unicité

pour le probléme de I'obstacle associé aux équations de H.J.B. :

(3) Max ( Max (Aiu—fi),u—w> =0, p.p. dans RN, ue W2’°°(RN),
1<ism
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ol Y est donnée. De tels problémes ont été étudiés par S. Lenhart [10] dans le cas ol
Y € W2’°°(RN). Il nous sera ici nécessaire de traiter le cas d’obstacles Y plus généraux (cf. I1).
Nous montrons ensuite (cf. section I11) 'unicité d’une solution de (1) : pour cela nous adaptons
un argument d a B. Hanouzet et J.L. Lions [8] . Enfin la section IV est consacrée a la preuve de
I’existence par des techniques d’estimations a priori fortement inspirées de P.L. Lions [12] et de
L.C. Evans et P.L. Lions [7] : nous étendons légerement la méthode introduite dans [7], [12]
afin de pouvoir montrer des estimations a priori uniformes pour la suite construite par le procédé

itératif introduit dans [1], [2], utilisé dans la résolution des 1.Q.V. .

Signalons que dans une étude ultérieure (B. Perthame [16] ) nous traiterons le cas
ol (1) est posé dans un ouvert borné de RN avec des conditions aux limites de Dirichlet, 'inter-

prétation probabiliste de (1) et le cas d’opérateurs A' dégénérés.

I.- NOTATIONS ET RESULTAT PRINCIPAL

Dans tout ce qui suit nous ferons les hypothéses suivantes :
(4) a}k , b} ,c et fle wRN),
(5) Iv>0, Vi, 1<i<m, V§=($1,...,£N)GRN,
% ajik £ > 1£12, |

)

(6) In>0, vxerRN  d) >

Nous noterons A' I'opérateur défini par :

2
. . 9 . 0 .
Al =—§ a!k(x) + z bl(x) — + ¢'(x).

Sous les hypothéses (4)-(6) nous avons le :

THEOREME 1. // existe une unique solution de (1) appartenant a W2’°°(RN).
Par la suite nous noterons D_z,_ le cone des fonctions Y semi-concaves sur RN c’est-a-
dire des fonctions Y bornées vérifiant :
0%y N N
ic>o, — S C dansD’'(R™), Vx€ERN:Ixl=1.
X
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Cette condition est d’ailleurs équivalente au fait suivant :
1 2 N
V(x) Y C Ix|4 est concave sur R™.

Nous noterons pour une telle fonction :

22y N
7 Iyl =inf {C=20, — < C, Vx€R", ixl=1.
2+ 2
X

Remarquons également que si Y € D% alors nécessairement Y € w! '°°(RN) et:

1/2 1/2
Dy I <210yl g Itsg .
Nous utiliserons fréquemment la convention de sommation par rapport a I'indice

répété.

Il. - LE PROBLEME DE L’OBSTACLE
PROPOSITION 1. Soit ¢ € D_2|~ ; sous les hypothéses (4)-(6) il existe une unique solution de (3).

Remarque. Le cas y € W2'°°(RN) est traité dans S. Lenhart [10] . Il nous est nécessaire de généra-
liser ce résultat car méme si u € CF;(RN), Mu $W2’°°(RN) ; par contre Mu € Dgr .

Démonstration. La démonstration de cette proposition s’obtient facilement a I'aide des estima-

tions introduites dans [7], [12] . Pour cela nous introduisons le systéme pénalisé suivant :
1. - Le probléme pénalisé

Al ul. + 6e(ul—ug) + Be(ul.—tl/) = f1, p.p. dans RN,

A2u2+ 8 (u2-ud) + B (u2-¥) =2, pp.dansRN,

Amu{?n + 5e(uren _”l) + 3€(Ug] -)=f" p.p.dans RN,

1 oo
ou B, = ;—B pour € > 0, avec B € C (IR), B est croissante convexe, 8(t) = 0 si t <0 et §(t) >0 si

t > 0. De plus nous confondrons u; et ug'H .



Inéquations quasi-variationnelles 241

Comme les estimations a priori démontrées ci-dessous ne dépendent que des normes

W2 des coefficients a}k , b]! ,cletfletde Iyl 2 4 » NOUS pouvons supposer sans restreindre la
)

généralité que ces fonctions sont réguliéres (C;;(RN)) ; le cas général s’en déduisant par un passage

a limite semblable a celui du 4). On obtient facilement le :

LEMME 1. // existe une unique solution (uie)1 <i<m€ (Cﬁ(RN))m de (8), de plus :
il

N
. L (R
9) Tl I o < Max Max _“(_),"w I .
€ N oo
L7 (RY) 1<i<m Ao L

La proposition (1) se démontre alors par I’obtention d’estimations W2'°°.

2. - Estimation W1
Pour fEW! ’°°(RN), notons Z[f] la fonction définie par :
(10) ZIf] (x) = 1DF(x) 12 + u,(C, = (x))?,

ou Co et u, sont des constantes fixées ultérieurement. On obtient des majorations de

Il o oo , indépendamment de ¢, grace au :

LEMME 2. // existe Ko > 0 (dépendant de a}k , bji etcl uniquement) tel que, si

Kl Lo
Co>Max< Max —, Yyl oo)
1<i<m o L
alors :
i <
(11) Iz )l Lo Max (c, 1z [yl L°°)’

ou C> 0, ne dépend que du choix de Co et des coefficients a} k> b} , ¢l et fi.

Ce lemme se démontre comme le résultat analogue de [12] ; un calcul facile donne :

8%z [u}]

(12) (x) < ~2u, v | Du'€(x)12 +Cl Du'e(x)l 24 Cu,y

i
—a) —
ik axl- axk

~g -zl -z} ()

~B )z ui1-Z [v1} ) .
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Le principe du maximum montre alors que s’il existe un point X et un indice i0 tels

que :
i io
(13) sup Z [u}] () =8 =2 [u®] (x,),
i,X
nous savons :
2 i
—ap — (x.) = 0.
%k ax]- Xy 0

La formule (12) donne alors le résultat par un choix convenable de My - Le probléeme est que la
borne supérieure dans (13) n’est pas toujours atteinte car u'e n’est pas définie sur un compact mais

sur RN entier. Nous sommes alors amenés 2 poser :
Zl (x)ze_alxlzz[ull (X)
a € )

et on vérifie que :

2z a2zl
(14) e 112 (-a}k - )(x) = —al ——— (0 +
3Xj an axi axk
o alul] _ , , ,
+ (a}k+ai<j) (2ax, ) ——axj (x) - J!k(4a2xjxk) Z [ug] (x) + zaal!kaik Z[ul] (x).

Puisque Z'a tend vers 0 quand x tend vers I’infini nous avons maintenant :

N . . i _sQ _
Ix, €RT, 3i, telsque: max Za(x)—Za(xa)—Ba.
X,i
Mais on a évidemment :
) - §,
a—>0

et donc :

a Ixa|2 - 0.
a—>0

[l s’ensuit d’aprés (14) que :

i
a2 V4 [ue('X]

0<—-a (xa) + 0((1) ’

ij axk

ou encore :
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i i
0 < 2/.10V|Due°‘(xa)|2+C lDue"‘(xo[)!2+Cy0
i ia'H

i i +1
-8 X ) {22 -Z 1 1} x,)

8 W) [ 2 WY -2 0]} (x,) + Oled,

i
Z [u% (xy) < Max (C,Z[¥] (x,)) +0(a).
Quand a tend vers 0+, nous obtenons le résultat.

Remarque. Dans toutes les estimations qui suivent la méme difficulté apparaftra et pourra étre
traitée par le méme argument de troncature. Aussi ne le répéterons-nous pas et supposerons

toujours que les extrema sont atteints.

3. - Estimations W2’°°

Comme précédemment nous adaptons convenablement les méthodes de P.L. Lions
[12] et L.C. Evans et P.L. Lions [7] . Introduisons I'ensemble V des matrices a, symétriques, de

dimension N X N, telles que :
aij£i$j>vlzl2 VEERN,

la < sup I (a}k) (x) I' (norme de la matrice (ajik)j,k) .
i,x

Supposons de plus, pour simplifier les notations, que » = 1. Soient « € V et K > 0 ;
notons, pour f € W2'°°(RN), W% [f] la fonction définie par :

(15) WE [f] (x) = I D2f(x) 112 + 2N2K tr(a. D2F)(x) + u | DF(x)12,

ou u est fixé dans la démonstration du lemme ci-dessous (1 dépend uniquement de ajik' bji , ci).

LEMME 3. Pour tout K vérifiant : K = sup | Dzuie(x) I, pour tout a €V, nous avons :
i,x
2
(16) Max  IWE [ul] ] . <Max [C+CK+~—,CH+Clyl
ax K UG] Loo\ ax 7, v 2,+K ’

1<ism

N , i i id
ou C ne dépend que de a4y bj s fler iyl W

oo*
’
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Démonstration. On suppose que :

. i
3x, €RN, 3iy, Max WS [ul]=Wg [u]] (x),
1<i<m

- 2 i
rappelons que si ce n’est pas le cas on considére la fonction définie par : e B Ixl W [u'] et
pp q K e

on adapte le raisonnement du lemme 2).

Par un calcul facile et le principe du maximum on obtient :

axl- X}
< —u 102} (x;) 12+ C D2} (x;) 12 + ck2 + Cu
i i i i+
—8 (gt —ud ) W - wE ! 1) (xq)
6, (] - 9) {W& [u) ] - [ (D% + 2N2Ka) . D2y
g
~u (DY, Dul)} (xq).

i
Mais en choisissant u convenablement, et en remarquant que la matrice (D2u 61 + 2N2Ka) est po-

sitive, il vient :

ou bien : i ) A '
1 I
W& [ul](x;) < tr { (D%u] +2N%Ka) . D2y | (x;) +u (DY,Du]) (x;)

< CK Iy Iy +Ca,
ou bien : .
I
(u—C) 1D%] (x;) 12<CcK?+Cy,

d’ol, dans tous les cas, I'inégalité (16).

. . oo . N . a [N .
Les estimations W2 s’obtiennent a partir du lemme 3 grace a un choix convenable

de a et K (comme dans [7]) :

' — 2
(17) Ke—s'up ID%ug(x) I,
i,x

On choisit X, € RN et io tels que :

i 3
(18) 1D2u? (x,) I 2>ZK§,
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i re
la matrice symétrique Dzueo(xo) est diagonalisable dans une base orthonormée B et on note a la

matrice :
io
(19) a= (a}-k(xo)éjk) dans la base B.

D’aprés le choix de a nous avons, dans la base B :

a2uio auo

2 1o 1 ) Jo o __€ o o lo_ |o+
tr(e. D7ug (Xo))_ajj o, 0% (xg)=9§-f +b; —-—aXi +e%ul+ B (u2-ul )plxg)
=>-C,
et donc :
3 9 io
(20) :Ke - CK,~C< W [u2] (x,)
< Max IWR U] (x) I o
1<i<m L
K
< Max (C+CK6+?,C+CKG ||\l/||2,+>,
d’ou : K <C,

avec C constante ne dépendant que de a}k , b} , ci, flet v 2 + - Et finalement :

D2l | [=<C Vi, 1<i<m.

4. - Passage a la limite

Pour obtenir (3) a partir de (8) il suffit de faire tendre € vers 0. Ce passage 2 la limite
se fait exactement comme dans [6] , nous ne le reprenons donc pas ici et la proposition (1) est

démontrée.

I11. - UNICITE DE LA SOLUTION DE (1)

Adaptons la démonstration de a B. Hanouzet et a J.L. Joly [8] . Nous nous ramenons
au cas ol les fonctions f' et Y sont non-négatives par addition de constantes 3 u et . Il vient

alors :
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LEMME 4. Toute solution de (1) (ou de (3)) est non-négative.

Démonstration. Pour (1) par exemple. Soit u une solution de (1). On peut supposer (cf. remarque
du 11.2) que :

= min u(x)=§.

Ix_, u(x
o
xRN

o
Mais alors :

Mu(xo) =k + inf u(x0+£) =5 +k> u(xo),

£20
il s’ensuit que dans une boule B de centre Xg,0na:
Max (Aiu - fi) =0 p.p. dans B.
1<is<m

Mais le principe du maximum de Bony [3] montre alors que si § >0 :

Vi, liminf ess (Alu(x)) <A, 8 <0,

-
X Xo

d’oli une contradiction et § = 0.

Grace a ce résultat nous sommes ramenés a montrer I'unicité des solutions positives
de (1). Pour cela construisons un opérateur T, qui 3 w€E D_% , w =0, associe u = T(w), solution de
(3) avec ¥ = M(w). (Remarquons que si w € D%_ ,Mwe D%_ ; un résultat analogue est montré dans

le V). On vérifie facilement que T est croissant et concave.

Notons alors u® la solution de :

(21) Max (All®—f)=0  pp.dansRN, i ew2=RN);
1<i<m

I'existence de u® est montrée dans [7], [12] . Choisissons 1y €10,1[ tel que :
(22) py L°°< k.

Nous pouvons établir, comme dans [8], le :

LEMME 5. Soient 6 € [0,1], ¢ et ¥ deux fonctions positives de W2’°°(RN) vérifiant Y — o < 0y,

alors :

T(Y) ~ Tlo) < 0(141;)T().
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Démonstration. L’hypothése du lemme s’écrit :
(1-6)y +6 .0<y,
la concavité et la croissance de T donnent donc :
(1-9) T(y) + 6T(0) < T(p).
Il reste 2 montrer que :
—T(0) <-uyT(o),

Or on a aisément :

il suffit donc de vérifier que :
T(0) = uqu®.

Mais la solution v de :

(23)  Max ( Max (Aiv—fi), vy | u@ | L°°> =0 p.p.dans RN, veE W2'°°(RN),

1<is<m

247

vérifie v < T(0) gréce au choix de u; en (22) et par croissance de T. De plus en comparant (23)

et:
Max ( Max (A](u] u®) ~fi), 1y uo—pt1 hu® I m) <0,
1<i<m L
on obtient que :
pqu <v,

d’ou I'inégalité du lemme 5.

PROPOSITION 2. La solution de (1), si elle existe, est unique.

Démonstration. D’apres le lemme 4, deux éventuelles solutions u et v de (1) sont positives, donc :

u—-vs<uy,
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en appliquant le lemme 5, il vient :
Tu-Tv< (1~u1 )Tu,
Comme Tu =u et Tv=v, nous obtenons :
u-vs< (1—u1)p u VPpEN,
ie.: usv.
De méme v < u, d’oui le résultat.

Remarque. Cette démonstration est tout a fait semblable a celle de B. Hanouzet et J.L. Joly [8].

IV. - EXISTENCE

On se ramene comme précédemment au cas ol fl > 0. On utilise alors la méthode
itérative introduite dans [1], [2] . Soit u® la solution de (21), on construit par récurrence la suite
(u") : UMl =1 yn pour n > 0. On montre facilement que u" > 0, u" décroft avec n vers une fonc-
tion u. L’étape fondamentale est alors d’obtenir des estimations W] ° puis W2’°° et de passer a la

limite lorsque n tend vers I'infini.
1. - Estimations W1

Puisque la suite u” est décroissante et positive, nous avons :

) ol

lu

©o

< llu
LOO

on peut alors choisir C; =k + u® |

L dans le lemme 2 et il existe donc C >0 tel que :
1Z W11 <Max <c, 1Z [Mu"] I w).
L L
On conclut alors en utilisant le :
LEMME 6.

1Z [Mu] I (< N Z[u] Lw,Vu€W1’°°(RN),O<u<CO.
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Démonstration. Soient u, € C;’:(RN) une suite de fonctions telles que :
u, - u dansC (RN),
Np—soo b

1Zup) | < IZ[u] ] o

En notant (e1,...,eN) la base canonique de RN, il vient :

2
n inf un(x+hei+‘g‘)— inf un(x+E)
ZMu 1)=> [ tim _£20 £20
i=1 h-0 h
h>0
. 2
+ug [C,—k— inf un(x+g’)
£E20
N un(x+hei+£) - un(x+§)
<liminf sup
h>0 £>0[i=1 h
h>0
+ 1, (Cy —up (x+£))2
o'“0o 'n
car on a bien siir :
0<C,—k— inf un(x+§) < C,— inf un(x+£),
£>0 £>0
et:
1( .
O<—< inf un(x+hei+£)— inf un(x+5)>.
h\e>o0 £E20
Nous avons donc :
n aun 2
Z [Mu_](x) < liminf sup Z P (x+§+0hei) + 1y [Co—-un(x+g)]2
h—>0 £20 i=1 %%

h>0 0<6<1

<NZ[u ]l .
lug] I

Remarquant alors que :

n —>o°

Mu, - Mu dans Cb(RN)

)
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il vient :

I Z [Mu] I Lo < liminf 1Z[Mu ]I Lo < liminf 1Z[u ]I =

n—>oo n—>oo
< IZu]l o,
< 1Z[u] L

d’oli le lemme 6.

2. - Estimations W2
Nous utiliserons, pour obtenir ces estimations, un lemme préliminaire :
LEMME 7. Soient a une matrice positive, f € RN etve W2’°°(RN), ona:
(24) tr(c. D2(Mv)) + 8. D(Mv) < Il tr(ee. D%v) + 8. Dv I oo dans D'(RN).
Démonstration. Comme pour le lemme 6, soit v, € C‘:(RN) une suite de fonctions telles que :

Vg TV dans Cb(RN),
n—> oo

ltr(a. D?v,) + 6. Dv,, | L < I'tr(a. D) +B.Dv I =

On montre d’abord le résultat pour les fonctions v, ; pour cela choisissons une base orthonormée

(x1,...,xN) de RN ol « est diagonale, notons (a) cette diagonale et, quitte a changer

"1 <i<N
X; en — X;, supposons B = 0. Soit alors P la matrice de passage de la base canonique de RN a

(X1 ""’XN) :

[tr(a. D2(Mv,)) + 8. D(Mv,))] (x)

inf vn(x+hxi+.§)+ inf vn(x—hxi+£)—2inf vn(x+§)

. PE=>0 PE=>0 PE=0
< lim o

h>0 h2
h>0

inf vn(x+hxi+£)— inf vn(x+£)
PE>0 PE>0

h

+Bi
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s vn(x+hxi+£) + vn(x—hxi+£) - 2vn(x+g)

< lim sup /.

h->0 PE>0 h2

h>0

s v, (xFhx+E) — v, (x+§)
i h
82v avn

< lim sup Q. . sup (x+6hxi+£) +B,. sup — (x+0hxi+£)

h—>0 PE>0 | 101<1 3¢ lg1<1 3%

h >0

< e D2v) +6.0v, 1 o

En passant a la limite dans le premier membre de I'inégalité on obtient alors :
tr(e. D2(Mv)) + 8. D(Mv) < ltr(c. D) + 8. Dv | L co dans D’(RN)

et le lemme 7 est démontré.

Il est alors facile de raffiner le lemme 3 pour obtenir le :

LEMME 3’. Sous les hypothéses et avec les notations du /erhme 3, si de plus ¢y = Mv ou
vE W2’°°(RN), ona:

2

- K
25 IWE U]l o < Max [CH+CK+ _, IWE V]I ).
(25) K [uel L ) K [v] L

Démonstration. Soit § A € C;o( RN) une suite d’obstacles réguliers tels que :
n— oo N
Yn = ¥ dansC(RY).
On peut supposer que pour toute matrice a et pour tout vecteur B tels que :
IK(eB) >0, tr(e. D2Y) + B. DY <K(af)  dans D'RN),

on ait :

(26) tr(a. D2y ) +§. DY, <K(e).
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On montre alors (25) pour la solution du probléme (8) associé a ¥, et le cas de ¥ s’en déduit
facilement par passage a la limite. On reprend, pour cela, la démonstration du lemme 3, mais

dans le cas ol :
i i i
WE [ul](x;) < tr [(D%u] +2NKa) . D2y ] (x1) + w(D¥,,Dul) (x;),
il vient :
i i i
W [ud](x) < Itr [(D%u] (x;) + 2NKa) . D2v] + p(Du] (x;),Dv I =
d’aprés (26) et le lemme 7. Finalement on obtient :
i
WE [ul1(x;) < IWE [v] I =

Dans l'autre cas la démonstration reste identique a celle du 1.3, et dans tous les cas nous ob-
tenons (25).

Nous pouvons alors obtenir I’estimation w2 grace a la méthode utilisée dans le para-
graphe 11.3 : notons R la plus grande valeur de X telle que :

2
X
3/4X2-CX+C < c+cx+-—2-,

inégalité introduite dans le 11.3 (cf. (20)). Etablissons par récurrence le résultat suivant :

LEMME 8. Pour p = 1 et pour 0 < € < 1, notons (ui e) ) la solution de (8) avec
I PET<i<m
Y=MuP ,alors :

2
. K

27 VK>R, VeeV: IWE [ ]I o < C+CK+—
( ) K[ ’e] L 2

p
Remarquons avant de montrer ce lemme que s'il est vrai a Pordre p — 1 alors :

ID2l i s < R ;en effet si ce n’est pas le cas on choisit K_= Max ID2ul | > R
p,€ L € . p,€ L
1<i<m
et « comme en 1.2 (19). Appliquant alors le lemme 8 4 I'ordre p — 1 et le lemme 3’ nous obtenons

une inégalité analogue a (20), d’ol une contradiction. Remarquons également que ce lemme est

vrai pour p =0 et Y =+ e d’aprés [7].

Démonstration. Supposons le résultat vrai a l'ordre p — 1, d’aprés la Remarque ci-dessus
[ D2u'p € I<R V€, V i. L’hypothése sur K du lemme 3’ est donc automatiquement vérifiée
pour K = R, et (27) n’est que (25) avec Y = uP1,

En particulier nous avons donc établi :

iczo0, Iu"1 5 <C.
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3. - Passage a la limite
Encore une fois le passage a la limite ne pose aucun probléme, il se fait comme dans
[6], a I'aide du crochet d’accrétivité. On obtient facilement :
wh>

un —-> ue Wz’w,
n —> oo

d’autre part le lemme 5 montre que :
=" < (1) 1O Lo

ce qui prouve que :

n—>o

T T danst(RN),

et donc :

n —> oo
Mu" > Mu danst(RN).

Nous sommes donc dans la situation de [6] et le théoréme 1 s’en déduit :
Max ( Max  (Alu—f), u—Mu> =0 p.p. dans RN.
1<is<m
V.- EXTENSIONS
Le théoréme 1 s’étend facilement au cas d’opérateur M plus généraux que celui présen-
té ci-dessus. L’interprétation et la représentation de ces opérateurs est donnée dans P.L. Lions et

B. Perthame [14].

Remarquons que I'opérateur donné par (2) vérifie :

(28) M est croissant :u<v = M [u]<M [v],
(29) M est concave : M [Qu+(1-9)v] =0 M [u] + (1-9) M [v],
(30) M [u+A]=M[u]+ X pour AER, ueCy(RN),

(31) M [u] (x+h) =M [u(.+h)] (x), ¥x€RN, vherN
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(32) M [0]>k >0.

Soit alors un opérateur sur Cb(RN), encore noté M, vérifiant (28)-(31). D’aprés [14]

on a la représentation suivante :

(33) M [u] =inf [C(a) +u xP,],

a
ol les P, sont des mesures de probabilités sur RN, Le probléme (1) pour un tel opérateur M corres-
pond alors a un probléme de contrdle continu de diffusions et de contrdle impulsionnel, la loi de
’amplitude des impulsions étant donnée par P, - On démontre que ce probléme a une solution

grace au :

THEOREME 2. Si M est donné par (33), et sous les hypothéses (4)-(6) et (32), il existe une unique

solution de :
Max( Max (Aiu—fi), u—Mu) =0 p.p.dans RN, u €W2’°°(RN).
1<is<m

Remarque. Pour montrer I'unicité (cf. I11) il nous est nécessaire de supposer (32) i.e. inf C(a) >0
a
dans (33). Par contre I'existence, dans le théoréme 2, ne nécessite pas cette hypothése.

Le point principal de la démonstration est d’obtenir a nouveau les lemmes 6 et 7. Pour

cela notons :
V(h) (.) =V(. + h),

et (comme dans le lemme 7) soient a; =0 et §; >0, pour i <N. Montrons alors le lemme 7 : soit
h>0:

Mv(hxi) + MV(—hXi) —2Mv Mv(hxi) —Mv

a: + B
i
h2

h

1 N
< h_2 ((ai+6ih) Mv(hxi) + o MV(-hxi) — (Mv) <2 trac + Z B, h))

i=1

(2 1 % . y o+ 6 h
< — . —_—

2 h e N (hx;)

2ra+h Y B
i=1
B

+ N v(_hXi) - Mv (par concavité de M)
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2tra 1 N ai+ﬂih
<( +F.Z1 Bi> N ()

2tra+h Z ﬁl
i=1

PR Ve
Ara+h ) B L
i=1
(car IMu—Mv IS llu=v Il cf.[14])

v(x+hy;) + v(x—hx;) - 2v(x) v(x+hx;) = v(x)

<|la +p, ——————
' h2 h L

et quand h = 0 nous obtenons le résultat désiré.

Remarques.1) Notons que I’on peut traiter de la méme fagon le cas d’une infinité d’opérateurs A'.

2) On peut également obtenir des résultats de régularité W|26c: grace a la méthode
de L. Caffarelli et A. Friedman [4], [5] . Celle-ci permet de traiter le cas d’obtacles plus généraux

que (2) (par exemple Mu(x) = k(x) + inf [u(x+£) +Co(£)]) mais semble mal adaptée pour des
£>0
obtacles implicites aussi généraux que (33) comme par exemple :

Mu(x) =k +j u(x+£) dP().
B
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