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Résumé : Dans cette note nous caractérisons les opérateurs intervenant naturellement dans les

inéquations quasi-variationnelles.

Summary : ln this note we caracterize the operators arising in quasi-variational inequalities.

I. - INTRODUCTION

A. Bensoussan et J.L. Lions ([1 ] , [2] ) ont introduit une classe de problèmes aux déri-
vées partielles non linéaires appelés inéquations quasi-variationnelles. Ces problèmes, qui inter-

viennent en contrôle impulsionnel stochastique, sont de la forme :

où f est une fonction donnée et M est un opérateur non linéaire de l’espace des fonctions

continues bornées sur RN dans lui-meme. L exemple canonique d’opérateur M est :
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où ~ ~ 0 signifie : $ = (~’,...,~N) et ~ï > 0 pour tout i et où k(~) est une constante par exemple
positive (dépendant de ~).

Des propriétés importantes (fondamentales pour l’existence de solution faible de (1 ) -
cf. [1 ], [2], U. Mosco [8] ) de cet opérateur Mo sont :

De plus une autre propriété très importante de Mo (impliquant notamment la continuité et l’uni-
cité des solutions faibles de (1 ) - cf. Hanouzet et Joly [6] ) est la concavité i.e. :

Enfin il est clair que Mo vérifie :

Dans ce qui suit nous montrons que si M est un opérateur de Cb(RN) dans Cb(RN) vérifiant (3)-(6)
alors nécessairement il existe une famille où les ka sont des constantes minorées et
où les P a sont des mesures de probabilité sur RN - telle que : VuE Cb(RN), V x G R’~

Nous expliquons également brièvement comment (1 ) s’interprète comme un problème de contrôle

stochastique impulsionnel. Signalons également que ce résultat est utilisé dans B. Perthame [9]
pour l’obtention de solutions de (1 ) si M vérifie (3)-(6).

Il. - LE RESULTAT DE CARACTERISATION

TH EOREM E. Soit M un opérateur de Cb(RN ) dans Cb(RN ) vérifiant (3)-(6) Alors iI existe une
famille de constantes (k03B1)03B1 ~ A minorée et de mesures de probabilité sur RN (P 03B1)03B1 ~ A telle
que: ~ u ~ Cb(RN), V x G RN :



Remarque 1. Si M = Mo alors on peut prendre A = f ~ > 0 }, a = ~, k« = k(~), P« = â_~ . De plus
il est clair que M défini par (7) vérifie (3)-(6).

Remarque 2. La démonstration ci-dessous montre également que si M vérifie seulement (3)-(5)
alors pour tout x E RN on a :

où k , P dépendent donc maintenant de x G RN.

Remarque 3. D’après un résultat général de M.G. Crandall et L. Tartar [3] , on voit que si M véri-

fie (3) et (4) alors :

et donc en particulier :

La démonstration de ces inégalités étant très simple, nous la rappelons : il suffit de remarquer que
u  v + Il (u-v)+ Il 

~ 
et donc d’après (3)

Démonstration du Théorème. On note Ç l’application de dans R définie par :

~(u) = Mu(0). D’après (5) ~ est concave et d’après (8) ~ est lipschitzienne sur On déduit

alors de résultats classiques d’analyse convexe (cf. par exemple 1 . Ekeland et R. Temam [4] ) qu’en
tout point u de Cb(RN) il existe ~~ dans le sur-différentiel de Ç au point u. Bien est une

mesure bornée sur RN et on a :

En particulier :

On déduit de cette inégalité et de (3) que JJu est une mesure positive. De plus en pre-
nant v = u + À avec À E R on obtient :



et donc =1.

Pour conclure on pose k~ _ ~(u) - J u et on introduit Pu la mesure de proba-
bilité définie par : P~(B) _ pour tout borélien B de RN. Alors d’une part k~ > ~(0) et
d’autre part d’après (6) : :

Remarque 4. Ainsi que nous l’avons indiqué dans l’introduction, la forme obtenue (7) de tout

opérateur M vérifiant (3)-(6) implique immédiatement que l’on peut obtenir l’existence et l’uni-

cité de solutions u E w2~°° (RN) d’inéquations quasi-variationnelles pour les équations de

Hamilton-Jacobi-Bellman (et pour (1 ) en particulier). Ceci est une conséquence de la méthode de

résolution introduite dans B. Perthame [9] , , [10] - méthode qui utilise les estimations a priori

développées dans P.L. Lions [7], L.C. Evans et P.L. Lions [5].

Pour conclure, nous décrivons brièvement le problème de contrôle stochastique im-

pulsionnel associé à (1 ) : u peut s’interpréter comme la fonction coût minimum correspondant
à un problème en horizon infini où l’état est représenté par un mouvement brownien qui, en

une suite croissante de temps d’arrêt, saute de telle façon que le saut est une variable aléatoire

indépendante du brownien et dont la loi appartient à la famille A. Le cas particulier

M = M 0 est le cas habituel où le saut est un élément $ du cône positif de RN. Cette interpréta-
tion stochastique est développée dans B. Perthame [10].
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