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Résumé : Dans cette note nous caractérisons les opérateurs intervenant naturellement dans les

inéquations quasi-variationnelles.

Summary : In this note we caracterize the operators arising in quasi-variational inequalities.

I. - INTRODUCTION

A. Bensoussan et J.L. Lions ([1], [2]) ont introduit une classe de problémes aux déri-
vées partielles non linéaires appelés inéquations quasi-variationnelles. Ces problémes, qui inter-

viennent en contrdle impulsionnel stochastique, sont de la forme :
(1) ' max (— Au+u—f, u-Mu) =0 dans RN

ou f est une fonction donnée et M est un opérateur non linéaire de I’espace Cb(RN) des fonctions

continues bornées sur RN dans lui-méme. L’exemple canonique d’opérateur M est :

(2) Mou(x)= inf  k(§) +u(x+8) , vxerN
£20
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oll £ = 0 signifie : § = (S] ,...,EN) et £ = 0 pour tout i et ol k(£) est une constante par exemple

positive (dépendant de §).

Des propriétés importantes (fondamentales pour I’existence de solution faible de (1) -
cf. [1], [2], U. Mosco [8] ) de cet opérateur M, sont :

(3) M est croissant i.e. : Mu < Mv sur RN si u <v sur RN
(4) Vuec,(RY), vaer M(u+)) = Mu + \.

De plus une autre propriété trés importante de M, (impliquant notamment la continuité et I'uni-

cité des solutions faibles de (1) - cf. Hanouzet et Joly [6]) est la concavité i.e. :

M est concave : M(Gu+(1-0)v) = 6 Mu + (1-9)Mv sur RN
(5)
vuvec,RN), veeq,].

Enfin il est clair que Mo vérifie :
(6) Mu(x+h) =M {u(-+h)} (x)  VueC,(RN), VxherN.

Dans ce qui suit nous montrons que si M est un cpérateur de Cb(RN) dans Cb(RN) vérifiant (3)-(6)
alors nécessairement il existe une famille (ka’Pa)a EA” ou les k,, sont des constantes minorées et
ou les P, sont des mesures de probabilité sur RN - telle que:Vue Cb(RN), v xRN

(7) Mu(x)= inf ko +(uxPy) (x)}.

aE€EA
Nous expliquons également brievement comment (1) s’interpréte comme un probléme de contrdle
stochastique impulsionnel. Signalons également que ce résultat est utilisé dans B. Perthame [9]
pour I'obtention de solutions W2’°°(RN) de (1) si M vérifie (3)-(6).

Il. - LE RESULTAT DE CARACTERISATION

THEOREME. Soit M un opérateur de Cb(RN) dans Cb(RN) vérifiant (3)-(6). Alors il existe une
famille de constantes (k) o € A Mminorée et de mesures de probabilité sur RN (P a) o€ A telle
que:Y u ECb(RN), v xRN

(7) Mu(x)= inf  {ky+(u«P,) (x)}.
acA
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Remarque 1. Si M = M0 alors on peut prendre A = { E?O}, a=§ k,= k(%), Pa=8_5 . De plus
il est clair que M défini par (7) vérifie (3)-(6).

Remarque 2. La démonstration ci-dessous montre également que si M vérifie seulement (3)-(5)

alors pour tout x € RNona:

VueC,(RN) , Mu(x)= inf gka(x)+]u dPa’X§

aE€EA

oll kg Pa dépendent donc maintenant de x € RN,

Remarque 3. D’aprés un résultat général de M.G. Crandall et L. Tartar [3], on voit que si M véri-
fie (3) et (4) alors :

I (Mu-Mv) Tl < Tuv)T i, VuyeC,(RY)
et donc en particulier :
(8) IMu-Mv I, < luv i,  VuveC,(RN).

La démonstration de ces inégalités étant trés simple, nous la rappelons : il suffit de remarquer que
u<v+ Il (u=)t I o €t donc d’aprés (3)

Mu<Mv+ )T I )=Mv+ v (dapres (4)).

Démonstration du Théoreme. On note ¢ Iapplication de Cb(RN) dans R définie par :
#(u) = Mu(0). D’aprés (5) ¢ est concave et d’aprés (8) ¢ est lipschitzienne sur Cb(RN). On déduit
alors de résultats classiques d’analyse convexe (cf. par exemple I. Ekeland et R. Temam [4] ) qu’en
tout point u de Cb(RN) il existe y, dans le sur-différentiel de ¢ au point u. Bien sir M, est une

mesure bornée sur RN etona:

, Yuec,RN).

¢(v) =inf §¢(U)+ f (v-u)dp,,

u

En particulier :

é(v) < ¢(u) +'/‘(v—u)duu , Vu,vGCb(RN).

On déduit de cette inégalité et de (3) que 4y, est une mesure positive. De plus en pre-

nantv=u+ A avec A € R on obtient :

VAER >\<f)\dyu=)\uu(RN)
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et donc uu(RN) =1.

Pour conclure on pose ku = ¢(u) - f u duu et on introduit Pu la mesure de proba-
bilité définie par : Pu(B) = uu(—B) pour tout borélien B de RN. Alors d’une part ky = #(0) et
d’autre part d’aprés (6) :

v herN Mv(h) =¢ {v(-+h) }

=inf % Ky +fv(x+h)duu(x)§
u

=inf {k, +(vxP)h).
u

Remarque 4. Ainsi que nous I'avons indiqué dans I'introduction, la forme obtenue (7) de tout
opérateur M vérifiant (3)-(6) implique immédiatement que I’on peut obtenir I’existence et 'uni-
cité de solutions u € w2 (RN) d’inéquations quasi-variationnelles pour les équations de
Hamilton-)acobi-Bellman (et pour (1) en particulier). Ceci est une conséquence de la méthode de
résolution introduite dans B. Perthame [9] , [10] - méthode qui utilise les estimations a priori
développées dans P.L. Lions [7], L.C. Evans et P.L. Lions [5] .

Pour conclure, nous décrivons briévement le probléme de contrdle stochastique im-
pulsionnel associé a (1) : u peut s’interpréter comme la fonction colit minimum correspondant
3 un probléme en horizon infini ol I’état est représenté par un mouvement brownien qui, en
une suite croissante de temps d’arrét, saute de telle fagon que le saut est une variable aléatoire
indépendante du brownien et dont la loi appartient a la famille (Pa)a e A Le cas particulier
M= M0 est le cas habituel ol le saut est un élément & du cone positif de RN. Cette interpréta-

tion stochastique est développée dans B. Perthame [10] .
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