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NON-UNICITE DES SOLUTIONS D’UNE
EQUATION D’EVOLUTION NON-LINEAIRE

Pierre Baras (1)

(1) Laboratoire IMAG, B.P. 68, 38042 Grenoble Cédex - France.

N
Résumé : Soient ¥ > 1, et N un entier tels que 1 <7(7—1) < inf(y,(y+3)/2) et  une boule de
du
RN. Nous montrons que I’équation d——Au S Mkal u,u(0) = Uy u 'asz =0 qui admet, pour u,
t

dans LY(Q) positive radiale décroissante une seule solution maximale u_  appartenant 2

m
C([0,T,[ ; LY(R2)) a une infinité d’autres solutions de durée de vie 0 < T < T, arbitraire, apparte-

N
nant a C([0,T[ ; L9(R)) pour q <3 (y-1).

Summary : We prove a non-uniqueness result for a parabolic semi-linear equation. If

1 <—2('r-1) < (7,7 ) and © is a ball of IR, the equatlona— —Au=ulul?’l
t

u(0) = Uy U | g = 0 possesses an infinite number of solutions such that lim [l u(t) —ug | q =0

N t—>0
where 1< q <—2-(7—1).

INTRODUCTION
On considére I’équation d’évolution suivante :

du —1
I—Au=lul7 u sur X 10,T[

(1) u(x,t) =0 sur I'X 10, 7]

u(x,0) = ug(x) sur
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€2 est un ouvert borné de RN de frontisre T réguliére.

Les conditions d’existence d’une solution locale ou globale de cette équation ont été
étudiées par de nombreux auteurs (cf. [4] ). Le probléme abordé ici est celui de I'uncitié de ces
solutions. Dans le cas © = RN et u, =0, A. HARAUX et F.B. WEISSLER (cf. [2] ) ont montré
I’existence d’une solution globale non triviale et positive pour des valeurs vy telles que
1 <% (y=1) < y+1. Notre but est d’étendre ce résultat au cas ol £2 est une boule de RN et u,

positive, radiale, décroissante.

La méthode utilisée oblige a se restreindre au cas ol 7 vérifie :
N :
(2) 1 <E('y—1) <inf(y,(y+3)/2) (N=3, y=2 par exemple).

Etant donné u, appartenant a L7(£2), on rappelle que le probléme (1) a une unique

solution maximale u telle que :
uEC([0,T,[;LY(Q) NcH@X J0,T,[)

SiT <eo, lim Ihu(t) llp=+°° Y p,p > N(y-1)/2.
t—’Tm

Nous montrons que pour chaque T, 0 < T < Ty il existe une autre fonction u solu-
tion du probléme (1) avec :

ueC([0,T[ ; LYR)) N CH@ X 10,T[) Vq,1<q<N(y-1)/2
lim  Nu(t) —u, ||q=0 Vg, 1<q<N(y-1)/2
t->0

lim lu(t) II7=+=>°

t->0

lim lu(t) Ilp=+°° V p, p>N(y-1)/2.
t>T

Dans une premiére partie nous établissons quelques résultats préliminaires et dans une

seconde partie nous prouvons le résultat principal.
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1. - RESULTATS PRELIMINAIRES

N
Nous supposons ici 5 (y=1) > 1, Q est un ouvert borné de RN de frontiére I régu-

ligre. Une solution sur [0,T] de (1) est une fonction u de LY(£2 X (0,T)) telle que :

t
(3) u(t) = Pt ug + j D) 71 u(s)ds.
o

Lorsque u, est dans L1(Q), toute solution appartient a C([0,T] ; L1(Q)),eAt

est le
semi-groupe engendré par A, avec condition de Dirichlet nulle et a les propriétés régularisantes

suivantes :

Ilullp

leftyl <¢ —m8—
“ = leSe Npran

pourt>0et1<psq<o
o p désigne la norme de LP(Q).

N
PROPOSITION 1. Soit p >5 (1) et u, > 0 appartenant a LP(Q).

1a) Il existe T, > 0 et u_ appartenant a C([0,T LP(Q)) n Cz(.Q X]Jo,T._[)
m m m

[
m
solution du probléme (1). Si T, <+, lim I “m(t) I p- +ee.
t—>T
m

16) 1l existe une constante c(p) > 0 telle que :

1 -NO-1)
2 71
(5) T, “P (| o = clp).

Tc) 1l existe deux constantes strictement positives c'(p) et ¢ telles que si T vérifie :

N 71
B 1
, p - ,
(5) T lug 1771 < c(p)
alors :
"Uo " N
(6) lu (01, <c ———2— pour0< t<T et — (y-1) <p<gq<eo
m 9 N(1/p-1/q)/2 2 '

1d) Il existe une constante Co > 0 telle que si lu I N(y-1)/2 <, alors :

T,=t e lim Tu ()0 =0.
t > oo

le) Sip =, pour tout T < T » Uy, est la seule solution de (1) appartenant a
L™([0,T], LP()).

Démonstration. Soit la suite u, définie par :
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t
(7) u 4 (® =By + f D) ()7ds ug(t) =Py,
o

Soit (m,r) dans RY2 tel que :

N N N 1T 1
(8) r>—(y=1) ;r=sup(myy) ;m=>—(y-1) ;= (———)y<1.
2 2 2'm r

(4) implique :
" | < lug Iy ft lu(s) W?
<c— —— + _
U1 (0 I < Nomamez ), © egNO-T)/2r

Soit T vérifiant :

¥ oY ( f 1 do > 11N
9) — a1 Y71 1-NO-1)2m
®) (y—1 )7—1 o (1_0)N(7—1 )/2r0N(1/m—1/r)7/2 Yo 'm

On vérifie alors par récurrence que :

, o Muglhy

lu (t) I <Kc(—)———— pourn=>1et0<t<T
Ve =S ) Ramamz

puisque Uy =0, la suite u, est croissante, elle converge donc vers une fonction u vérifiant :

lu_ |

o'm
10 lu(t) I <¢ —————— pour0<t<T
(10) W< Nmmpe ° =
Démonstration de Ta). On fait m = p, r = py. (10) implique alors que u? est dans L! ((0,T);LP()).
En passant a la limite dans (7), on vérifie que u satisfait (3) ;u est donc solution de (1) et appar-
tient 2 C([0,T[; LP(£2)). On prolonge u en une solution maximale continue dans LP(£2) notée Upy
Soit [O,Tm[ son intervalle de définition.

Si lim inf lu(t) |l p= A < +et si Ty >0 satisfait (9) dans lequel on a fait
t=>Tm
lu, |l m = 2A, on peut trouver t, dans [T —=Tx/2,T [ tel que | u(ty) I p < 2A ; la démonstra-

o
tion précédente affirme ’existence d’une solution de (1) de donnée initiale u(to) et appartenant
a C([0,TAl; LP(£2)), on peut donc prolonger u a I'intervalle oT,+ Ta/2], contradiction, et
donc :

lim lu(t) I [ =4 oo,

->T P

t=>Tm
Pour montrer que Un appartient a Cz(ﬁ X ]O,Tm[ ), admettons pour I’instant le 1c).

Soit € >0, puisque u,, appartient a'C([0,T [, LP()), il existe h> 0 tel que :

Ve[0T —el, h N2y 17 <o),



Non unicité des solutions 297

(6) appliqué avec q = + o et u, = u(t,) permet de conclure que um(t) est uniformé-
ment bornée dans L (£2) sur tout intervalle de la forme [t, + inf(e,h)/2,t0 + h] pour tout t
dans [0,T —€]. u_, appartient donc a L@ x (e,T;—€)) pour tout € >0 d’ots le résultat (u  a

toute la régularité qu’autorise I’application x - xY (cf. [3])).

Remarque 1. On a montré ici que um(x,t) est borné sur 2 X [e,T—€] par une quantité ne dépen-
dant que de la forme de u  dans L°°((O,Tm—e) ; LP(Q2)) et de p > N(y—1)/2.

Démonstration du 1b). On fait encore m = p, r = py, comme T, est supérieur a tout T vérifiant
(9), ona (5).

Démonstration du Ic). || suffit de démontrer (6) pour q=p et q=+ . Pourq=p,ona:
t
lhu(t) I p< Tug | p +f lhu(s) I g'y ds
)
on conclut grace a (9) et (10) ol I'on a fait m=p, r =py.

N
Pourg=+oetsip >57, (8) permet r=+ et m=p et (9) et (10) donnent encore

le résultat.

N
Si p\E 7, soit a tel que :
Ny 1 1
0<a<1 eta>? (==—=)."

On définit une suite q; en posant :

On vérifie alors qu’il existe un entier k tel que qi >0et A +1 < 0, on vérifie aussi
que (;,9;41) pouri=1,2,...k—T et (qk, + o) satisfont (8).

Dans (9), le facteur de | ug I %_1 TINO-D2m e borné lorsque (m,r) décrit
{(qi,qiﬂ )i G{L...,k—] } , (qk , + ) } par un nombre noté b.

Soientt>0etiE {1,...,k—1 }, on a en appliquant (9) et (10) :
((i+1 )t> (it)
u ul—
k+1 q k+1

’ < o (t/k+1)¥7
u(L) -1 1—N(*r*1)/2qi<1
k+1

ga;

pour tout t > 0 vérifiant :

o

(t/k+1)

q;
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d’ou, en regroupant les inégalités :
llu o | p

< N/2p
Tu(t) I o < cq(k+1) N2

t

pour tout t vérifiant une inégalité du type :

clhu 1771 I NOD2p <
o'p
oll ¢ est une constante convenable, d’ou le résultat.

N
Démonstration du 1d). Soit m =3-('y—1) et r vérifiant (8), (9) s’écrit llug | N(y=1)/2 <c(y,r)=c,
et dans ce cas u(t) est définie pour tout t > 0. D’aprés 1a), on a u(t) = um(t) sur [0,T,[ , on aura

T_ =+ oo sion montre que llu(t) I | reste bornée pour tout t =0, ce qui sera acquis en montrant

IIp

m
que lim llu(t) I  =0.0na,daprés 1c):
t > 4oo
lu(t) 1 r
Dueth) o< ¢ ——— desque h' NOT2 1y 1 <c()
hN/2r

N
ce qui autorise un choix de h > 0 indépendant de t ; en effet, d’aprés (10) (avec m = 5(7—1)) :

lu_ |
o "N(y-1)/2
hu(®) I, <c —o NoI2
tN(1/m—1/r)/2
ce qui prouve que lim lu(t+h) I =0etquellu(t) I  estuniformément bornée sur
t >+ oo

[2h,4 oo [. u(t) appartient donc a C([0,+ o[ ; LP(£2)) puisqu’on peut avoir choisi h tel que
2h < T, d'oille 1d).

Démonstration de Te). On suppose ici p = 7. Soit v une autre solution de (1) appartenant a
L=((0,T) ; LP(2)), et soit A un réel tel que :

lu(r) 1, <A et Iv(t) I, <A VtEOT]L
Ona:
t
u(t) —v(t) = j eAES) (Y (5) = vY(s))ds
(o]
mais puisque p =7 :

TuY =Y || < 71 4771 - <oy AT =
ul—v ||p ylu +v "p/'y—1 llu v||p 2y A lu vllp

On a donc, grice a (4) :
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t]_N (v-1 )/2p
sup llu—v |

Nut) -v(t) I, < 2¢cA INO-1)/2p g4 P

ce qui n’est possible pour t petit que siu=v.

 est maintenant une boule de R\, Si u, est positive radiale décroissante et vérifie
les hypothéses de la proposition (1), Uy, est aussi positive radiale décroissante puisque toutes les

up le sont.

PROPOSITION 2. S/ u est une solution positive radiale décroissante de (1), il existe des constantes

c telles que :

¢(T",R)
(11) u(t,x) S ——— pour0<t<T'<T et IxI<R
ix|2/7—1
, N(y-1) ,
(12) lhu(t) ||q<c(T,q) pour1<q< et0<t<T
T’
(13) lu(t) u,‘;dt<c(T') pour T'<T.
o

En corollaire de cette proposition, on obtient des résultats de non-existence. Par exem-

ple :

COROLLAIRE 1. S/ u o €St positive, radiale et décroissante et n'appartient pas @ LY(Q) pour un

N
q< ? (y=1), alors (1) n’a pas de solution positive.

COROLLAIRE 2. Le probléme (1) n’a pas de solution positive si U, est une masse de Dirac a

l'origine.
Démonstration de la proposition. On sait que si il existe u solution de 1) sur [0,T] alors (cf. [4] ) :
(14) /7T Aty ) () <cly) V (x,t) EQ X [0,T]
ol c(y) est une constante ne dépendant que de 4. On a donc :
s T (@PSu) () <clr) ¥ (xs) €2 X [0T—1]
(11) sera la conséquence du lemme suivant.
LEMME 1. Soit a >0, si v appartenant a L (2) est positive radiale décroissante et vérifie -

t("(eAt v) (x) < C pour tout (x,t) dans X [0,T]
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alors :

oKk T/R?
v(ix) SC —— (R2/T)°‘ pour | xI<R
x| 22

N diam Q
ou k > 0 ne dépend que de N et ou R <

Démonstration du lemme. Soit 1 une fonction réguliére positive, radiale, décroissante a support

compact telle que :
—Anp<kn, n(x)=0 silxI=>1
(une telle n existe si k est assez grand). En posant ")\(X) =n(Ax),ona:
~Any <k\2
ms LHY
d’oli :
2t At
(15) TNt ) < (L)) Vot €QX [0+ ]

dés que supp ny, est inclus dans 2, c’est-a-dire A =

diam(Q)

L’hypothése du lemme implique alors :

Cf n)\(x)dx >f to‘(eAt v)(x)nx(x)dx=t°‘f v(x)eAt nx(x)dx?tae—k)\zt'[ v(x)nx(x)
Q o Q Q

1
mais v(x) = v ( \ ) sur supp(n)\) d’ol :

1 2
v(7)<cf°‘ek“pour A> et 0<t<T.

diam(2)

On obtient le lemme en posant :

1 T
Ixl=—et t=— |xl2
R

(12) se déduit de (11) par intégration.

Pour obtenir (13), on multiplie (3) par n, eton intégre,on a :

[ (€A u ) (x) my (x)dx + f j AES)u(s)7) () (x)dx ds = / u(x,t)ny (x)dx
Q
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On en déduit que pour A > ,ona:

diam

t
ff (u(x,s))7e“k>\2(t—5)ny\(x)dx ds<j u(x,t)nx(x)dx.
0J/Q Q

En fixant A=\ > ,T’<Tetr >0telquen)\( ) >0, on obtient :

(o)

. 2+
e Ko T n>\ (r f f (u(x,s))Y dx ds < [ (x,t)'n)\o(x)dx

Le membre de droite est majoré indépendamment de u et t € [0,T’] d’aprés (11)
d’ou (13).

Démonstration des corollaires. Le corollaire (1) est une conséquence de (12) appliquée en t = 0.

Quand 8 est une masse de Dirac 2 I’origine, eA

L5 est positive radiale et décroissante
et plus petite que la solution éventuelle, on aurait donc a cause de (12) |l bt II < + oo pour

toutq tel que : 1<q <? (y—1) et t > 0. Ce qui est faux, d’od le corollaire 2.

+3
PROPOSITION 3. Sojent v tel que 1 <— (7—1) <inf (v, — L ) etEg “{u € C2(Q X 10,T[),
u positive radiale décroissante telle qu’il existe u, € L! (2) telle que u soit solution de (1) sur
(0,1)}. Pour tout 8 >0, E est borné dans C 2(9 X 16,T-5[ ).

Démonstration. D’aprés les résultats de régularité classiques et [3], il suffit de montrer que ET
est borné dans L™ (Q X (8,T-5)) pour tout § > 0. On procéde par I’absurde, soit § > 0 et up
une suite non bornée d’éléments de Et. Les u, vérifient (11), (12), (13) et d’aprés la compacité
de I'opérateur «solution» (cf. [1] ) forment donc un ensemble relativement compact dans
L1 (£ X% (o, T})) donc, encore a cause de (13) dans L3(Q2 X (0, T)) pour touts tel que 1 <s < 1yet
T <T.

Pour la suite, on fixe s vérifiant E (v=1) <'s < inf(y,(y+3)/2). On peut donc extraire
une suite notée encore u, convergeant vers l.12 presque partout et dans LS(Q X (0,T'1 ) ; u vérifie

encore (11), (12), (13). Recommengant le raisonnement pour une suite Ti = T, et par extraction

diagonale, on peut supposer que les convergences ont lieu pour tout T'<T.

-Soit & > 0. Puisque u,, converge vers u dans L3(Q X (0,7-8/2)), il existe ty et ty

tels que :

t, appartient a [0,8/4[ et sup | u,(ty) I (<o
n

t, appartient a [T—5,T[ et sup | un(t2) I § <o
n
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1c) implique alors qu'il existe h, 0 <h < §/4, indépendant de n tel que
lu (ti) Il s

n
lu ()l <¢c—— Vn VtE[tt+h] i=12
n() oo (t—t)les [| ] ]
|

On peut donc trouver un nombre M tel que :
(16) I un(t) l<M VnetVte [ti+h/2,ti+h] i=1,2.
Si on pose :

1 1
EW)=—1VvI3-— YT (x)dx,

il existe alors A et t) € [T-8,T[ tels que pour tout n :

E(u, (ty) > A.

du
n
En multipliant par u puis par T et en intégrant, on obtient :
t

1 d
2 2_ v+1
Ea- Ilun |l2+||V up Ilz— jQ ul

(17)
dun 2

1d 1 d
—1 4= — Ivu 12=— — [ u*l
dt 2 2dt 2 v+ dt Jg "

On en déduit pour 0 < to < t’] <T:

P. Baras

t’ du t’

1 n,2 : RO L +1 ] 2 ,
ft (i) 1= 1t (85t Elug(t1) = 7 Jt fn T 42 (lugltg) B =Ty (e7)

o o

Lorsque t, =t; + h/2 et t} =ty + h, d’aprés (14), le membre de droite reste unifor-

mement borné. 11 existe donc un nombre B tel que :

E(u,(t})<B  ¥n

De plus, t} appartient a Iintervalle [0,6/2] (puisque ty et h sont inférieurs a 5/4).

En intégrant (17) entre tj et t, on obtient :
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)

1 ) 2 1 ) 2 t2 t2 ’7+1
5 Tun(@) 13 == Nuy () 13 =2 ) E(u, (s) ds+-—— u (5)7+1 ds
1

t'z dUn 2
J I=2 1 de=E(uy})) - E(uy(ty) <B-A Vo
t

) dt
1

(17) implique que E(u_(t)) est décroissante, on déduit donc de (16) et de la premiére

ligne de (18) qu’'ona :
u7+]dxds <2TE (ug(t] ))+1— Ilu(t’)ll2<2TB+1—iQ|2M2

d’olr :

t t, du 1/2 t 1/2
2 d 2 2 2
(7+3 )/2 dxds <_ I—= 1 ds UZ_H dxds
2 t) dt 2 t; JQ

La suite u est donc uniformément bornée dans L™ ((8/2,T-9) : (7+3)/2) L’hypo-
thése (2) implique N(y-1)/2 < (y+3)/2 ; 1c) s'applique avec p = (y+3)/2 et les mémes arguments
que dans la démonstration de 1a) prouvent que les up, sont bornées indépendamment de n dans
L*(22 X (8,T-8)) (cf. remarque n° 1).

I1. - NON-UNICITE DES SOLUTIONS DE (1)
On se propose d’établir le théoréme suivant :

N
THEOREME 1. Soient vy tel que 1 <— (y=1) <inf(y,(y+3)/2) et u, positive radiale décroissante

; L7(Q)).

appartenant a LY(Q), soit Up, /a solution maximale de (1) appartenant a c([0,T,,] ;

(a)  Pour chaque T dans 10,T,,[, il existe une fonction u solution de (1) distincte

de Uy, Uest positive radiale décroissante, u > upet:

uEC(0,T[ ;LY Q) Nc(@X J0,T[) Vag,1<q <;(7—1)

. ) N
(19) lim  lu, —u(t) I|q=0 Vg 1<q<—(y-1).
t—=>0 2

(20) lim  lu() Il =+
t->0 v
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N
(21) lim  lu(t) I [ =400 Vv p, p>—(v1).
P 2
t=>T

(6) Silugl N(y=1)/2 <c¢,, Ty, =+ et il existe une fonction u solution globale

de (1) distincte de u . u est positive, radiale décroissante et u = u,. Ona:

uEC([0,+ [ ;LIQ) NC2@X 0,+]) Vg, 1<q <% (1)

u vérifie (19), (20) et :
(22) lu(t) I N(y=1)/2 >c, Vt=0.

Soient u vérifiant les hypothéses et n une fonction réguliére positive radiale décrois-
sante & support dans . On pose u,, = U, + am ol & est un réel positif et on appelle ua(t) la
solution maximale unique définie sur [O,Tm(a)[ vérifiant ua(O) = u_. et appartenant a

C([0,T (@) 5 LY()) N CA@ X 10,T, ()] )-

oo

PROPOSITION 4. (4a) « — T (a) est décroissante continue de RY vers [0,T,] (T S+ )
Tm(o) =T et lim Tm(a) =0.

Q>

(4b) &~ ugy(x,t) est croissante continue de [0,+ [ vers C(...; LY(R)). (i.e. V linter-

valle de Ry et V T <inf T(a), @ uy(x,t) est continue de | vers C([0,T], L7())).
I :

Démonstration. o~ u,, etu o U sont deux applications croissantes, o —> Tm(a) eta—>u a(x,t)
sont donc respectivement décroissante et croissante. Montrons qu’elles sont continues.

Lorsque a, 1 T(e,) et u, convergent vers T(a") et u _. Puisque T(e)) > T(e)
n a

les u, appartiennent a ET(a ) et sont donc uniformément bornés dans L°°(Q. X 16,T(a)—6[)
n n

d’aprés la proposition 3. Comme sur [0,5] pour § < T(a) est majorée par u,, on obtient que

u
)
an

u _ , limite des Uy, » est solution de (1) avec donnée initiale Uoe
a

n
C (2X]0,T(a)[) et L=(2 X (0,T()—8)), ¥ &>0.On déduit alors de 1e) que u _=u, sur
o

et appartient a
a
[0,T(a)[ et de la maximalité de T(a) que T(a ) = T(e). Si maintenant o, { a soient T(at) et ua+
les limites ‘de T(ozn) et uan. Puisque uan est une suite décroissante de fonction positive de
C ([0,T[ ; LY(R)) pour T < T(a™), on a immédiatement u +€ L™((0,T) ; LY(Q)) VT< T(a+).
On vérifie avec (3) par exemple, que ua+ est solution de (111) de donnée initiale u . Admettons

pour l'instant que T(oz+) = T(a). Dans le cas o, t a comme dans le cas (e {a, u, estune suite
n
monotone de fonction de  C ([0,T] ; LY(£2)) qui converge vers un élément de C ([0,T[, L7(R)),

la convergence a donc lieu dans cet espace pour tout T < T(a) d’oli le 4b). Pour montrer que
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T(a+) = T(a), on procéde par [I’absurde. Supposons T(a+) < T(a) et appelons
A= sup  lluy(t) I . Soit T un réel strictement positif vérifiant (5’) dans laquelle on a fait
+ ey
[0,T(a™)]
p=7 T,=Tpet lug 1 p= 2A. Puisque uan(t) converge vers ua(t) dans C([0,T]; L7(R2)) pour
tout T < T(a+), il existe n et t; dans lintervalle [T) - Ta/2, T(a+)] tels que
I uan(to) ||7<2A.

La proposition (1) permet alors d’affirmer que cette u, se prolonge a l'intervalle
n
[O,T(a+) + T/2] . Mais elle n’est définie que sur [0,T (e, )[ et T(e,) <T(a+) puisqu’ici @, > a :
contradiction.
Reste 2 montrer que lim Tm(a) =0. Si ce n’était pas le cas, d’aprés (14), il exis-

o > +oo
terait t > 0 tel que pour tout =0 :

¢ (eAt uo)(x) + a7 (eAtn)(x) <cly)y VxeEQ
ce qui est impossible puisque n # 0 et = 0 (on fait a > +20). 4a) est établi.

Démonstration du théoréme (a). Soit maintenant n,, une suite de fonctions  réguliéres, positives,
radiales, décroissantes telles que supp n, = B(O,%)={ x/ ixl <1; }, et T fixé dans J0,T [ . D’aprés
la proposition 4, il existe o, > 0 tel que la solution maximale u, de (1) de donnée initiale

3 =u, +an_ et appartenant a  C([0,T[ ;LY(82)) ait une durée de vie égale 2 T. Soit §, >0
tendant vers 0 quand k > +oo, la proposition 3 implique que les up, sont uniformément bornés

u

dans C2(§ X [6 k,T-ﬁk] ) pour tout k. Par extraction diagonale, on peut donc extraire une sous-
suite encore notée up, qui converge vers u dans C ](5 X [6,T-8] ) pour tout § > 0. On a par

passage a la limite :
t

(23) u(t) = eA(ts) u(s) +f eA(t—o)(u(o))7 do.
s

Enfin u étant limite des u  vérifie aussi (11), (12) et (13) grace au lemme de Fatou.

At

A cause de (12) et parce que e est compact pour t > 0, il existe L dans L9(S2) et

une suite s, > 0 tels que :

- u(s,)) converge faiblement vers L dans L9(2)

- et—sn) u(sn) converge vers At dans LY(Q).

Comme u? appartient 2 L! (£2 X (0,T’)) pour tout T'< T (c’est (13)), on a, en faisant
s=s, >0 dans (24) :
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t
(24) u(t) =L + j AES) (4(s))7 ds.
Q

On va montrer que L =u, pp X dans £2. On a pour ® fonction Cc”a support compact

inclus dans £ et puisque u  est solution de (1) :

t
fun(x,t)fb(x)dx—f u3(x)<I>(x)dx+f f un(x,t)(—ACI>)dxds=
Q Q o JQ
t
=f f (un(x,s))7<I>(x)dxds.
o JQ

Si ® = 0 sur une boule de centre 0, on peut, grace a (11) et au théoréme de Lebesgue,

passer a la limite. On obtient :

t t
f u(x,t)®(x)dx —[ uo(x)CIJ(x)dx +f f u(x,s)(—A®)(x)dx ds =f f u(x,s)Y®(x)dx ds
Q Q o JQ 0/

Par ailleurs, (23) permet d’écrire :

t
f u(x,t)@(x)dx—] u(x,sn)<1>(x)dx +f f u(x,s)(-AP)(x)dx ds =
Q Q Sp o/ S
t
=f f u(x,s)” ®(x)dx ds.
Sn Q

En comparant ces deux égalités apres &tre passé a la limite dans la seconde, on

fuo(x)¢(x)dx=f L(x)®(x)dx
Q Q

pour toute fonction ® nulle sur un voisinage de 0, d’ol uo(x) = L(x) presque partout. u est donc

constate :

solution de (1), u(0) = ug - De plus, (24) implique maintenant |l uy —u(t) Iy >0quand t >0 ce
qui, avec (12), donne (19).

‘Reste a montrer (20) et (21). u > u_ est une conséquence de u,>u_ Vn. Com-

mengons par montrer (21). S’il existe p, N(y=1)/2 < p < (y+3)/2, tel que lim inf Hl u(t) I p=
t—>T
= A <+ =, alors puisque u, converge vers u dans C([6,T—6,L2(Q)) V 8§ >0, pour tout € > 0,

il existe n(e) et t(e) appartenant i Iintervalle [T—e, T] tels que :

I un(e) (t(e)) I p < 2A.
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Soit T4 satisfaisant (5’) dans lequel on a fait Il ug I p= 2A, la proposition 1 permet
d’affirmer que Un(e) € prolonge a [0,T + Ty — €[ . Mais T, ne dépend pas de €, pour € assez
petit, Un(e) % prolongerait au-dela de T : contradiction.Ona lim llu(t) | A=+ coetu est donc

I
t—>T P

distincte de u . .
Démontrons maintenant (20). Si lim inf 1l u(t) | y <+ oo, 1¢) appliqué avec p=q =7y
t—>0
implique lim sup llu(t) I ¥ < + oo, u(t) resterait bornée dans LY(Q2) au voisinage de t =0, on
t—>0
aurait donc, d’aprés Te), u =u,, ce qui n’est pas le cas, d’ou le (20).

Démonstration du théoréme (b). D’'aprés le 1d), il existe une constante c, telle que si
Iu, I N(y-1)/2 < ¢y, Up, est une solution globale de (1). Reprenons la construction faite au
début. Pour chaque fonction 7, la proposition 4 permet d’affirmer 'existence d’un unique g tel
que si = a, Tm(a) =+ooetsif<a T (e <+ece ug est une solution globale de (1). On va

montrer que :

En effet, si il existe t; tel que : | uB(to) I N(y=1)/2 < ¢, , alors, d'aprés 1d),
lim I uﬁ(t) I N(y-1)/2 = 0 et d’aprés la proposition 4, il existerait a; > f tel que
t > o

I ua] (t) I N(y=1)/2 <cy» uo(1 serait une solution globale de (1) (toujours a cause de 1d)), ce qui

est en contradiction avec la définition de (.

On construit alors comme précédemment u, =u, + Bn U ol Bn est le nombre qui
vient d’étre défini correspondant a N, » on obtient ainsi une suite u,, de solutions globales de (1)

appartenant a C([0,+ o[ ; L7(Q)) et 2 Cz(ﬁ X [0,+ o[ ). Soit T > 0, les mémes arguments que

dans (a) permettent d’affirmer qu’on peut extraire une sous-suite notée {uJ] } telle que ul >yl
dans C([5,T — 8] ; L™(R)) pour tout 8 >0, 1 < m < (y+3)/2, ul a les mémes propriétés que u
sauf (20) et (21). ul vérifie (25) puisque I’hypothése (2) implique que la convergence de u}l vers

u' a2 aussi lieu dans C([5, T — 8]: LN )/Z(Q)).

De méme, on peut extraire de {ul } une sous-suite { u% } ayant les mémes propriétés

1
n

que ul mais sur (0,2T) et égale au

mais qui converge sur [§,2T —68] V & > 0 vers une fonction u? avec les mémes propriétés
1

que u
sur [0,T[ . En itérant le procédé, on obtient une solution glo-
bale de (1) ayant les propriétés démandées. En effet, u vérifie (22) puisque pour tout t = 0, il

existe n tel que u(t) =u"(t), u"(t) vérifiant (25). u est donc distincte de u__ , on en déduit (20) de

m M
la méme fagon que dans le a). La démonstration du théoréme est terminée.



302 P. Baras

REFERENCES

[1] P. BARAS. «Compacité de I'opérateur f — u solution d’une équation non linéaire

du
(d—) + Au 3 f». Note au C.R.A.S., t. 286, série A, (1978), p. 1113-1116.
t

[2] A. HARAUX, F.B. WEISSLER. «Non-uniqueness for a semi-linear initial value pro-
blem». Indiana University Mathematics Journal, vol. 31, n® 2, (1982), p. 167-189.

[3] A. HARAUX, M. KIRANE. «Estimations c! pour des problémes paraboliques semi-
linéaires». Université Pierre et Marie Curie. Paris V.

[4] F.B. WEISSLER. «Local existence and non-existence for semilinear parabolic equa-
tions in LP». Indiana University Mathematics Journal, vol. 29,n° 1, (1980), p. 79-102.

(Manuscrit regu le 28 octobre 1982)



