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Conditions aux limites non homogènes
pour des problèmes elliptiques avec

second membre mesure(*)

ALAIN PRIGNET(1)

RÉSUMÉ. - Pour 0 ouvert borné régulier de ). N, on étudie le problème
elliptique

- div(A(x, u, = f dans )
où f est une mesure de Radon, et nous montrons l’existence d’une solution
vérifiant des conditions aux limites non homogènes de Neumann, Fourier
et Dirichlet.

ABSTRACT. - For 03A9 a smooth open bounded set of RN, we study the
elliptic problem

- div (A(x, u, = f in D’(SZ) )

where f is a Radon measure, and we show existence of a solution verifying
non homogenous boundary conditions of Neumann, Fourier and Dirichlet.

1. Introduction

Pour S2 ouvert borné régulier de avec N > 2, on étudie le problème
elliptique

- = f dans 

avec f E M(S2), l’espace des mesures de Radon (M(SZ) - (C(S~)~ ~ est le

dual de l’espace des fonctions continues sur S2 muni de sa norme habituelle)
et avec des conditions aux limites non homogènes de Neumann, Fourier et
Dirichlet.

(*) ~ Reçu le 14 mars 1995
(1) UMPA ENS-Lyon, 46 allée d’Italie, F-69364 Lyon Cedex 07 (France)



Ce problème a été étudié dans le cas de conditions homogènes de Dirichlet

par Boccardo et Gallouët dans [2] et [3], où il est montré l’existence d’une
solution. Cependant il n’y a pas unicité comme le montre le contre-exemple
de Serrin ([11], [10]). Pour y remédier des solutions entropiques [1] et

renormalisées ([8], [9]) ont été introduites dans le cas où f E Nous ne

montrerons donc ici que l’existence d’une solution pour un second membre

mesure.

Le principe de la démonstration consiste à construire les solutions de

problèmes approchés puis à considérer la limite de ces solutions. Pour cela,
on régularise le second membre et les conditions aux limites. Nous nous

appuierons sur les démonstrations de [4] et [3] pour les étapes 1 et sur celle
de [1], [6] et [5] pour les étapes 2.

Donnons les hypothèses sur A, opérateur de Leray-Lions, nous les appel-
lerons (H) par la suite : A est une fonction de Carathéodory, c’est-à-dire
que :

. A(x, s, 03BE) : SZ  R x RN est mesurable en x E SZ pour tout s E R

et ~ E JR N et continue en ~ E et s E Il8 pour presque tout x E S2.

Nous noterons

A(x, u, Vu) = ~c(~), ~u(x)) ;

A vérifie aussi des conditions de coercivité, monotonie et croissance : il existe

p vérifiant 2 - 1 /N  p  N et :

. il existe a > 0 tel que pour tout s et ~ et presque tout x, on ait

s~ ~)~ > i

. pour tout s, 03BE et ~ et presque tout x, on a

(A(~~ s~ ~) - s, (~ - ~T) > 0 pour ~ ~ ~I 

. il existe b(x) E Lpl (S2), p’ = p/(p - 1), et ,~3 > 0 tels que pour tout s et

ç et presque tout x, on ait

A(x, s, ~’)  + s + ~’ .

Ces hypothèses sont classiques pour l’étude des opérateurs non linéaires
sous forme divergentielle (voir Leray-Lions [7]).



Pour k > 0, nous utiliserons la fonction "tronquante" 
telle que Tk(X) = min(k, max(x, -h)) Cette fonction étant lipschitzienne,
si u E on a E n cette dernière fonction
pourra donc servir de fonction test.

Nous noterons C toute constante indépendante de n, indice des suites
qui interviendront par la suite.

2. Conditions aux limites de Neumann

Le problème de Neumann consiste à chercher u telle que

- div (A(x, u, = f dans Q

A(x, u, = g sur âSZ 
(2.1)

avec f E M(H) et g E où n désigne, ici, la normale à 8Q. On
résoudra (2.1) au sens faible suivant : on cherche

u E n 

tel que

~ 03C6 ~ U W 1 ’r (SZ) , i 1 r>N 11 an ~l

où l’on note encore 03C6, la trace de 03C6 sur âSZ, ce que nous ferons désormais.
Bien entendu, si ce problème admet une solution, le choix ~ - 1 impose

~03A9dg+ 03A9df=0 (2.2)
ce que nous allons supposer. Ce problème admet alors, en particulier, une
infinité de solutions : plus précisément, il existe une solution de moyenne C,
pour toute constante C. Aussi cherche-t-on les solutions à moyenne donnée.

THÉORÈME .- Soient f E (ne chargeant pas le bord), g E

M(8Q), vérifiant (2.2), 03A9 un ouvert borné régulier, A vérifiant les hypo-
thèses (H) et soit ic E alors le problème ~~.1~ admet une solution de
moyenne u.



Démonstration. - Soient

(fn) E w~~"~~(Q) ~ et (9n) OE (w~~~l’~"~(8Q))’ ~ 
tels que

~fn~L1 ~ )’f’)M(#i) > ~gn~L1

et fn - f dans M(fi) *-faible et gn  g dans M(8Q) *-faible tels que

~03A9 gn + 03A9 fn = 0 .
Soit un e une solution de (2. 1), avec f = fn et g = gn, telle que

ù ~ 
(son existence est donnée par Leray et Lions [7] ) ; elle vérifie

V p e n L"(Q) , É A(z, un, i7un)i7p = ÀQ 03C6gn + É p fn .
(2.3)

Élape 1
Montrons que un est borné dans W1,q(03A9) pour q  (p - 1)N/(N - î) , ce

qui donnera l’existence de u e tel qu’une sous-suite de un converge
vers u dans W1,q(03A9) faible.

Pour m > 0 donné, soit

, ~~~ _ ( m /~’ dt/(t + 1)"~+~ Pour z > °

- Cm (-z) pour z  0,

on a |03C8m| ]  1, ]  met qbm continue. Alors 03C8m(un) e 
il est donc possible de choisir p = qbm(un) dans (2.3) qui devient

03A9A(x, un,~un)~03C8m(un) = ~03A9 03C8m(un)gn + /03A9 03C8m(un)fn ;

or Vqbm(un) = donc par coercitivité

CY  ~fn~L1 + ~gn~L1



et 03C8’m(x) = + donc

03B103A9m|~un|p (|un|+1)m+1 ~ C ;
grâce à l’inégalité de Hölder, nous obtenons pour q  p : :

.

Choisissons alors m > 0 tel que (m + l)~/(p 2014 q)  9*~ !/?* = 1/~ 2014 
ce qui est possible pour q  (p - 1)~V/(~V 2014 1), alors

pour e > 0 petit, où C(c) dépend de e, on obtient donc

/ / + C . (2.4)

Or la moyenne de un est M, donc l’inégalité de Poincaré-Sobolev nous donne

soit 

ÎÎ un ÎÎ Lq*  C~~un ÎÎ Lq + || (mes(03A9)) 1/q*

d’où grâce à (2.4)

(03A9|un|q* )1/q* 
~ C~(p-q)/pq

(03A9|un|q* )(p-q)/pq + C

pour 6; assez petit. Or (p - 1/g* pour p  N donc C

et donc, grâce à (2.4), C. Ainsi un est bornée dans 

pour tout q  (p - 1)~V/(~V 2014 1) ; il est donc possible d’extraire de un une
sous-suite convergeant faiblement dans 



Étape 2
Afin de passer à la limite dans un, la convergence presque

partout de un et Vun est nécessaire. Celle de un s’obtient par extraction

d’une sous-suite car un converge dans (théorème de Rellich), mais il
faut montrer le résultat pour 

Pour cela, montrons que ~un tend vers Vu en mesure, ce qui entraînera
B~~ presque partout, pour une sous-suite. Cela consiste à montrer

que

V à , , V~, , 3 no tel que d n > no, mes~ ~, I (vun - vu)(x) I > S ~  ~ ;

remarquons que pour 

f ( (vun - > s~ c

u ~ ~v~~ > ~} y?} U

v~)j ~ ~ , k , ,  h , k , ,

k > ?y} ; 1

nous appellerons Ai à A6 les six ensembles du membre de droite. On pourra
remarquer, dans la suite de la démonstration, que seule la majoration de la
mesure de A6 fait intervenir (2.3), l’équation dont un est solution.

Majorons mes(A1 ), nous avons

03A9|un| ~ A1 |un| ~ k mes(A1)

donc

mes(A1) ~ 
1 k 03A9 |un| ~ C k ~ ~

pour k assez grand, puisque un est borné dans pour q  (p -
1)N/(N - 1) et donc dans Ll(n). De même, Vun est borné dans Ll(n) et
u E C donc les mesures de A2, A3 et A4 sont majorées
de la même façon. Fixons k tel que chacune des mesures soit plus petite
que c.



Majorons maintenant mes(A5), nous avons

03A9|(un - u)| ~ A5|(un - u)| ~ ~ mes(A5) ;

or un converge vers u dans grâce au théorème de Rellich donc, pour
r~ donné, il existe ni tel que pour n > ni on ait

mes(A5 )  ~ .

Il reste donc à majorer mes(A6) et à choisir r~. Grâce à la monotonie de

A, nous avons

(A(~~ s~ ~1) - S~ ~2)) (~1 - ~2) > 0 pour ~2 y-- 0 1

or l’ensemble des tels que k, 
~~1 - ~2 ~ > S est compact et A est continue en (s, ~) pour presque tout x,
donc ~A(x, s, ~1 ) - A(x, s, ~2 )~ (~1 - ~2 ) atteint sur ce compact son minimum
que nous noterons ~(.c), qui vérifie y(x) > 0 presque partout. De plus grâce
à un résultat d’intégration, il existe c’ > 0 tel que

A6 03B3 ~ ~’ ~ mes(A6) ~ ~ ;

il suffit donc de montrer que y  ~’. Par définition de y, nous avons

A6 03B3 ~

As (A(x, Un v2in) - Un, ~Tk(u))) (~un - 

car sur A6, = q. De plus, le terme intégré est positif
et

- (VUn - ~

nous avons donc

A6 03B3 ~ 03A9(A(x, un, ~un) - A(x, un, ~Tk(u)))~T~(un - Tk(u))

~ 03A9A(x, un, ~un)~T~ (un - Tk(u))

- 03A9A(x, un, ~Tk(u))~T~(un - Tk(u))



et, si l’on choisit ~p = T~ (un - E fl L°°(~) dans (2.3), on
obtient

un ~un - Ç ~ B II .~n II L1 + II gn II L1 ~ _ ~C .

Il reste donc à majorer l’autre intégrale : pour ( > h + ~, on a

|un - I > ~ d’où - Tk(u)) = 0 si bien que

A(~’ un’ Bun -

= 
- 

~

Soit h > 0 ; choisissons maintenant ~p = Th(un) E fl L°° (S~) dans

(2.3), alors

/ Q , un, ~un)~Th (ztn)  h ( ~ fn II L1 + I) gn II L1)  hc

et par coercitivité

/ , un = / un,
Q S2 

~ 03B103A9|~un|p1|un|~h = 03B1 03A9|~Th(un) |p ;

l’inégalité de Poincaré avec moyenne, nous donne alors

II ~pW1,p ~ C S2 I I p + ||p)
C’ 

h(~ 
.+ û~ .- a I I ~ ’

est donc borné dans pour tout h. Aussi pour h = 1~ -I- r~,

(un ) tend, à une sous-suite près, vers (u) faiblement dans W1 ,p(03A9)
et donc fortement dans et presque partout quand n --~ Donc

, Tk+ (un)’ converge p.p. et I A(~, T~+~(un)’ I ~ est

équi-intégrable, aussi grâce au théorème de Vitali, A(x, 
converge fortement dans vers . Comme

1{|Tk+~(un)-Tk(u)|~~} tend presque partout vers 1{|Tk+~(u)-Tk(u)|~~} et est



borné, le théorème de convergence dominée de Lebesgue donne la conver-
gence forte de

~~~’ Tk+n{un)’ 

vers

dans Lp~ (SZ) .
Comme converge faiblement dans W 1 ’p (S2), -

converge faib lement vers ~(Tk+~(u) - Tk ( u ) ) dans Lp ( SZ ) p our
n --~ -~-oo donc

lim ~T~ (un) - Tk(u)) _Jo
= 14 ~~, - Tk (u)) .

Or ~T~ (u) - Tk( u)) -~ 0 p.p. quand ~ -~ 0, et pour r~  1

|~T~(Tk+~ (u) - Tk( u)) |  | ~T1(Tk+1 (u) - | E 

et

(~~’~~Tk+~~u) - Tk( u)) ~ -

::; ,8 +’ (u) I p 1 -~ p 1 E Lp~ ~~) 
donc par convergence dominée, l’intégrale du second membre tend vers 0
pour r~~0.

Fixons r~  ~~/2C tel que

t~) -  ~ ,
soit alors n2 tel que pour tout n > n2

A~~~ - Tk(u)) -~-

- ~T~ {u) - Ç 4 .



Comme = on obtient

|03A9A(x, un, ~Tk(u))~T~ (un - Tk(u))| ~ ~’ 4 ,

alors

A6 03B3 ~ C~’ 2C + ~’ 2 = ~’ ;
le choix de ~’ entraîne donc

mes(A6)  ~ .

Ainsi ~ étant fixé, les majorations de mes(A5) et de mes(A6) nous donnent
ni et n2 tels que pour n > max(ni , n2) on ait

mes (~ (~un - ~u~.,-z (x) ~ > b ~ )  6~ .

La convergence en mesure est donc démontrée.

Étape 3
Montrons que u est solution de (2.1 ) . Soit 03C6 E avec r > N, alors

n donc, par définition de un,

03A9 A(x, un, ~un)~03C6= ~03A903C6gn + 03A903C6fn.

Comme fn et gn convergent dans *-faible et M(âSZ) *-faible res-
pectivement et que 03C6 E c C(03A9), ~03A9 03C6gn + 03A903C6fn converge vers

Or nous avons vu que un et ~un sont bornés dans 

pour q  (p - 1)N/(N - 1) ; la condition de croissance sur A entraîne donc
que A(x, un, est borné dans pour q  N/(N - 1). Soit s  q ;

l’inégalité de Rûlder nous donne alors pour E mesurable

E|A(x, un, ~un) - A(x, u, ~u)|s ~

~ (03A9|A(x, un, ~un) - A(x, u, ~u)Bq)s/q (03A91E)1-s/q
~ C mes(E).



Ainsi I A{x, un, A{x, u, est équi-intégrable et converge presque
partout vers 0, donc converge dans L1 {S2), grâce au théorème de Vitali, et
donc A(x, un, 2014~- A(x, u, Vu) dans pour s  N/(N - 1) ; ainsi

et donc

U W 1 ’’’ {SZ) , f f 
.

Remarquons que vun est borné dans W 1 ’q {SZ) pour q  {p-1) N/{N -1) .
Aussi de la même façon que ci-dessus, nous pouvons montrer que 
u) Iq est équi-intégrable et converge presque partout et donc, grâce au
théorème de Vitali, que Vun - Vu dans pour q  (p-1)N/(N -1). .

3. Conditions aux limites de Fourier

Le problème de Fourier consiste à chercher u telle que

- u, Vu)) = f dans 0 
(3.1)

A(x, u, ~u).n + 03BBu = g sur ~03A9

avec f E E et A > 0. On résoudra (3.1) au sens faible
suivant : on cherche

u ~ ~ W1,q(03A9)

tel que

U A{x, u, f f f 
.

r>N ~~ a~ a~ s~

THÉORÈME .- Soient f G M(Q) (ne chargeant pas le bord~, g E

Q un ouvert borné régulier, et soit A vérifiant les hypothèses (H),
alors le problème (~.1~ admet une solution.



Avant de démontrer ce résultat rappelons une inégalité de type Poincaré
et une inégalité de type Poincaré-Sobolev (que nous démontrerons par souci
de clarté).

LEMME .2014 Il existe Ci > 0 tel que pour tout u e W1,1(03A9) on ait

03A9|u| ~ C1 (03A9|~u| + ~03A9|u| )

et il existe C2 tel que pour tout u E 1  q  lV, on ait

(/!) +/)v~). .

Démonstration du lemme. Montrons la première inégalité par l’ab-
surde. Supposons qu’il existe une suite () telle que ~~ I == I et

+ ( -~ 0; appliquons alors l’inégalité de Poincaré avec
moyenne

/ K-i!~c/ 
donc 1 dans et dans W 1’1 ~SZ) ; or ~’a~ 1 ~ 0 et l’application
trace est continue, il y a donc une contradiction.

Montrons maintenant la seconde inégalité. Soit q > 1 ; alors, d’après les
inégalités de Poincaré avec moyenne et de Sobolev, il existe C > 0 tel que
pour u E avec = |03A9|, on ait

soit

03A9|u|q* ~ C 03A9||q* + (03A9|~u|q )q*/q ;

or

~u) ~ q* - ~u~ ~ q* IS21 et 

donc

03A9||q* = C (03A9|u|)q*



d’où
03A9|u|q * ~ C (03A9|u| )q* + (03A9|~u|q)q*/q.

Appliquons alors le lemme puisque u G W1,1

03A9|u| ~ C(03A9 |~u| + ~03A9|u|)
et

y //’ 1/q
~~u ~  C I ~u (q ~ (inégalité de Holder)

donc

03A9|u|q* ~ C((~03A9|u|q* + (03A9|~u|q )q)q*/q ;
ce résultat nous donne

(03A9|u|q *)q/q* ~ C ((~03A9|u| )q + 03A9|~u|q )

qui est bien l’inégalité demandée. 0

Démonstration du théoréme.2014 Soient ( fn) E et

C tels que

~fn~L1 ~ ~f~M(03A9) et ~gn~L1 ~ ~g~M(~03A9),

~03C6~W1,p~L~(03A9),
fn ~ f dans *-faible et dans *-faible. Soit un E

une solution de (3 .1 ) avec f = fn et g = gn (Leray-Lions [7]). Elle
vérifie

03A9A(x, un, ~un) ~03C6+03BB ~03A9un03C6 = ~03A903C6gn + 03A903C6fn . 

(3.2)

Étape 1
Montrons que un est borné dans pour q  (p -1)N/(N -1). La

méthode est la même que pour les conditions de Neumann, mais l’inégalité
de Poincaré-Sobolev que nous venons de démontrer fait intervenir un ~ .



Il nous faut donc une estimation de cette intégrale. Comme Tk(un) E
n L°° (S2), nous pouvons choisir ~o = dans (3.2), ce qui

donne

03A9A(x, un, ~un)~’k(un) + 03BB ~03A9unTk(un) =

= ~03A9Tk(un)gn + 03A9Tk(un)fn.

Or A(x, un, 0, T’k(x) ~ 0 et k. Donc

03BB~03A9unTk(un) ~ k(~gn~L1 + ~fn~L1)

soit

03BB ~03A9 un1 kTk(un) ~ C.

Or = pour ~ ~ 0. Donc en passant à la limite pour
k --~ 0 (par convergence dominée), on a

~9~ . ( )

Comme pour les conditions de Neumann, choisissons ~p = dans

(3.2). Or A > 0 et ~~~.,z,(x) > 0 donc > 0. Nous obtenons

alors

et I ~2.Gn (un )  Il Il LI -+- Il I I ~1. °

Comme dans le cas de Neumann, on peut montrer que

03A9|~un |q ~ C~(p-q)/p (03A9|un|q*)(p-q)/p + C ;

donc, grâce au lemme, à (3.3) et pour ~ petit, on a

(03A9|un|q*)1/q* ~ 1 2(03A9|un|q*)(p-q)/pq + C + C 03BB ;

on conclut de la même façon que pour les conditions de Neumann.



Étape ~
Il faut ici aussi montrer la convergence presque partout de ~un . On

procède comme précédemment: on construit de même A1 à A6 et seule
la majoration de mes(A6) fait intervenir (3.2), les autres majorations
s’appliquent de façon identique. Pour celle de As, on peut remarquer que si
l’on choisit ~p = T~ (un - dans (3.2) on obtient

03A9A(x, un, ~un)~T~ (un - Tk(u)) + 03BB 03A9unT~ (un - Tk(u)) =
= fnT~ (un - Tk(u)) + gnT~ (un - Tk(u)) .

Jo a ~t
Notons le second membre nous obtenons alors

un~ - un, ~Tk(u)~~ - -"~

+ 03BB 03A9(un - Tk(u))T~(un - Tk(u))

= ~ ~ ’- -i-

- A(~~ un~ ~Z’k(u)) - Tk(u)) .

De plus, nous avons (un - - > 0, ~ ~  r~C et
~’~ ‘un - T’k(u)) ~ ~ donc

un~ - un~ ~~k(u))) ~~r~ (un - ~

 ~- ~~) -f- A(~, un~ ~~’k(u)) ~T~ (2tn - Tk( u)) 1
où I~ a été fixé pour que les mesures de A1 à A4 soient inférieures à ~.

Si l’on choisit 03C6 = Th(un) dans (3.2), comme unTh(un) > 0, on obtient

A(~, un,  ttC .

Or nous avons vu que ~03A9 |un| est borné, donc l’est aussi. On

peut donc, grâce au lemme, démontrer comme précédemment que Th(un)
est borné dans W 1’p(SZ) et on peut choisir r~  ~~/2C(1 -E- ah) tel que

un, ~Tj~(u)) ~T~ (un - 1  -



pour n assez grand, alors

/ ’y - / Q (A(x, un, un, Tk( u))  ~’,

ce qui permet d’achever cette étape de la même façon.

Étape 3
Comme pour les conditions aux limites de Neumann on a, pour ~ E

avec r > N, les convergences de 03A9A(x, un, 03A9 03C6fn et

~03A9 03C6gn; il reste donc à montrer celle de ~03A9 unp. Comme u dans

pour q  (p - 1)N/(N - 1), la trace de un sur 8Q converge vers
celle de u dans et donc dans .~q (âS2) ; comme ~p E 
pour r > N, ~p E donc ~p E L°° (âS2) et on obtient

~03A9 un03C6 ~ ~03A9 u03C6,

ce qui permet de conclure que u est solution de (3.1). D

4. Conditions aux limites de Dirichlet

Le problème de Dirichlet consiste à chercher u tel que

- div (A(x, u, = f dans S2 
(4.1)

u = g sur âS2

avec f E et g E . On résoudra (4.1) au sens faible
suivant : on cherche

u ~ n 

tel que, pour 9 E W 1 ~p(SZ), un relèvement de g, on ait

Q I 

et 
.

U Wo’‘ (--~ Î A(Z , i i - / d J o
r>N 

~~ ~~



THÉORÈME. - Soient f G M(Q), g G Q un ouvert
borné régulier, el soit A vérifiant les hypothèses (H), alors le problème (/. l )
admet une solution.

Démonstration. - Soient ( fn) e W-1,p’(03A9) n tel que )) fn 
))f)) Mù> et fn  f dans M(Q) *.fl’Jible. Soit Un e Une solution

de (4. 1) avec f = fn (Leray-Lions [7] ) , elle vérifie

’ 9’ é ~°° (É~Î) > / Q Un, i79’ " / Q 9’În > (4.2)

et un - ’i°’ e 

Élape 1
Nous montrons, là encore, que un est borné dans W~’~(Q) pour q 

(p - 1)N/(N - 1). La démonstration ne peut pas être faite ici avec p =
Çm(un - °°~°°~ ; aussi, nous allons adopter une variante de la démonstration
correspondant aux conditions aux limites de Neumann.

Soit k e N ; choisissons p = Tk(un - ) e n L" (Q) , alors

~ ~~~~ ~~~~ ~ ~~~~

donc

À ~n > ?~n) "

" À ~ ’i°’)fn + À ~n> ?~n) i

nous avons, par coercivité et avec la condition de croissance de A,

et À ’ ~

 k~fn~L1 + # ( (bz> + + 

et, grâce à l’inégalité de Hölder,

( (àz> + + 

 ~~W1,p ( 03A9 (bz>P’ + |un|p + 



car

i> = .

L’inégalité de Poincaré nous donne, appliquée à Tk(un - §) e 

~ 

si bien que

~ ~ /g ~ ~ ~ /g ;

alors on a

et 

~ k~f~M(03A9) +03B2C~~W1,p’ (~b~Lp’ + (~~W1,p)p-1) +

+ 203B2C~~ wi>. (l |~un|p1{|un-|~k} )(p-1)/p
donc

, i 03A9|~un|p1{|un-|~k} ~ C + C (x i 03A9|~un|p1{|un-|~k})
où (p - 1) /p  1. Donc, il existe C indépendant de n et de k tel que

/g ~ ~~ °

or

/g ~ 

donc

03A9 |~(un - )|p1{|un-|~k} ~ Ck (4.3)

et donc

03A9 |~(un - )|p1{l~|un-|~l+k} ~ Ck. (4.4)



Comme précédemment, il s’agit de majorer

j ) v(~n ~ D )~ _

Q (i + |un - |)m+1 -

"f ) ~(Un ~ ~ l’~= 03A9 ~ (un - )|p (1 + |un - )m+11{k~|un-|~k+1}

~ É (1 ~ /) m+i 1 Î ~~’~’~ ~ °

keN

Posons

~~ ~ 
(i ~ 

et i Î ~~’~’~ ~ ,

ce qui nous amène à considérer 03A3k~N akbk. Notons Bk = 03A3k-1l=0 bé pour
k > 1 et Bo = 0 ; alors pour N e N

N N N N

£ akbk " £ ak(Bk+1 - Bk) " £ akBk+1 - £ akBk
k=o k=o k=o k=o

N N

" 1 akBk+1 - £ ak+1Bk+1 + aN+1BN+1
k=o k=o

N

" £(ak - ak+1 )Bk+1 + aN+1BN+1.
k=o

Or (4.4) nous donne Bk  Ck donc limN~+~ aN+1BN+1 = 0 et

0 ~ (ak - ak+1)Bk+1 ~ 
Ck (1 + k)m+2 

+ o ( k (1+k) m+2).
Comme m > 0, cette série est convergente donc la série 03A3k~N akbk est aussi
convergente et il existe donc C tel que

1 Î ~(~’~ ~ ~ £ ~ à ~ ~y~ (~ + ~ keN 
" ’~ - .

Aussi, comme pour les conditions de Neumann, on peut montrer que

 C~(p-q)/p(03A9| un - g) j q*)(p-q)/p + c .



De plus, on a E donc l’inégalité de Poincaré-Sobolev nous
donne

- q~q*  C .

Pour 6; petit, nous obtenons 
’

et, pour q  (p - 1)~V/(7V 2014 1), on conclut de la même façon que précédem-
ment que u~, - g est borné dans donc un est borné dans 

Remarque. - Au cours de cette démonstration, nous avons montré le

lemme suivant qui est plus fort que celui qui est utilisé dans [2]. .

LEMME . - Soient {vn) une suite de et C > 0 tels que

 Ck

pour alors C’ donc est bornée dans 

pour tout q  (p - 1)Nl(N - 1).

Étape 2
Il s’agit de montrer la convergence de ~un presque partout ; il suffit, ici

encore, de majorer mes(A6).
Il faut montrer que, pour h > 0, Th {u~ - g) est borné dans Ceci

vient presque d’être fait ; en effet, pour k = h, (4.3) entraîne 
Ch et, d’autre part, - g) (  h ; donc, pour h fixé, Th (un - g)

est borné dans 

Pour majorer mes(A6 ), choisissons

~ = ~’n ~un - 9 - Tk(U - 9)) E 

dans (4.2), alors

un ~T~(un - 9 - Zk {u - 9’)) _ .



De plus, un = et = 0 si > 

donc

A~~~ un, 9 - Tk(u - ~) =

= A(~, Tk+l1(un - g) + 9, g’ - 97) .

Or nous avons montré que y) est borné dans donc

~ - Tk (u - 

converge faiblement dans vers

9) - Tk (u - ~) 
nous pouvons faire le même raisonnement, que celui qui a été fait pour les
conditions de Neumann, avec :

l) tend p .. p vers 1 

et

g~ + g converge fortement dans 

vers

~(~~ ~+7?(~ - F) + ~ pour n - +oo ,

enfin,

{Tk+~ (u - y) - Tk(u - y)) --~ 0 p.p. pour q - 0, 

on peut donc choisir q  6:~/2C tel que pour n assez grand

~-
etet 

A (x, un, ~T~ (un - g - Tk {u - g))  ~’ 2 .

Donc, de même que pour le problème de Neumann, on a mes{A6)  ~ pour
n assez grand, ce qui achève la preuve de la convergence.



Étape 3
Comme précédemment, on peut montrer que A( x, un, V un) converge vers

u, Vu) dans pour q  N/(N - 1) et E pour r > N,
ce qui permet de montrer que

Un, ~un)~03C6 ~ 03A9A(x, u, ~u~03C6
et donc que u est solution de (4.1 ) . []
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