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Conditions aux limites non homogénes
pour des problémes elliptiques avec
second membre mesure(*)

ALAIN PrigNET(D

RESUME. — Pour Q ouvert borné régulier de RV, on étudie le probléme
elliptique

- div(A(:c, u, Vu)) = f dans D'(Q)
ol f est une mesure de Radon, et nous montrons1’existence d’une solution

vérifiant des conditions aux limites non homogénes de Neumann, Fourier
et Dirichlet.

ABSTRACT. — For Q a smooth open bounded set of RV, we study the
elliptic problem

~div(A(z,4,Vu)) = f in D'(Q)

where f is a Radon measure, and we show existence of a solution verifying
non homogenous boundary conditions of Neumann, Fourier and Dirichlet.

1. Introduction

Pour Q ouvert borné régulier de RN avec N > 2, on étudie le probléme
elliptique
—div(A(z, u,Vu)) = f dans D'(Q)

avec f € M(TQ), 'espace des mesures de Radon (M(Q) = (C(Q))’ est le
dual de I’espace des fonctions continues sur  muni de sa norme habituelle)

et avec des conditions aux limites non homogénes de Neumann, Fourier et
Dirichlet.

(*) Recu le 14 mars 1995
(1) UMPA ENS-Lyon, 46 allée d'Italie, F-69364 Lyon Cedex 07 (France)
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Alain Prignet

Ce probléme a été étudié dans le cas de conditions homogenes de Dirichlet
par Boccardo et Gallouét dans [2] et [3], ou il est montré I’existence d’une
solution. Cependant il n’y a pas unicité comme le montre le contre-exemple
de Serrin ([11], [10]). Pour y remédier des solutions entropiques [1] et
renormalisées ([8], [9]) ont été introduites dans le cas ott f € L!(£2). Nous ne
montrerons donc ici que I’existence d’une solution pour un second membre
mesure.

Le principe de la démonstration consiste & construire les solutions de
problémes approchés puis a considérer la limite de ces solutions. Pour cela,
on régularise le second membre et les conditions aux limites. Nous nous
appuierons sur les démonstrations de [4] et [3] pour les étapes 1 et sur celle
de [1], [6] et [5] pour les étapes 2.

Donnons les hypothéses sur A, opérateur de Leray-Lions, nous les appel-
lerons (H) par la suite : A est une fonction de Carathéodory, c’est-a-dire
que :

o A(z,5,6) : Q@ xRx RN — R¥ est mesurable en z € Q pour tout s € R
et £ € RN et continue en £ € RN et s € R pour presque tout & € Q.
Nous noterons

Az, u, Vu) = Az, u(z), Vu(z)) ;
A vérifie aussi des conditions de coercivité, monotonie et croissance : il existe
p vérifiant 2—1/N <p< Net:
o il existe o > 0 tel que pour tout s et £ et presque tout x, on ait
Az, 5,6)€ > ale]?;
e pour tout s, £ et n et presque tout z, on a
(A(z,5,6) — Az, 5,1)(E—n) >0 pour £ £1n;

e il existe b(z) € LP'(Q), p’ = p/(p— 1), et B > 0 tels que pour tout s et
£ et presque tout z, on ait

|A(z,5,6)| < B(b(a) +[s]P7* + e[ -

Ces hypothéses sont classiques pour 1’étude des opérateurs non linéaires
sous forme divergentielle (voir Leray-Lions [7]).
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Conditions aux limites non homogénes pour des problémes elliptiques

Pour k > 0, nous utiliserons la fonction “tronquante” T : R — R
telle que Ty () = min(k, max(z, —k)). Cette fonction étant lipschitzienne,
si u € WIP(Q), on a Ty(u) € WIP(Q) N L®(R), cette derniére fonction
pourra donc servir de fonction test.

Nous noterons C' toute constante indépendante de n, indice des suites
qui interviendront par la suite.

2. Conditions aux limites de Neumann
Le probleéme de Neumann consiste & chercher u telle que

—div (A(z, v, Vu)) = f dans Q

(2.1)
A(z,u,Vu)-n=g sur 0Q

avec f € M(Q) et g € M(8Q), ou n désigne, ici, la normale 4 8Q. On
résoudra (2.1) au sens faible suivant : on cherche

ve (] wWhQ)
9<(p-1)N/(N-1)
tel que
Voe U wir(Q), /A(a;,u,Vu)Vga:/ godg—}—/godf.
SN Q 20 Q

ou 'on note encore ¢, la trace de ¢ sur 89, ce que nous ferons désormais.

Bien entendu, si ce probléme admet une solution, le choix ¢ = 1 impose

/mdg+/0df=0, (2.2)

ce que nous allons supposer. Ce probléme admet alors, en particulier, une
infinité de solutions : plus précisément, il existe une solution de moyenne C,
pour toute constante C'. Aussi cherche-t-on les solutions & moyenne donnée.

THEOREME .— Soient f € M(Q) (ne chargeant pas le bord), g €
M(0Q), vérifiant (2.2), Q un ouvert borné régulier, A vérifiant les hypo-
théses (H) et soit U € R, alors le probléme (2.1) admet une solution de
moyenne u.
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Démonstration. — Soient
(f2) EW P (@ NLYQ) et (gn) € (WI™/PP(8Q)) N L1(69Q)

tels que
£l < I lvey > Monllze < llolarcany

et fn — f dans M(Q) *-faible et g, — g dans M(OQ) -faible tels que

/eangn+/s1fn=0'

Soit u, € W1P(Q) une solution de (2.1), avec f = f, et g = gn, telle que

1 ~
ﬁ/ﬂunzueﬂk

(son existence est donnée par Leray et Lions [7]); elle vérifie

Ve @n1x@), [ AGunVuVe= [ po+ [ ofa.
Q N Q (2 3)

Etape 1

Montrons que uy, est borné dans W14(Q) pour ¢ < (p—1)N/(N —1), ce
qui donnera I’existence de u € W1:9(Q) tel qu’une sous-suite de u, converge
vers u dans W14(Q) faible.

Pour m > 0 donné, soit

Ym(2) = {m/o dt/(t+1)™*" pourz >0
—Ym(—) pour z < 0,

ona |¢hm| < 1, |¢],| < m et ¥, continue. Alors ¥m(un) € WHP(Q)NL®(Q),
il est donc possible de choisir ¢ = ¥, (uyn) dans (2.3) qui devient

/S;A(CL', Un, Vup) Vo (u,) = /z;g Ym (un)gn +/Q Y (Un) fn ;

or Vm(un) = ¥, (un)Vuy, donc par coercitivité
o [ 1Fualin(un) < Wl +
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Conditions aux limites non homogénes pour des problémes elliptiques

et Y1, (z) = m/(Jz| + l)m+1 donc

[Vunl?
a|] m—————<(C;
‘/‘; ([un| + 1)m+1 a

grace a ’inégalité de Holder, nous obtenons pour ¢ < p :

/ _
/|V nlq / ‘VUNIP ! (/ (lun|+1)(M+1)f1/(p—Q))(p q)/p_
Iunl + l)m"'1 Q

Choisissons alors m > 0 tel que (m+ 1)¢/(p—¢q) < ¢*, 1/¢* =1/q¢ - 1/N,
ce qui est possible pour ¢ < (p — 1)N/(N — 1), alors

(lun| + 1)(m+1)q/(p—q) < 5|un|q‘ +C(e)

pour ¢ > 0 petit, ot C(g) dépend de ¢, on obtient donc

N\e-9)/p
/Q|V“n|q < Celr=0/p (/S; ! ) +C. (2.4)

Or la moyenne de u,, est u, donc I'inégalité de Poincaré—Sobolev nous donne

un =@l Lor < C||Vun|
solt
lun]| o < C|[Vun|| g + [ (mes(£2)) /¢

d’oui grace a (2.4)

/e \(p—9)/pg
( g ) < Celp—9)/rg (/ |un | ) +C
Q - ly)

1 N\(P—9)/pe
<3(ful")

pour ¢ assez petit. Or (p — ¢)/pg < 1/¢* pour p < N donc |[un| e < C
et donc, grace a (2.4), fq|Vus|? < C. Ainsi up est bornée dans W9(Q)
pour tout ¢ < (p — 1)N/(N — 1); il est donc possible d’extraire de u, une
sous-suite convergeant faiblement dans W14(Q).

+C
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Etape 2

Afin de passer 3 la limite dans A(z,un, Vuy), la convergence presque
partout de u, et Vuy, est nécessaire. Celle de u, s’obtient par extraction
d’une sous-suite car u, converge dans L(2) (théoréme de Rellich), mais il
faut montrer le résultat pour Vuy,.

Pour cela, montrons que Vu, tend vers Vu en mesure, ce qui entrainera
Vu, — Vu presque partout, pour une sous-suite. Cela consiste & montrer
que

Vé,Ve, Ingtel queVn>ng, mes{z, |(Vun—\7u)(a:)|26} <e;
remarquons que pour k >0 et > 0,0na

{|(Vun - Vu)(z)| > 6} C
C {Jun| >k} U {|u| > k} U {|Vun| > k} U
U{IVul 2k} UU{lun —ul 2 n} U
U{|(Vun = Vu)(@)| 2 6, ual <k, [u| <k, [Vun| <k,
[Vul <k, |un—ul <9}
nous appellerons A; & Ag les six ensembles du membre de droite. On pourra

remarquer, dans la suite de la démonstration, que seule la majoration de la
mesure de Ag fait intervenir (2.3), I’équation dont u, est solution.

Majorons mes(A;), nous avons

/ Jun| z] lun| > k mes(41)
Q A,

donc

mes(4;) < — / Jun| < %

pour k assez grand, puisque u, est borné dans W14(Q) pour ¢ < (p —
1)N/(N —1) et donc dans L'(). De méme, Vuy, est borné dans L1(Q) et
u € WH(Q) c WH1(Q), donc les mesures de Az, A3 et A4 sont majorées
de la méme facon. Fixons k tel que chacune des mesures soit plus petite
que €.
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Conditions aux limites non homogénes pour des problémes elliptiques

Majorons maintenant mes(As), nous avons
[l =0l 2 [ = 0)] 2 nmes(as)
Q As

or uy, converge vers u dans L1(Q) grace au théoréme de Rellich donc, pour
7 donné, il existe ny tel que pour n > n; on ait

mes(A4s5) < ¢.

Il reste donc & majorer mes(Ag) et a choisir 7. Grace a la monotonie de
A, nous avons

(A(z,s,61) — Az, 5,82))(E1—€2) >0 pour &y — & #0;

or lensemble des (s,£1,€2) tels que |s| < &k, |&1] < k, [&2| < k et
|1 — &2] > & est compact et A est continue en (s,€) pour presque tout z,
donc [A(z, 5,&1) — A(z, 5,€2)] (€1 — &2) atteint sur ce compact son minimum
que nous noterons ¥(z), qui vérifie y(z) > 0 presque partout. De plus grace
3 un résultat d’intégration, il existe £/ > 0 tel que

/ y <& => mes(46) <€ ;
Ag

il suffit donc de montrer que [ 467 S ¢'. Par définition de v, nous avons

/ 7=

Ag

/A (A(z, un, Vup) — A(z, un, VTi(v))) (Vup — VTk(u))l{Iun-Tk(u)ISn}
6

car sur Ag, |un - Tk(u)| = |uy —u] < 1. De plus, le terme intégré est positif

et
VT (un — Ti(w)) = (Vun = V(%) Lju, ~ Ty (u)|<n} 5

nous avons donc

/ v < / (A(x, Un, Vun) — A(z, un, VTk(uv))) VT, (un — Ty (u))
As Q
< /QA(:L', Un, Vun) VT, (un — Tx(u))
—/QA(a:,un,VTk(u))VT,,(un - Ty (u))
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et, si 'on choisit ¢ = Ty (un — Ti(u)) € WIP(Q) N L®(Q) dans (2.3), on
obtient

/A(x s V) VT (= Ti(w)) | < 0| Fnll 2 + lgnl 1) < €

Il reste donc a majorer l'autre intégrale : pour |up| > k + 7, on a
|un — Tie(w)|> n dott VT (un — Tj(u)) = 0 si bien que

/Q Az, up, VT3 (w) VT (un — Ti(u)) =
= [ A D), TT4(0) VT, (T ) = Th(w) -

Soit h > 0; choisissons maintenant ¢ = Ty (us) € W1P(Q) N L®(Q) dans
(2.3), alors

‘ / A(@, tn, V) VT (un)
Q

< k(|| fall g2 + llonllz2) < AC

et par coercitivité
/QA(x,un,Vun)VTh(un):/QA(x,un,Vun)Vunllun|Sh

SR
Q = Q

’inégalité de Poincaré avec moyenne, nous donne alors
[Titan) s < 0 ([ [V + 2P

< C(hC |?Z|p) ;

T, (un) est donc borné dans W1P(Q) pour tout h. Aussi pour h = k + 1,
Ti+y(un) tend, & une sous-suite prés, vers Ty 4, (u) faiblement dans wir(Q)
et donc fortement dans LP(2) et presque partout quand n — +4oo. Donc
A(z, Tyoqn(un), VT(u)) converge p.p. et |A(m,Tk+n(un),VTk(u)) |pl est
équi-intégrable, aussi grace au théoreme de Vitali, A(x, Tt (un), VTk(u))
converge fortement dans LP'(Q) vers A(z, Toqn(u), VTk(u)). Comme
1{|Tk+n(un)—Tk(u)|Sn} tend presque partout vers l{ITk+n(u)—Tk(u)|$17} et est
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Conditions aux limites non homogénes pour des problémes elliptiques

borné, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue donne la conver-
gence forte de

A(@, Tien (), VI(W) LT, ;o (un)~Ta () <)

VEers
A2, Tegn(w), V(W) 1Ty 4 (0)~ T ()| <)

dans L?' ().

Comme Tjyp(un) converge faiblement dans W1P(Q), V(T (un) —
Ti(u)) converge faiblement vers V(Tyi,(u) — Ti(u)) dans LP(Q) pour
n — 400 donc

lim A2, Ty (un), V(1)) VI (T (un) — Ti(w)) =

n—+o0 Jq
- /Q A2, Ty (0), V() VT (T () = To(w) -
Or VT, (Tgyn(u) — T(u)) — 0 p.p. quand 5 — 0, et pour 5 < 1
VT (Thgn () = Ta(w)) | < |VTy (Tipr (v) = Ti(w) | € LP(D)
|V T (T (w) = Ti(w)) ] <
<B(0@) + [T P + VTP ) e P (@),

donc par convergence dominée, 'intégrale du second membre tend vers 0
pour n — 0.

Fixons n < £’ /2C tel que

/
[
SZ)

'/S; Az, Tiqn(u), VIk(u)) VT, (T (u) = Tr(w))

soit alors ng tel que pour tout n > ng

\/ﬂ A(z, Tqp(un), VI (u)) VT, (Thgn (un) = T (w)) +

’
3
< —.
— 4

- ]QA(l‘,Tk+n(u),VTk(u))VTn(Tk+n(u)—Tk(u))
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Comme VT (Tjqp(un) — Ti(u)) = VT, (un — Tg(u)), on obtient

’/{;A(x, U, V(1)) VT (un — Ti(u))| < i—,

alors , .
€ € ’
KC—=+T=¢;
/,167—CQC+2 €

le choix de ¢’ entraine donc
mes(A4g) <¢.

Ainsi 7 étant fixé, les majorations de mes(As) et de mes(Ag) nous donnent
ny et ng tels que pour n > max(nl, ng) on ait

mes({qun - Vum(:c)| >6}) <6e.

La convergence en mesure est donc démontrée.

Etape 3

Montrons que u est solution de (2.1). Soit ¢ € W7(Q) avec r > N, alors
v € WHP(Q) N L>°(Q) donc, par définition de up,

Q o0 Q

Comme f, et gn convergent dans M(Q) *-faible et M(0Q) *-faible res-
pectivement et que ¢ € WHP(Q) C C(Q), [0 ¢9n + Jo ¢fn converge vers
J5q #dg+ [ ¢ df. Or nous avons vu que up, et Vu, sont bornés dans L7(€)
pour ¢ < (p— 1)N/(N —1); la condition de croissance sur A entraine donc
que A(z,un, Vuy) est borné dans LI(Q) pour ¢ < N/(N —1). Soit s < ¢;
I'inégalité de Holder nous donne alors pour E mesurable

/ |A(z, un, Vun) — Az, , Vu)‘s <
E

< (/Q|A(:c, Un, Vp) —A(w,u,vu)lq)s/q (/Q 1E>1—s/q

< Cmes(E).
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Ainsi |A(:c, Un, Viup) — Az, u, Vu)|s est équi-intégrable et converge presque
partout vers 0, donc converge dans L1(f), grace au théoréme de Vitali, et
donc A(z,un, Vun) — A(z, u, Vu) dans L*(Q) pour s < N/(N — 1); ainsi

/A(:c, un,Vun)Vgo—>/ Az, u, Vu)Vyp
Q Q

et donc

Vee |J W@, /

A, V0Vp= [ pdg+ [ paf.
SN Q 219 Q

Remarquons que Vu, est borné dans W14(Q) pour ¢ < (p—1)N/(N—1).
Aussi de la méme facon que ci-dessus, nous pouvons montrer que |V(un -
u)|q est équi-intégrable et converge presque partout et donc, grace au
théoréme de Vitali, que Vu, — Vu dans L¢(Q) pour ¢ < (p—1)N/(N —1).

3. Conditions aux limites de Fourier
Le probléme de Fourier consiste & chercher u telle que

—div(A(z, u, Vu)) = f dans Q

(3.1)
A(z,u,Vu) - n+Adu=g sur oQ

avec f € M(Q), g € M(0Q) et A > 0. On résoudra (3.1) au sens faible
suivant : on cherche

u € ﬂ Wl’q(Q)
¢<(p-1)N/(N-1)
tel que

Vo€ U wim(Q), /A(:c,u,Vu)Vga+)\/ ugo:/ godg-i-/ pdf.
SN Q a9 a9 Q

THEOREME .— Soient f € M(Q) (ne chargeant pas le bord), g €
M(99), Q un ouvert borné régulier, et soit A vérifiant les hypothéses (H),
alors le probléme (3.1) admet une solution.
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Avant de démontrer ce résultat rappelons une inégalité de type Poincaré
et une inégalité de type Poincaré-Sobolev (que nous démontrerons par souci
de clarté).

LEMME . — Il eziste Cy > 0 tel que pour tout u € WH1(Q) on ait

frasen ([ v+ [ )

et il existe Cy tel que pour tout u € WH9(Q), 1 < ¢ < N, on ait

()™ e (o)« o).

Démonstration du lemme.— Montrons la premiére inégalité par 1’ab-
surde. Supposons qu’il existe une suite (uy) telle que [, |us| = |Q] et
Jo IVun| + [5q lun| — 0; appliquons alors I'inégalité de Poincaré avec

moyenne
/|un—1|§C/|Vun|—>0
Q Q

donc up — 1 dans L1(Q) et dans WH1(Q); or Jaq 1 # 0 et Papplication
trace est continue, il y a donc une contradiction.

Montrons maintenant la seconde inégalité. Soit ¢ > 1; alors, d’apres les
inégalités de Poincaré avec moyenne et de Sobolev, il existe C > 0 tel que
pour u € Wh(Q) avec [, u = u|Q|, on ait

lu = g < €IV

soit
x */q
Jt < [+ ([ioa)
Q Q Q
or .
af e fal""Jaf" < ([ 1)
Q Q
donc
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[ se ()" (o™

Appliquons alors le lemme puisque v € W11
frse([was [ )
Q Q o

1/q
/ Vu| < C (/ |Vu|q> (inégalité de Holder)
Q Q

fet <o (L)« (foeor))™

ce résultat nous donne

()™ <e(( ) + feer)

qui est bien 1’'inégalité demandée. O

d’otr

et

donc

Démonstration du théoréme.— Soient (fn) € W17 (Q) N L1(Q) et

(9n) € (W= 1/1”1’(6&2)) N LY(89) tels que

Mnllze < 17y et Nonlle < lollaran)

frn — f dans M(Q) *-faible et g, — g dans M(8Q) *-faible. Soit u, €
W1P(Q) une solution de (3.1) avec f = f, et g = g,, (Leray-Lions [7]). Elle

vérifie

Ve WlPnL®Q),

/A(af, un,Vun)Vso+A/ unso=/ sogn+/ ofn -
Q a0 a0 Q

l'ftape 1

Montrons que uy est borné dans W14(Q) pour ¢ < (p—1)N/(N —1). La
méthode est la méme que pour les conditions de Neumann, mais ’inégalité
de Poincaré-Sobolev que nous venons de démontrer fait intervenir f5q |un|.
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Il nous faut donc une estimation de cette intégrale. Comme Tj(un) €
W1P(Q) N L*®(), nous pouvons choisir ¢ = Ti(un) dans (3.2), ce qui
donne

/ Az, tn, V) Vun Th(un) + )\/ unTk(un) =
Q N

:/BQTk(un)gn+/QTk(un)fn-

Or A(z,un, Vun)Vuy > 0, T[(z) > 0 et |T;| < k. Donc

A [ i) <k (lanl s+ 1012

soit

an k

Or limy_,g 2T%(z)/k = |z| pour z # 0. Donc en passant a la limite pour
k — 0 (par convergence dominée), on a

c
/m junl < 5 (3.3)

Comme pour les conditions de Neumann, choisissons ¢ = ¥, (u,) dans
(3.2). Or A > 0 et 2¢m(z) > 0 donc A 3 Un¥m(un) > 0. Nous obtenons
alors

o [ [Vun i) < s + lonl -
Comme dans le cas de Neumann, on peut montrer que

N(=a)/p
/ Ivunlq < CeP—9)/p (/ |un q ) +C:
Q Q

donc, grace au lemme, & (3.3) et pour ¢ petit, on a

g* l/q* 1
(pleet) ™ <3 (e

on conclut de la méme fagon que pour les conditions de Neumann.

N\ (P—a)/pg
! ) +C+

¢
A,
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E‘tape 2

Il faut ici aussi montrer la convergence presque partout de Vu,. On
procéde comme précédemment : on construit de méme Ay a Ag et seule
la majoration de mes(Ag) fait intervenir (3.2), les autres majorations
s’appliquent de facon identique. Pour celle de Ag, on peut remarquer que si
l'on choisit ¢ = T, (ur — Tk(u)) dans (3.2) on obtient

/QA(:c, Un, Viun) VT (un — Ti(u)) + A /Q un Ty (un — Ti(u)) =
= /anTn (un = Ti(u)) + /an gn Ty (un — Ti(u)) -

Notons le second membre Cy, 5, nous obtenons alors
/Q (A(z, un, Vup) — Az, un, VTk(v))) VT (un — Ti(u)) +
+A /Q (un - Tk(u)) Ty (un - Tk(u))
=Chn + ’\/Q Ti(u) Ty (un — Ti(u)) +

- /n A(z, un, VT}(u)) VT (un — T (u)) -

De plus, nous avons (un — Tg(u)) Ty (un — T(u)) > 0, |Cpn| < nC et
|fQ Tr(u) T (un — Tk(u))] < knC, donc

/ﬂ (A(z, un, Vun) — A(z, un, VTi(v))) VT, (un — Tp(uw)) <

<nC(1+ k) +

/Q Az, un, VTi(u)) VT (un — Ti(v))

ou k a été fixé pour que les mesures de A; a A4 soient inférieures a ¢.

Si l’on choisit ¢ = Tj(uy) dans (3.2), comme u, Ty (uy) > 0, on obtient
] A(z, un, Vup) VT (un) < hC.
Q
Or nous avons vu que faa |un| est borné, donc faﬂ Tr(un) Pest aussi. On

peut donc, grace au lemme, démontrer comme précédemment que T} (uy)
est borné dans W1P(Q) et on peut choisir 7 < &'/2C(1 + Ak) tel que

1/ A(z, un, VTg(u)) VT, (un — Ti(uw))| < %
Q
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pour n assez grand, alors

/Ae v < ‘/;2 (A(2, tn, Vtn) — A2, un, VTi(w))) VT (un — Tp(u)) < e,

ce qui permet d’achever cette étape de la méme fagon.

Etape 3

Comme pour les conditions aux limites de Neumann on a, pour ¢ €
WL7(Q) avec r > N, les convergences de [o Az, un, Vur) Ve, Jq ¢fn et
Jaq #9n; il reste donc & montrer celle de f5q unp. Comme u, — u dans
W14(Q) pour ¢ < (p— 1)N/(N — 1), la trace de up sur 9 converge vers
celle de u dans W1=1/9:9(8Q) et donc dans LI(AQ); comme ¢ € W17(Q)
pour r > N, ¢ € C(Q) donc ¢ € L°(8Q2) et on obtient

/ Unp — ue,
o N

ce qui permet de conclure que u est solution de (3.1). O

4. Conditions aux limites de Dirichlet

Le probléme de Dirichlet consiste & chercher u tel que

—div(A(z,u,Vu)) = f dans Q
(4.1)
u=g sur 0

avec f € M(Q) et g € w1-1/p2(5Q). On résoudra (4.1) au sens faible
suivant : on cherche

u€ N whe(Q)
9<(p-1)N/(N-1)
tel que, pour § € WIP(Q), un relévement de g, on ait
u-ge N Wy (Q)
g<(p-1)N/(N-1)

et

Ve U W(}’T(Q), /A(z,u,Vu)Vga:/ edf.
>N Q 2
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THEOREME .— Soient f € M(Q), g € Wl’l/”’p(aﬂ), Q un ouvert
borné régulier, et soit A vérifiant les hypothéses (H), alors le probléme (4.1)
admet une solution.

Démonstration. — Soient (f,) € W=1*'(Q) N LY(Q) tel que ”f””Ll <
”f”M(ﬁ) et fn — f dans M(Q) *-faible. Soit u, € Wl’p(Q) une solution
de (4.1) avec f = fy, (Leray-Lions [7]), elle vérifie

Ve Wi L®(Q), / A2, tn, Vitn) Vip = / ofns  (42)
Q Q
et up —§ € Wy P(Q).

E"tape 1

Nous montrons, 14 encore, que u, est borné dans Wl’q(Q) pour q <
(p = 1)N/(N — 1). La démonstration ne peut pas étre faite ici avec ¢ =
¥m(un — g); aussi, nous allons adopter une variante de la démonstration
correspondant aux conditions aux limites de Neumann.

Soit k& € N; choisissons ¢ = Ty(un, — g) € W(}’p N L*® (), alors
/QA(:c, Un, Vir) V(u, — ’gv)l{lw—'gvlsk} = /QTk(Un - Dfn
donc
/QA(x, Up, Vug) vu"l{lun—EISk} =
= /S;Tk(un —9)fn+ /Q A, un, Vun) Vilg,  ~ichy s
nous avons, par coercivité et avec la condition de croissance de A,
@ [ 191, g <

< k|| fall s + 8 /Q (v62) + [unP ™ + [V (n)P™) 19811 0,519

et, grace a l'inégalité de Holder,

/Q (b(2) + [ualP™* + |Vunl ™) V311 10,51k <

~ , » » (p—-1)/p
<Nalhwss ([ (4@ + nl +170) (10, 5100) )
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car

(2 un—s1i) P/ 0 =D = 05158
L’inégalité de Poincaré nous donne, appliquée & Ty (un —g) € Wg P(Q),

/|un g| 1 |un—g]<k} /ITIC(U” IP < C/ |V |un—9|<k}

si bien que

/QIUn|p1{|un-‘5|5k} <C fg (|91” +|vel") +C LIVUn|p1{|un-‘5|3k} ;

alors on a

a/nW“”[pl{lun—’g'lsk} s

< k£l asqy + BCTwase (16l + (Fowas ¥ ™) +

N » (p-1)/p
+2000lpns ([ V003100

donc

1 p 1 o (p—-1)/
P /Q|V“n| Lun-gisiy SC+C (E /Q|V“n| 1{|un—‘g'|sk})

ot (p—1)/p < 1. Dong, il existe C indépendant de n et de k tel que

/leun|p1{|u Sii<iy SCk-

Or
/|V.‘7| L1k < (V3 o)
donce
et donc
Z/W(un 71 (t<tun—Fl<t4k) S CF. (4.4)

£=0
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Comme précédemment, il s’agit de majorer

/ : |V (un — 9)|°

1+ [up — )™

|V(U'n, - ﬁ)'p 1 _
= Z (1 _ m)m+1 {k<|un—g|<k+1}

keN + |un

p
<k N (L+k) m“/'V(”"“m' Lk<lun—3lch+1}
€

Posons

1
k
T e % /n'v(“” =" e 51<ha1)

ce qui nous amene a considérer ), -y axbi. Notons By, = Zf c}bg pour
k> 1et By =0; alors pour N € N

N N N N
D agb = ap(Bryr — By) = > arBiii — Y aBy
k=0 k=0 k=0 k=0
N
= Z aBiy1 — Z ak+1Br41 + any1 BN
= k=0
N
= Z(ak — ar41)By1 + any1BN41 -
k=0

Or (4.4) nous donne By, < Ck donc limpy_, 4o an+1BN4+1 =0 et

Ck k
0<(ap—a B < +o0 .
(ak = ak41)Bryr 10 ((1+k)’”+2)

Comme m > 0, cette série est convergente donc la série 3 keN akbyr, est aussi
convergente et il existe donc C' tel que

IV(un g)lp
apby < C.

Aussi, comme pour les conditions de Neumann, on peut montrer que

/ [V(un - §)|? < Celr=a)/p (/ |un —
Q Q
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De plus,on a u, — g € W(} "P(Q) donc l'inégalité de Poincaré-Sobolev nous

donne
Ne/a”
(/ lun = 3)|° ) <¢ [ |9 -9)".
Q Q

Pour ¢ petit, nous obtenons

(/Q|un—§) q*)l/q* < ';‘ (/Qlun -9)

et, pour ¢ < (p—1)N/(N —1), on conclut de la méme fagon que précédem-
ment que u, — g est borné dans W(}’q(Q); donc uy, est borné dans W1¢(Q).

+C

N\(P—49)/pg
)

Remarque.— Au cours de cette démonstration, nous avons montré le
lemme suivant qui est plus fort que celui qui est utilisé dans [2].

LEMME . — Soient (vy) une suite de W(}’p(Q) et C > 0 tels que
/levnlpl{lvnﬁk} < Ck

pour tout k € N, alors [o|Vvn|? < C' donc (vn) est bornée dans Wal(Q)
pour tout ¢ < (p— 1)N/(N —1).

Etape 2

1l s’agit de montrer la convergence de Vuy presque partout; il suffit, ici
encore, de majorer mes(A4g).

1l faut montrer que, pour h > 0, T (ur —g) est borné dans W(} P(Q). Ceci
vient presque d’étre fait; en effet, pour k = h, (4.3) entraine fQIVTh(un -
7)|° < Ch et, d’autre part, |Tj,(un —§)| < h; done, pour h fixé, Ty (un — §)
est borné dans Wy ¥(€).

Pour majorer mes(Ag), choisissons
o= Ty(un ~ 5= T(u = 7)) € Wg(Q)
dans (4.2), alors
’/Q Az, tn, Vug) VT (un —§— Tp(u—9)) | < nC.
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De plus, un = up —g+§ et VI (un—G—Ti(u—9)) =0si jun—§] > k+7
donc

/Q Az, un, VT(u)) VT (un — §— Te(u — §)) =
= /ﬂ A=, Tipn(un =) +§, VIk(w) VT (Tpy (un = §) — Te(u - ))

Or nous avons montré que T (up — §) est borné dans W(} (Q) donc

V (Trgn(un — §) — Ti(w - 7))

converge faiblement dans LP(2) vers

V(Toyn(u =) = Ti(u = 7)) ;

nous pouvons faire le méme raisonnement, que celui qui a été fait pour les
conditions de Neumann, avec u, — § :

ULy nun—3)-Tu(u-3)lcn PN PP-Vers Ly o 7 (uF)l

et
A(z, Trgn(un — )+, VIk(u)) converge fortement dans LP'(Q)
vers
Az, Tiyn(u—9)+§, VIr(u)) pour n — +oo,
enfin,

VT (Tegn(u = §) = Ti(u~§)) = 0 p.p. pour n =0,

on peut donc choisir 7 < ¢’/2C tel que pour n assez grand

- - ¢!
‘,/n A(z, un, Vun) VT, (un —g—Ti(u—- g))* < 1

’/Q A, tn, VT3(u)) VT (un — § — Tp(u — ﬁ)){ < 52_'

Donc, de méme que pour le probléme de Neumann, on a mes(4g) < € pour
n assez grand, ce qui achéve la preuve de la convergence.
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lftape 3
Comme précédemment, on peut montrer que A(z, un, Vuy) converge vers
A(z,u,Vu) dans L(Q) pour ¢ < N/(N — 1) et Vyp € L"(Q) pour r > N,

ce qui permet de montrer que
/ Az, up, Vuy) Vgo-——>/ A(z,u,VuVe
Q Q

et donc que u est solution de (4.1). O
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