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Phénomeéne de couche limite
dans un modéele de ferromagnétisme )
DAvID SANCHEZ (V)
RESUME. — On étudie le comportement asymptotique des solutions des

équations de Landau-Lifschitz lorsque le coefficient d’échange tend vers
zéro. Au bord du matériau se forme alors une couche limite que nous
allons décrire.

ABSTRACT. — In this paper we study the asymptotic behaviour of the
solution of Landau-Lifschitz equations as the exchange coefficient goes to
zero. In order to perform this limit in regular spaces, we have to take into
account the singularity induced by a boundary layer term.

1. Introduction

Le micromagnétisme est ’étude des phénomenes électromagnétiques dans
les matériaux dits ferromagnétiques. Ces matériaux sont caractérisés par une
magnétisation spontanée modélisée par le moment magnétique, qui est un
champ de vecteurs unitaires u défini dans 2, le domaine ol est confiné le
matériau :

u Q-8 cRE
Les variations de u sont décrites par I’équation de Landau-Lifschitz :

g—?zuAHe—uA(uAHe)dansR+Xﬂy (1.1)
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avec les conditions initiales et les conditions au bord

u(0, z) = up(z) dans Q,

(1.2)
Ou _ 0sur RT x Q,
ov

oil v est la normale au bord unitaire sortante, et ou le champ efficace H,
est donné par :

H, = e*Au+ H(u),

H(u) est appelé champ démagnétisant et  est un ouvert régulier de R3.
Dans [5], Carbou et Fabrie démontrent 1’existence locale et globale & données
petites des solutions réguliéres de (1.1) dans le cas quasi-stationnaire lorsque
le coefficient d’échange est fixé. Lorsque € tend vers zéro, I’estimation obtenue
donne un temps d’existence des solutions H? en espace qui tend vers zéro.
Ceci est dii & 'apparition d’une couche limite au bord de 'ouvert  que
Carbou, Fabrie et Gués mettent en évidence dans [6] en effectuant un
développement asymptotique de « & 'ordre 1 en €.

Dans cette étude, nous allons remplacer le terme H (u) par un champ d’aniso-
tropie ¢(z,£) = —V®(z,£) ot ®(r,.) est une forme quadratique définie
positive pour ¢ dans R3, de classe C® en x sur R?:

H, = EQAU' + 99('777 u)v
et nous poussons le développement asymptotique a ’ordre 2.

Remarque 1.1.— Le champ d’anisotropie ¢(z, £) apparait naturellement
sous la forme du gradient d’une forme quadratique définie positive dans
le modele considéré. Nous utiliserons en fait que ¢(z,.) est une applica-
tion linéaire & coefficients C* qui opére naturellement dans les espaces de
Sobolev.

Dans la suite, nous nous donnons ¢ : @ — R, une fonction C*° telle
que Y(x) = d(z,09) dans un voisinage O; de JQ. On remarque que si =

2
appartient & 9Q, Viy(z) = —v(z) et que, de plus, 8—1: = —1. D’autre part,
|[Vy| = 1 dans O;. On note v(x) = —Viy(z) dans O;. Soit aussi p une
fonction de troncature C*° & support compact contenu dans O;.

On cherche un développement asymptotique de u, la solution de (1.1) et
(1.2), sous la forme :

u(t,z) = U° (t,x, @) +eU? <t,x, yg) + 2U? (t,x, @) +...
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Phénomeéne de couche limite dans un modéele de ferromagnétisme
ou les fonctions U? se décomposent sous la forme :
Ui(t,x,2) = U(t,2) + U'(t, z, 2),

avec Ui(t,z) = liril Ut, z, 2).

On suppose de plus que U?, ainsi que toutes ses dérivées partielles aussi
bien en x qu’en z tendent vers 0 lorsque 2 tend vers +oc.

THEOREME 1.1.— Soit @ € W>(Q) telle que |@3| = 1 dans Q et %

=0 sur 90. Il existe alors des fonctions

- U0 € C=(RT, W>>(Q)),

- Ulem? (0, T; Wh*(0,) ® ]HI4(]R+)), pour tout T > 0,

- U2 € C®(RT, W3 (Q)),

- U2 e H? (0, T; W (0,) @ H(R™)), pour tout T > 0.
telles que si la donnée initiale ui(x) est de la forme
ug(z) = w3(x) + U (t =0,z ”’—i_f’-)> +e202 <t =0,z w_(;l) + e (),

ot vy vérifie que ||vg|lm (o) + €llAvgllLz(q) est bornée indépendamment de
g, la solution u® de l’équation (1.1) avec la donnée initiale u§ admet un
développement asymptotique pour tout t < T¢ de la forme :

u®(t,x) = —ﬁa(t, z) + g'u,(g;)[?:i (t, z, EJ_?)

+e2 ((_ﬁ(t, z) + pu(z)U2 (t, z, @)) +e2f(t, 7),

ot T¢ est le temps mazimum d’ezistence de u® et ou r¢ € L°(0,T; H (1)),
er® € L®(0,T;H*(Q)) et 2r¢ € L%(0,T; H3(Q)) pour tout T < T.. De
plus, il eriste une constante Cr indépendante de £ qui majore les normes
précédentes, et le temps d’existence T, tend vers +oo lorsque € tend vers
zéro.

__ Remarque 1.2.— Les données initiales pour tous les profils autres que
U? seront choisies de telle sorte qu’elles relevent la condition au bord. Nous
nous plagons ainsi dans le cadre de données initiales bien préparées.
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La partie 2 renferme des lemmes de régularité utiles dans la suite. Dans
la partie 3, on démontre le théoreme 1.1 en effectuant un développement
asymptotique de la solution u° de (1.1) : on étudie dans la partie 3.2 les pro-
fils de u® et on prouve I’existence du reste au moyen d’estimations d’énergie
dans la partie 3.3.

2. Résultats préliminaires

LEMME 2.1 (voir Adams [1], Agmon [2]).— Soit Q un ouvert borné
régulier. Il existe une constante C telle que pour tout u dans ]HI2(Q) tel que
% _ o sur o0
— =0 sur 09,
ov

1/2
ey < © (IlullZaqey + 1AulEeg))
1/2
IVuls(@) < Cllullma ([ulae) + 18ulZq ) -
Pour tout u € H*(Q) avec Q dans R?, on a :

1/2 2
lullusy < Cllulligyzqay < € (luliagoy + llullio, IVulliZiy ) -

THEOREME 2.1 (voir Dautray-Lions [7] et Adams [1]).— Soient 1 <
p < 400, et Q un ouvert régulier de R™. On a alors :

W™P(Q) C C°(9),

dés que mp > n, avec injection continue. Si de plus Q est borné, l'injection
est compacte. Si mp < n, on a

W™P(Q) C L),

pour p < q < np/(n —mp), avec injection continue. Si de plus §) est borné,
injection est également compacte si q < np/(n—mp). Si mp = n, Uinjection
précédente reste vraie avec p < g < +00.

THEOREME 2.2. — Traces pour les espaces W™P(Q2), 1 < p < +o0.
Soit Q un ouvert de R™ régulier, et soit m € N*, alors Uapplication

U= yu = {YoUy - .., Ym—1u}

J
(ot vyju = Q sur T' = O est la trace de la dérivée normale d’ordre j de
K onJ
m—1
u sur T') est continue et surjective de W™P(Q) dans H Wmk=1/PP(T).
k=0
En particulier, une fonction de W™ () admet une trace dans wm—1/PP(T),
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LEMME 2.2 (GRONWALL). — Lemme de comparaison
Soit f : R x R+ R, de classe C!, croissante en sa seconde variable. Sup-
posons de plus que y : I C R — R est une fonction continue satisfaisant :

V> 0, y(t) < yo+ /0 Fry(r)) dr.

Soit z : J — R la solution mazximale de
#(t) = f(t,2(1)),
2(0) = yo.

AlorsVt € INJ, y(t) < z(t).

3. Construction du développement asymptotique de u*
Pour effectuer le développement asymptotique, on travaille avec une
forme équivalente de (1.1) (car |u| =1 p.p.) :

%% —e?Au = 2u|Vul]? + 2u A Au+u A o(z,u) —u A (uA o(z,u)), (3.1)

qui isole le terme dissipatif (voir [5]).

On va maintenant chercher les équations vérifiées par les profils U?. Pour
cela, on remplace u par son développement asymptotique dans (3.1), et on
identifie les termes aux différents ordres a 0.

3.1. Les équations

o
—U? = 0 pour z

Ordre -1 : La condition au bord dans (1.2) donne 5
v

appartenant & 9Q et z = 0. Donc :

9=0pourz € O et z=0.

Ordre 0 : on peut tirer de I’équation (3.1) :

8U0 2770 12 02 2770 0

ot
+U A p(z,U°) = U° A (U° A (2, UY)).
En faisant tendre z vers 400, on obtient :
o[ S — —
W=UO/\ga(x,UO)—UO/\(UO/\go(x,UO)). (3.2)
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En soustrayant de I’équation sur U° 1’équation obtenue pour U°, on obtient
I’équation suivante :
U0 200 T2 . T T

5 VeI = [VYPU2EU° +U°) + [V (U + U°) AU,
+(76 Aoz, 66) +UOA o(z, U0 + UC A oz, 56)
—UO A (U° A p(z, U®)) — U A (U0 A o(z, UO))
~U°% A (U A oz, ﬁf)))

Or, a lordre -1, on avait obtenu que Ug = 0 pour = dans 07 et z = 0. On

peut donc prendre Uo = 0, solution de I’équation puisque @9 est nul.
On écrit maintenant la condition de Neumann & I’ordre 0 :

770
o0, 500

ED 2% =0pourz € 0N et z2=0.

Ordre 1 : A Pordre 1, on obtient :

out

- —|VYPUL = |VYPUC AUL, +U° A p(z,UY) + UL A p(z, U®)

—UYA(U° A p(z,U%) — U A (Ut A p(z,U°))
~U%A (U° A ¢(z,UY)).
En faisant tendre z vers +oo, on a :
Ut

pral UO Aoz, UY) + UL A (z, U®) — UL A (U A @(z, U®))

—UO A (U A (2, TU9)) = UO A (UO A o(z, UY)).

Or la condition initiale est U! = 0, donc on peut prendre UT = 0 pour tout
(t,z) dans RT x Q. Pour U, nous obtenons alors I’équation suivante :

BU 9Te . T
~ |VYPUL = |Vy[PTO AUL

+U0 A oz, ﬁ) +ULA o(z,U0)
—U A (TO A o(z, T9)) (3:3)
—TO A (UL A @(z,T0))
—TO A (U0 Az, UL)).
La condition de Neumann a 'ordre 1 nous donne :

1
8L+81/J 2 = (0 pour x € 0Q et z = 0.
ov ov
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Ordre 2 : On obtient :

— pour U?
oz
ot
- pour U2
EliE
e — |VpPUZ, =

3.2. Existence des profils

3.2.1. Existence de U°

UO A o(z,U2) + U2 A oz, UO)

~U2 A (U9 A p(z, U0))

—UO A (U2 A p(z, U0)) (3.4)
—~UO% A (UO A p(z, U?))

+|VUO)2U0 + U0 A ATUO + ATD,

IV¢PTO A U2,
+UO A p(z, U2) +

A o(z,U0)
—U2A TN )

)

)

U
(2,00
—TO A (U0 A (x, U?)
—UOA (U2 A (z, U9)
+VUIVY + UL A (3.5)
+|VY|2|UL2T0 4 2VTOUL V400
+U0 A (2VULVY + Ul A)

HIVYRUL AUL + U A (2, UL)

~UL A (U0 A (e, UL))

—UL A (U1 A p(z, T))

—UO A ((7/1 Az, &Vl))

On définit U9 comme étant la solution de I’équation différentielle ordi-

naire en temps suivante :
U
ot

U%(0,z) = w3(x) sur Q.

On a alors :

=U° A o(z,U%) — U0 A (U° A o(z,U%)) sur [0, T[x

(3.6)
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PROPOSITION 3.1.— L’équation (3.6) admet une unique solution qui
est dans C®(RY, WH™(Q)) dés que T) appartient @ W (Q) avec k € N.

Preuve. — On utilise le théoréme de Cauchy-Lipschitz dans L* et on
obtient I'existence et 'unicité de U9 sur un intervalle de temps (0, 7).

.- o == _ d|U° |2 —
En multipliant 1’équation par U?, on s’apercoit que | 8t| = 0, donc U°
0

reste de norme constante égale a 1 car ug vérifie cette propriété, donc
U0 € (0, T;L°°(f2)). Nous allons maintenant montrer que U9 est dans
C®(0, T; W2 (Q)).

Pour cela, on dérive en espace 1’équation (3.6), et on I'intégre en temps. On
majore ensuite en norme L°°, le second membre étant au plus linéaire en la
dérivée en espace :

t
VT ooy (0) < [Vtoloecoy +C [ 9T ma(s) .
0

Donc, d’aprés le lemme de Gronwall, U° € C*® ([0, T7; W1’°°(Q)). On réitere
le procédé pour les dérivées aux ordres supérieurs, le second membre de
P’équation étant & chaque fois au plus linéaire en la dérivée d’ordre le plus
glevé. On a finalement que U° € C*° ([0, T];Wk’m(ﬂ)>, 4 condition que la
donnée initiale soit suffisamment réguliére. L
Le lemme de Gronwall appliqué & ces inégalités nous montre alors que g‘z

reste borné en norme W**(Q) sur tout intervalle de temps borné, donc U°
est globale & valeurs dans W"™(Q). |

3.2.2. Existence de [71

On cherche une solution U! de P’équation aux dérivées partielles sui-
vante :

(

O (VeRTL = IVOPTOATL
+UO A @z, UL) + UL A p(z,U0)
—U A (U0 A p(z, UO))
—TO A (UL A @(z, T)) (3.7)
~TO A (U A (2, UY)),
| @2%? pour z € O; et 2 =0, et zli»lfooﬁ=0'
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PROPOSITION 3.2.— Pour tout T > 0, l’éguation (3. 7) admet une so-
lution

Ul € H™(0, T; Wo*°(0,) @ H'(R™)),

pour tout I,m € N, dés que T3 est dans W*+1°(Q) qvec k € N.

Remarque 3.1.— Pour prouver le théoréme 1.1, nous n’avons pas besoin
d’autant de régularité, mais comme nous avons affaire ici & une équation du
type équation de la chaleur, nous obtenons immédiatement cette régularité
car nous avons choisi une donnée initiale bien préparée.

Preuve. — Pour résoudre ce probléme, on introduit un relévement de la
condition au bord, en utilisant la proposition 3.1 :

§(t,2,2) = p(2) G (1,2) € € (R*WH(0)) 0 C=(R™))

ou p est une fonction de classe C* sur R vérifiant p(0) = 0, p/(0) = 1,
p®)(0) =0 pour k > 1 et p(z) =0 pour z > 1.

On cherche alors U! sous la forme sous la forme w + f avec w(t,0) = 0. Le
probléme (3.7) se raméne donc & :

( — P— —_
% —wae = U Aw,, + U Aoz, w) + wA o(z, UY)
—w A (U A (z,U0) = UO A (w A p(z, U9))
—m/\(m/\w(l‘,w))—FG(t,x,z), (3.8)
w(0,z,2) =0 sur O x RT,
\ w, =0pourz€INetz=0.
+ k,00 + e
avec G(t,,2) € C*(RT; WH(Q) ® C(RT)) telle que B oo = 0 pour
z=0

tout k > 1.
Pour établir I'existence de la solution, on résout le probléme pour z dans
10, L[ avec les conditions aux limites suivantes :

w, =0pour z=0et z = L.

Nous allons maintenant prouver lexistence de w via un procédé de Galerkin.
Nous prenons donc comme base de décomposition la base (wy), cN des
2

vecteurs propres de I — avec condition de Neumann homogeéne au bord.

922
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Soient Wy = Vect(wy,...,wy) et w" € Wy Papproximation de Galerkin
de w. Elle vérifie :

¢ a’I,UN N

o T Wz = PN[W/\wf; +TO A oz, wN) +wh A p(z,UO)

—wN A (U A o(z,U9)) — U0 A (wN A o(z, U%))
_TO A (U0 A oz, w™)) + Glt, z, z)] ,

L w™(0,z,2) =0sur O; x (0,L),

ot Py est la projection orthogonale sur Wy (la base (w;); [y étant choisie
orthonormale dans L2 et orthogonale dans H').

Nous avons maintenant besoin d’estimations a prior: portant sur w =
w? et ne dépendant ni de L, ni de N :

Estimation L°(0;) ® L*(R") : On multiplie par w :

10
5&”“’”@(0,@ + “wzll]?}(O,L) < C||w||12L2(o,L) + Gt 2, )iF2(0,1)

puis,
’ 2
llw(t, -)Hiw(ol)m?(o,m < C/O flw(s, -)||u,°c(ol)®L2(o,L) ds

t
+/0 ||G(5,')||n%w(ol)®L2(o,L) ds,

Estimation L>°(0;) @ H'(R") : On multiplie par —w.. et on intégre
par parties. De méme :

19
552“wz”1?,2(o,1,) + ”wzz||2L2(o,L) < C”“’z”%ﬁ(o,m + |1G=(t, =, ')”112‘2(0,14)’

t
l|w.(t, -)“1%00(01)@11‘2(0,@ < C/o ”wz(s")“iw(Ol)@V(O,L) ds

t
+/0 G (5, )= (0y)er2(0,L) B>

Comme la base considérée dans le processus de Galerkin est la base de
2

vecteurs propres de I — 5.2 on peut obtenir une régularité supérieure :
z

— 248 -



Phénomene de couche limite dans un modeéle de ferromagnétisme

Estimation L>°(0;) ® H*(R*) : On multiplie par w,,., et on intégre
deux fois par parties :

ls}
a”wzzn]LZ(O,L) + “wzzznle(O,L) < C“wzz”]i?(o,L) + C||G.(t, =, ')”LZ(O,L)y

puis
2 ’ 2
lwzz & e (0)er20,2) < C/o l[wsz(s, Mg (op)er2(0,2) 95

t
+ / 1G- (5, llL=(onyor2(0.2) 5.

On obtient de méme une estimation H'’ pour tout I € N en intégrant chaque

terme [ ou [—1 fois par parties (les intégrations par parties sont licites car on
!

oG
a décomposé sur une base de Galerkin adaptée et car 527(2 =0,2>1)=0

pour tout [ > 2). On peut ensuite augmenter la régularité en z. On dérive
P’équation (3.8) par rapport & z :

5 " Vw,, = U°AVuw,, + U° A p(z, Vw) + Vw A @(x,UO)
=Vw A (U° A p(z,U%)) — U A (Vw A p(z, U9))
~UO A (UO A o(z, Vw)) + VU Aw,,
+VUO A p(z, w) + U0 A Vo(z, w)
+w A Vo(z,U%) +w A o(z, VUO)

—w A (VU A ¢(z, U0 — w A (U° A V(z, UO)
—w A (VUO A o(z, VUO)) — VUO A (w A p(z, U%))
—~UO% A (w A Ve(z, U9)) — U A (w A @(x, VUO))
—VUO A (UO A p(x,w)) — TUO A (VUO A o(z,w))
~U% A (U9 A V(z,w)) + VG(t, z, 2).

A partlr de cette équation, on obtient de méme les majorations L*®(0)®

H (0, L) pour tout ! € N. En réitérant jusqu’a Pordre k, et d’apres le lemme
(2.2), on obtient que :

w € L%(0, T; WH(0;) @ H'(0, L)) N L2(0, T; W**°(0,) @ H't1(0, L)),
et ceci pour tout 7' >0, L >0et [ € N.

On peut donc passer & la limite en N et L, et on obtient, pour tout
leN:

w € L®(0, T; WH(01) @ HY(R™)) N L2(0, T; WH°(0,) @ HL(RT)).
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En reportant ce résultat dans (3.8), on obtient de la régularité en temps :
w € W™ (0, T;W5>(01) @ H'(RY)) N H™(0,T; WH*°(01) @ H'(R™)),
pour tout /,m € N et pour tout T > 0. Finalement
Ul € H™(0, T; Wo®(0;) @ H'(RY)),

pour tout 7' > 0, (I,m) € N°. O

3.2.3. Existence de U?

On définit U2 comme étant la solution de ’équation différentielle ordi-
naire en temps suivante :

(2 _ T3\ LT 770
-5 = US A p(z,U?) +U? A p(z,U0)
~UZ A (U9 A o(z,U9))

~UO A (U2 A p(z,UO))

—_ — 3.9
—US A (U9 A (z,U?)) (3.9)
+|VUO2T0 + T A AU + AT,
[ U%(0,z) =0 sur Q.
On a alors :
PROPOSITION 3.3.— L’équation (3.9) admet une unique solution dans

C=(RT, W*®(Q)) dés que u) appartient a Wr2°(Q) avec k € N.

Preuve. — L’équation (3.9) se met sous la forme :

0

8—1; = F(t,z,u) + G(t, x),
ou F(t,z,u) est linéaire en u et G(t,z) = AUO + |VUO|2U0 4 U° A AUC.
Comme uQ appartient 3 W**2°(Q), G est dans C* (R, WE>™(Q)) et
|F(t,z, U)Hwk,oo(n) < K(t)”u[[wk,m(ﬂ) avec K € C®(R™;R). De méme
que lors de la résolution de (3.6), on a alors I'existence d’un temps T et de
U? telle que U? vérifie (3.9) et U? appartient & C*(0, T, Wk (Q)).
En intégrant en temps, comme W () est une algebre, on obtient :

t t
107 e gy < € /0 K () [T llygee g (5) s + /0 G llygee o (#) ds.
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D’apres le lemme de Gronwall (lemme 2.2), on obtient que U? est définie
sur R tout entier. Donc U? appartient & C®(RT, W**(Q)). O

3.2.4. Existence de &3

On cherche une solution U? de I’équation aux dérivées partielles sui-
vante :

RJIE

- — |VyPUZ, = |VyPTOAUZ,

+U0 A p(z, (}3) +U2A p(z,UO)
—U2 A (U0 A p(z, T0))
—TO A (TO A p(z, U?))
~TO A (U2 A p(z,T9))

+VUIVY + ULAY + [V[2|ULPT0
+2VTOUIV4T0

+UO A (2VULVY + UL Ag)
V2T A @; + U Ag(z,U)
—UL A (U0 A p(z,UY))

—~UL A (UL A p(z,T9))

—TO A (U A (e, UY)),

(3.10)

—  au!l L~
U2=E—pourw601etz:0, et lim U?=0.

# zZ—=+00

\N

PROPOSITION 3.4.— Pour tout T > 0, ["équation (3.10) admet une
solution

U2 € H™(0, T; Wo™(0;) @ H{(RT)),
pour tout (I,m) € N?, dés que g € WFt3°°(Q) avec k € N.

—~

. ou! .\
Preuve.— On considére un reléevement f = p(z)—— de la condition au
v

bord et on se raméne a un probleme de Neumann avec condition homogeéne

en posant U? = w+ f avec la condition initiale w(¢ = 0) = 0, puis on utilise
un procédé de Galerkin (voir la preuve de la proposition 3.2). O

3.3. Estimation du reste
Dans cette section, nous allons prouver le théoreme 1.1 :
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3.3.1. Preuves

o2 oU?
W(m 'T) + —(ta Zz, 0)

Soit © € C®(0,T; H*(Q)) telle que 8—@(t, )= £

ov
sur (0,T) x Oy.

On pose :

U(z)

w (8, 2) = UO(t, 2) + ep(x) U (t’ z T)

+e2 <72‘(t, z) + p(z)U? (t, z, ﬂ;—))) +&20(t, z) + e2v° (8, z),

ou p est une fonction de troncature C*°, & support compact inclus dans
O et valant 1 sur un voisinage de 952, qui prend en compte le fait que les
termes de couche limite ne sont définis que dans O;. On note :

+é? (fﬁ(t, z) + p(z)U? (t, z, ?—(Ei)» +20(t,x).

Un calcul algébrique donne que v vérifie ’équation suivante :

{ ')
601,1/ = 0 sur 99,
{ v%(0,z) = v§(x) dans Q, (3.11)
avE 2 £ £
5 —2A =T+ ...+ Tg+ F° sur [0,T] x Q,
\

ot Q est un ouvert borné régulier de R® et
Ty = 5|Voe|20°,
Ty = e*(|Vv®|%a® + 2(Va®, Vo©)v*),
T3 = €2(|Va®|?v® + 2(Vv®, Va®)a®),
Ty = 20 A Aa® + €2a A Av® + et A Avf,
Ty = a® A p(z,v°) + v° A p(z,a°) + e20° A o(z, v°),
Ts = —(a° A (a° A p(z,v%)) +a° A (v° A p(z,a%)) +v° A (a° A (z, a%))),
Ty = —e%(a® A (v° A o(,v%)) 4+ v° A (0 A p(z,v7)) + v A (v A p(z, a%))),
Tg = —e*v® A (v° A o(z,v9)).

F¢ est précisée dans ’annexe 3.3.
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PROPOSITION 3.5.— Pour tout p, 1 < p < +o00, et tout T > 0, il existe
des constantes C, indépendantes de € telles que pour tout € > 0 et tout
tel0,T],

”a'E”WI'P(Q) < Gy,

el D%af||Le ) < Cp
e2(|VAaf Lr () < Gy,
1 F€ a2 o) < Co.

Preuve.— En considérant I’expression de af, il suffit de regarder la

régularité des fonctions U2, U2 et ©. Les inégalités de Sobolev rappelées
dans le théoréme 2.1 nous donnent alors le résultat. O

On démontre l'existence de v* par un procédé de Galerkin : on prend
pour base les vecteurs propres du laplacien avec des conditions de Neumann
au bord et on procede aux estimations a priori sur le probléme approché :

Estimation L2 : On multiplie (3.11) par v et on intégre sur . Les
e

est nul sur le bord de €. On

intégrations par parties sont licites car

obtient :

v
ov

d
= (I0°122) + 2902 = /(T1 b+ To+ FOF da
Q

N =

On majore chaque [, T;v° dz de la maniére suivante :

/Tlvs dz| < &8|v°||Les [|0° |2 || Vo® |2,
Q

/TQ’UE dzr| <

e* (lla*llue % =1V IEs + 2[10° oo I Vas|lLoe [[0° |2 | VofIL2) ,

/Tg’UE dr S

Q

Q

e (IVa®liE=lvelifz + 2lla® L= IVa [lLo [v [z [ Vo< Ip2)

2IVa s o 2 [IVo© e,

S~
=3
<

™
IS
S
IN

Clla®|lee lv° ][22,

S~
&3
(o4
j= ¥
S}
IN

Clla®|E=Ilv° 17,

S~
53
(4

[0y
&
IN
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/TwE dz
Q
/Tg'UE dx
Q
/Fsve dr
Q

En utilisant les majorations (3.5) et le lemme 2.1, et puisque e est
borné en norme L™ indépendamment de ¢ (et donc en norme LP pour
1 < p € oo car 2 est borné), on obtient, pour 0 < ¢ < 1, qu'il existe une
constante C telle que

< Caflue of flLe=[lvelIE2

= 0,

IA

17 |2 [|v® ll2-

1d
§allvsllfz +e2| Vi < C(®|Av® g2 + [lv7]iF2 + 1) (3.12)
Estimation H' : On multiplie (3.11) par —Av® et on intégre par parties.

On peut le faire une fois car v vérifie des conditions de Neumann au bord.
On obtient la majoration suivante, en utilisant les inégalités de Sobolev :

| =

IVoe|22) + 2| Avf||Z. = | (Th +...+ Ts + F©)Av° da,
L L o

| =
QU

t
et on majore le terme de droite de la maniere suivante :
[ v da] < S IV A0 o

o)

/ To AV dz| <
Q
et (Jlaf|lL IVee |12 + 2 Va® |lLee [[0% ||l | VV° Iz ) | AvE 2,

/T;;Afu6 dr| <
Q
e2(||Vas ||Z [v° Iz + 2l [lLee (| Va®[[Lee [[Vo© |IL2) | Ave |2,

/ TuA da| < &2 Aac o 07|12 | AF 2,
Q

/TsAve dz| < C||Vve||p:

Q
(IVasfleellvlive + llaflles [vellLz + lla®llue= [ Vo©[lL2)
+Ce?||ve L= (v Iz + [VeF (L) [ Vos Iz,
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/ ToAof da| < C||Vo |2 ]|t e
Q

(IVa&|luee lv¥llLz + lla®llLee vl + fla®llLe [ Vo©]lLe) ,

/ Ty A dz| < Ce||Vor |2 |of e
Q
(IVa{lLee [lv¥llLz + lla® |l [v°|lLzz + lla®]lLe VoS | 2)

2
L2

/TgAv€ dz| < Ce*||vf |2~ || Vv®
Q

/ FEAVE dx
Q

On utilise l'injection de H'(Q) dans L*(Q) pour T3, et le lemme (2.1)
pour 75 :

S[VEE |2 [ Vo |-

/TIAUE dz| < Ce®l|v |l ||V |3 [| Av° |2
Q

< Cof e (07 [1E2 + 1407 IF2) 1A% |p2,
/QTQAUE dz| < e* (Clla®|lue [[o% [l ([[o°1F2 + | AvF|[F2)

+2[|Va®|jLee [[v® Lo [ Vo®lLz) | Av® ]Iz,
et on en déduit :

24
2dt
+ C'(e:10 + 52)Hv8||ﬁ4‘2 + C(62 + 1)HVUEI|H23 + CHUEHI?; +C.

2
13
[VoflIz) + e[| Av® |12 < el v + 5 1Avelgz

puis,

d
= UIVRlEe) + €1 A0® |22 (1 — Ce||Av®[lL2) < O™ + &%) o[-
+Cllv¢ |22 + C(s2+1)||Vv€||E2+C.
(3.13)

Estimation H? : On multiplie par £2A2v° et on intégre une fois par
parties sur € :

1d
3 (180 o)+ VA ey < [ (T4 4 T+ F) A% de
2dt 0
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On majore chaque [, 2T, A2%v¢ dzx de la maniere suivante :

< & (IVolfs + 20 Vof flue | Ave fluz) [V AVF|pz,

52/ T&AQ’U‘g dzx
Q

82/ Ty A%® dx
Q

< &8 (2efllm Vo e [ 807 s + 3 a [ V0722
2V o A

+2)|Aa# [l [Tz 0¥ e )V AV 2,

52/ Tgszs dr
Q

<et (3||Va€llioo IVefllez + 2 Va® [[Le | Aa Lo [[o% .2
+2l|af[|Le= | Aa® Lo [[Vo©|L2

+2)|Va# e o e [ Av7ll2 ) VAV 2,

82/111A2’1)s dzr
Q

< e (1Aat e Vol + IV Aa o s

HIVas e [ A0° 12 ) 7 207 |12
0| V0* s | Av* s | VAV 2,

&2 / TsA%0f do
Q

< €€ (Jlaf e Ve 2 + ol o o
|V o o 2 ) |V Ave o

+Ce o e (I llee + 90 2 ) 1V A0z,

52/ Te A2 dx
Q

< €22 (|0 o 0* e + lla | Vo< 2

1V oo la® e 0% 2 ) IV Av# ez,

& [ Traer do) < Ot (o lum oo oz + I e o e o
Q

Hla fuoe o looe V0% 2 ) [V Av# o,

&2 / ToA2® da| < Ce8l|o* (2o (0% Iz + V05 l2) [V A0S 12,
Q

< VF|lp2 | VAVE| 2.

52/ FeA%® dx
Q
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En utilisant le lemme (2.1), on en déduit :

|

4
(e*Av°|IE2) + e[ VAV®|IE. < 57IIVAUEIIE2 + Ce®|| Ave|p2 [V AV®IF

[
Q.

t
+P([[0]IF2, IVv7[I22)

Qo122 IVeeliE2) lleAve |7

+Ce®|| Av®||g, + Ce'?]| Av®ff,

avec P(z,y) = C(y* + 2+ 1) et Q(z,y) = C(1 +y) (les ¢ sont majorés par
1 dans P et Q). Ce qui s’écrit :

= (EZ1A07[IE2) +e*IVAV|IE: (1~ C*[|Av%|lp2) < P(llo" |22, |07 72)

FQUI° Iz, IVo° IF2) lleAv® [[F2+Ce®|| Av®||{2+Ce™? | Ave . (
3.14)

1
Soit T, le premier temps oil ||cAv®|| 2 atteint 30" Montrons que ce temps
5

T: est minoré par une constante strictement positive indépendante de ¢.
On reprend estimation L? sur v* pour ¢t < T :

|

loIIE2 + eI Vo IE2 < K(1+ [[o°|If2)

[
U

t

Donc

lv¥]132(2) < h(t) = M(eXt — 1) pout ¢ < T
On obtient ensuite par 'estimation H', toujours pour t < T :
& (196 122) + S 180" s < Ce+ )7
dt L 5 Lz = L
+C(e* + DI[Ve|E2 + Cllvf[IZ2 + C < a(t) + K'[[VoF |2,
avec a(t) = C (2h*(t) + h(t) + 1). On en déduit que :
[Vv® |22 < k(t) pour t < T,

ou k(t) = fot a(s)eX (=9 gs,
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Enfin, en reportant dans (3.14), on a :
d et .
= (leAvfZ2) + S IVAFE: < P(RF(IE, [Vo©liE2)
+ QU IIE=, IVeeliZ)lledve 17
+ Ce8| Ave (|2, + Ce'?|| Avt|,
< r(t) + s(t)leAv® |12,

1 1
u r(t) = P(h(t),k — t) = Q(h(t . ’ i
:387“.( ) (h(t), k(t)) + 1603 + GICT et s(t) = Q(h(t), k(t)). Il s’en suit
leAv®||3. < I(t) pour t < T,
t t
avec I(t) = / r(u)efu s(®) 4V 7, La fonction ! étant continue, il est clair

0
que 7. tend vers +0o quand ¢ tend vers 0.

4. Expression de F*
Le terme F© peut s’écrire sous la forme :
Fe =.A04-€A1ﬁ-.”'+€6A6

avec

40 =22 U A p(,0) - © Az, U%) + U0 A (U A p(z,0))

~ ot
+U° A (O A @(z,U%) + O A (U° A p(z,U°))

Ar= —|VyPULPU — 2(VU°, VUH)U? — AU — ApU} — |[VU?2U?
—2VVU2 — 2V (VUO, UHU? — 2Vy(VUL, UHU®
—2V(VUC,UZ)U° - 2|Vy|* (UL, UHU® — |VYPU AUZ,
—AYU° AUL — |Vy[2U% AUL, — U° A AU — 2VU! A VUL
—AQUY AUL — |Vy|?O AUL, —2VyU° AVU2 — U A AU®
—U'Ap(z,U?) = UL Ap(z,0) = U? Ap(z,UY) — O A p(z,U?)
+U A (U A p(x,0)) + U° A (UL A (2, U?))
+UO A (U2 Ap(z,UY)) +U° A (O A p(z,UY))

UL AU Ap(z,UY) + UL A (© A p(z,U?))

+UL AU A p(x,U?)) + UL A (U2 A p(z,U%))

+U A(U° A p(,0)) + U2 A (UL A p(z,U%))

+U2 AU Ap(z,UY)) + O A (U° Ap(z,UY)) + © A (UL A p(z,U0))
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—AU? — A® — |VYR|ULRU2 — 2(VUO, VUHU! — |Vy2|UL 20
—|VU2U° - [VU?2U2 — |VUO|26 — 2Vy(VU!, UHU?
—2|Vy|2(UL, U2)U — 2Vy(VUO, U2)UL — 2Vy(VU°,UL)U?
—2V(VUO, UNO — 2Vy(VUL, U2)U° — 2Vy(VU2, UHU®
—2Vy(VO,UNU® — |Vy|2|U22U° — 2(VU?, VU2)UO

—2(VU°, VO)U® — |Vy[PU? AUZ, — AYU2 AU — AVO AU}
—2VyU2 AVUL —U°AAU?2 - A AU - U A AU?

—AYU' AUL — 2V9U A VUZ — 2V90 A VUL — V4|20 AUZ,
—USAAO —U2AAU® —U? Ap(z,U?) — U? A p(x,0)
—OAp(z,U?) — O Ap(x,0)+U° A (U? A p(z,U?))

+U A (U2 A p(z,0)) + U A (O A @(z,U?)) + U A (8 A p(z, ©))
+U A (U A p(z,U2)) + UL A (UL A p(2,0)) + UL A (U? A p(z,U1))
+U A (O Ap(z,UY)) + U2 A (U2 A p(z,U%) +U? A (U A ¢(z,0))
+U2 A (U A p(z,U2)) + U2 A (U Ap(z,UY)) + U2 A (O A p(z,U°))
+O AU A p(z,UY)) + © A (U° A p(z,U?)) + O A (U A p(z, ©))
+O A (U? Ap(z,U%) +O© A (O A p(z,U))

—2(VU°, VU)U! — 2(VU°, VUYO — |V [2|U2|2U?
—2(VU, VUYU? — 2(VU°, VO)U! — |VU2U — 2Vy(VU, UL)U?
—2Vy(VUL,UNO — 2V (VUL U2)U — 2Vy(VU?, UL UL
=2|Vy2(U;, U2)U? - 2|Vy|* (U}, U2)e — 2Vy(Ve,UH)U?
—2V(VUP, U2)U? — 2Vy(VUO, U2)O — 2Vy(VU2, U2)U°
—2V$(VO,U2)U° — 2(VUL, VU2)U? — 2(VU!, VO)U? — U2 A AU?
—OANAU - U AAU? — U A AB — 2VU2 A VU2 — Ap© A UL
—2VyYO AVUZ — AYU2 AUL + U A (U? A p(x,U?))
+U A (U2 A p(2,0)) + UL A (O A p(x,U?)) + U A (O A o(z, ©))
+U2 AU A p(z,U%)) + U2 A (U2 A p(z,UY)) + U A (UL A o(z, ©))
+U2 A (O Aoz, U)) + O AU Az, UY)) + 0 AU A p(z,U?))
+O A (O Ap(z,UY)) +0O A (U Ap(z,0))
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Ay = —2(VUL, VO)U! — 2(VUO, VU2)0 — 2(VU?, VU2)U?
_2(VUO, VUR)U2 — 2(VU®, V)2 — 2(VUP, V)6
_2(VU2, VO)U° — 2V (YU, U2)U? — 2V(VU?,U2)0
_2Vy(VU2, UNU? — 2V (VU?, UL)8 — 2V (Ve, UL U2
—2Vy(VO,UN)e — 2Vy(VUZ, U U - 2Vy(Ve,U2)U!t
~|VyP|UZ]?U? - VY P|UZ?0 — [VO?[PU° — VU U?
_|VU20 — [VU2[RU° — U2 A AU2 — U2 A A — © A AU?
—OANAO+ U2 A (U2 Ap(z,U?)) +U? A (U? Ap(z,0))
+U2 A (O Ap(z,U?)) + U2 A (O Ap(z,0))+ 0 A (U2 A p(x,U?))
+OA (U2 ANp(2,0)) +OA(OAp(z,U?))+OA(OAp(x,0))

As = —|VU2]2U! — |[VOJRU! — 2(VUL, VU2 U? — 2(VUL, VU2)©
—2(VU!,VO)U? — 2(VU!,VO)6 - 2(Ve, VU2)U!
—2Vy(VU2, U2)U? — 2V(VU2,U2)0
—2V(VO,U2)U? — 2V(VO, U2)e

Ag = —|VU?2U? — |VU?20 - |VO|?U? - |VO|?e
—2(VU?,Ve)U? - 2(VU?, Ve)e
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