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Calcul pseudodifférentiel p-adique *

ABDELLAH BEcHATA (1)

RESUME. — On développe ici I’analyse pseudodifférentielle des opérateurs
agissant sur les fonctions & valeurs complexes sur k", ou k est un corps
non archimédien. Cette étude met en jeu, pour commencer, une géné-
ralisation au cas p-adique des méthodes obligatoires (calcul de Weyl,
représentation d’Heisenberg) ou souhaitables (utilisation de familles d’états
cohérents et caractérisation des classes d’opérateurs par leur action sur ces
états) de l’analyse pseudodifférentielle. On en déduit une caractérisation
«a la Beals» de classes d’opérateurs, ainsi qu’un calcul fonctionnel des
opérateurs de poids un. L’absence d’opérateurs de dérivation interdit bien
str tout développement « a la Moyal » de la composition de deux symboles:
mais, utilisant la théorie des caractéres multiplicatifs de k%, on donne une
formule de composition reliant la décomposition en termes « homogenes »
d’un produit f;# f2 aux décompositions de cette espece de f; et fa.

ABSTRACT. — We develop the pseudodifferential analysis of operators
acting on complex-valued functions on k", where k is a non-Archimedean
field. Our study relies on the generalization of classical concepts such as
the the Weyl calculus and Heisenberg’s representation, also on the char-
acterization of classes of operators by means of their action on « families
of coherent states». A Beals-type characterization of certain classes of
operators, together with the usual application to a functional calculus of
operators of weight one, is derived as a consequence. Since no derivation
operators are available in the p-adic analysis, no Moyal-style expansion of
the composition of two symbols is possible: nevertheless, using the theory
of multiplicative characters of k*, we give a composition formula ex-
pressing the decomposition in « homogeneous terms » of a sharp-product
f1#f2 in terms of the corresponding decompositions of the two factors.
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Introduction

Le calcul pseudo-différentiel, en particulier le calcul de Weyl, est un
outil fondamental dans I’étude des opérateurs apparaissant naturellement
dans les probléemes d’équations aux dérivées partielles. Cet article a pour
but le développement du calcul de Weyl dans le cadre des corps locaux
non-archimédiens. Une telle étude a été initiée en 1993 par S. Haran [S.H.].
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Le livre de [V.V.Z] introduit également les opérateurs pseudo-différentiels
en analyse p-adique dans un esprit plus orienté vers la physique. La méthode
employée ici fait une large part 4 des méthodes directement issues de I’analyse
harmonique (représentation d’Heisenberg, représentation métaplectique,
familles d’états cohérents). Elle généralise ainsi les méthodes développées
dans ([A.U.1]) dans le cas non-archimédien ; la présentation de I’analyse sur
Pespace de phase dans [G.F.] est faite dans le méme esprit. En revanche, les
méthodes plus classiques de ’analyse pseudo-différentielle ([L.H.]), basées
sur Pintégration par parties et les développements asymptotiques, ne sau-
raient s’étendre ici.

Désignons par £ un corps local non-archimédien de caractéristique nulle
ou différente de 2 et soit ¥ un caractére non trivial de k. Considérons le
groupe d’Heisenberg, ’unique extension centrale de de k¢ x k¢ par k con-
struite a partir de la forme symplectique dont la définition est rappelée en 1.2
ci-dessous. Au caractére ¥ est attaché une représentation irréductible uni-
taire bien définie (la représentation d’Heisenberg) du groupe d’Heisenberg
dans P’espace L2(k4, C). On introduit le calcul de Weyl, qui définit une appli-
cation linéaire de L?(k® x k%) (espace des symboles de carré intégrable) dans
I’espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur L2(k?), par une généralisation
naturelle de la formule usuelle dans le cas archimédien. L’un des objets de
ce travail est d’étendre la signification de Popérateur Op(f) de symbole f &
des cas plus généraux que celui ot f appartient & L2(k% x k9).

Il n’existe pas, dans le cas local non-archimédien, d’opérateur de dériva-
tion, non plus que de fonction polynomiale & valeurs complexes : mais il est
néanmoins possible, comme ’avait remarqué S. Haran, d’introduire deux
familles (I*) et (J?) d’opérateurs se substituant aux classiques opérateurs
de dérivation et de multiplication, et permettant de définir ’analogue des
espaces de Sobolev ou les images de ces derniers par la transformation de
Fourier. Ceci conduit & une définition naturelle aussi bien de 1’espace S(k9)
«de Schwartz» et de son dual que des classes de symboles associées a des
poids possédant des propriétés analogues & celles du cas archimédien. Il
s’agit alors, pour commencer, d’étendre a I’analyse p-adique les criteres de
continuité des opérateurs pseudodifférentiels associés, et de montrer que
I’on obtient ainsi des algebres d’opérateurs non-commutatives dans le cas
des symboles de poids 1.

La méthode employée ici consiste & partir de la fonction ¢ € L2(k9),
fonction caractéristique de ensemble des points de k¢ a coordonnées dans
I’anneau des entiers de k, que 'on a normalisée convenablement, et de la
famille (¢,,,) que ’on en déduit en faisant agir la représentation d’Heisenberg.
Tout le calcul symbolique des opérateurs dans des classes de symboles
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a poids est obtenu & partir d’une caractérisation des opérateurs Op(f)
dans une classe donnée par une propriété relative aux produits scalaires
(Op(f)Py,m> @y ). Poussant cette méthode plus loin (suivant [U.U.]), on
parvient & une caractérisation « & la Beals » de certaines classes d’opérateurs :
ceci permet de justifier ’existence d’un calcul fonctionnel de ces opérateurs.

Un point sur lequel ’analyse pseudo-différentielle non-archimédienne est
fondamentalement différente de ’analyse usuelle concerne la formule de
composition des symboles, qui exprime le symbole f#g du composé de deux
opérateurs de symboles f et g. Tout comme dans le cas archimédien, il existe
une formule intégrale de composition, qui n’a rien de particulier. On sait que
dans le cas archimédien, le développement en série entiere de I’exponentielle
qui intervient dans cette intégrale conduit a la formule asymptotique «de

1
Moyal» f#g ~ fg+ e {f,g} + --- Rien d’analogue ne saurait exister
i

dans le cas non-archimédien parce qu’il n’y a pour commencer ni analogue
du crochet de Poisson, ni développement en série du caractére ¢ devant se
substituer & ’exponentielle. En revanche, dans le cas de la dimension un, on
peut décomposer tout symbole raisonnable comme superposition intégrale
de termes homogenes, et décomposer a nouveau le composé f#g¢g d’une fagon
analogue : bien entendu, les « termes» obtenus ne sont pas des polynomes !
On parvient alors (théoréme 6.5), dans le cas non-archimédien, & une formule
généralisant la formule annoncée dans la section 5 de [A.U.2], a I'occasion
d’une étude sur les formes modulaires non-holomorphes, et démontrée dans
[A.U.3]. La démonstration de ce théoréme est assez longue et sera ’objet
des sections 5 et 6.

Cet article est le résumé d’une thése [A.B.] soutenue a I’Université de
Reims : je remercie A. Unterberger pour son soutien pendant la préparation
de cet article.

1. Définitions et notations générales

Dans toute la suite, & désigne un corps local non-archimédien, c’est-a-
dire une extension algébrique de degré fini soit de Q,, soit de F,,((X)) pour
un certain nombre premier p, de caractéristique différente de 2. On note Oy
I’anneau des entiers de k : c’est un anneau principal et local, c’est-a-dire qu’il
posséde un unique idéal maximal. On fixe une uniformisante w de k, c’est-
a-dire un générateur de cet idéal maximal et 'on note | . | P'unique valeur
absolue de k vérifiant | @ |= (card(Ok/wOx))~! (dans le cas ot k = Qp,
on a ainsi Oy = Z, 'anneau des entiers p-adiques, @ = p par exemple et

. m. . . oo
|z |=p~%siz € Q avec z = p>— olt m et n sont des entiers non divisibles
n

par p). Dans la suite, on notera parfois ¢ le nombre entier| = |~! . En outre,
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on choisit dans toute la suite un caractére additif non trivial ¥ de k. Le
plus grand idéal fractionnaire de Oy, sur lequel v est constant se nomme le
conducteur de ¥ ; il est traditionnellement noté Of, et il est égal 4 I’ensemble
@™ ¥) O}, pour un certain n(1) appartenant & Z (par exemple dans le cas
ot k = Qp, on peut choisir ¥ de telle sorte que 'on ait ¥(z) = e*% si
T €Qpety e Qavecz—y € Zy. Le conducteur de 1 est alors Z,). A ce
conducteur on associe une valeur absolue non-archimédienne sur k, «duale »
de la valeur absolue |.|, et qui est définie par : | z |V=| zw ¥ | . Sur k9,
on définit les normes suivantes : ||y|| = mag lwi |, InllY = mag |7 |V .

Le but de ce travail est d’introduire et d’étudier un calcul symbolique
des opérateurs linéaires, éventuellement non-bornés, agissant sur ’espace
L2%(k%), ol, pour emprunter la terminologie de la mécanique quantique,
lespace k? peut-étre appelé I’espace de configuration. Il convient, pour
I’analyse de Fourier, d’introduire également I’espace dual, dit espace des
impulsions : si, sur ’espace de configuration, on utilise la norme | |, on sera
amené & utiliser la norme duale | |V sur espace des impulsions. Enfin, pour
développer un calcul symbolique, il convient d’introduire ’espace de phase
qui est le produit de I’espace de configuration par ’espace des impulsions.
On peut Pécrire k% x k%, étant entendu que le deuxiéme exemplaire est
identifié au dual du premier au moyen de la dualité de groupes localement
k¢ x k4 — C*

ou 'on a posé, pour (y,
y,m) — ¥(<y,n>), posé, pour (y,7)

compacts définie par : { (

d
appartenant & k% x k%, < y,n >= > yim;. On remarquera que, lorsque d

=1
est égal a 1, le conducteur O, défini précédemment s’identifie au dual de
Pontriaguin du groupe k/Oy, par cette dualité.

On note alors dr la mesure de Haar sur k¢ autoduale relativement
3 la dualité précédente ; elle est caractérisée par la condition vol(Of) x
vol((02)%) = 1. L’espace L%(k?) des fonctions de k% dans C de carré
intégrable est muni du produit scalaire usuel donné par

Vu,v € L2(kY), (u,v) = /u(w)v(z)dm (1.1)
kd
Comme dans la théorie archimédienne, I’espace de phase k% x k¢ est muni de

la forme symplectique (ici & valeurs dans k), dont on rappelle la définition ;
pour (y,n), (v/,n') appartenant & k% x k%, on pose

(@ m), &) =<y ,n>—-<y,n >. (1.2)
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On définit 1’analogue non archimédien du poids 1+ ||(y, 7)|?, pour (y,n)
appartenant & k¢ x k¢, par la formule suivante :

| Ly,n |= maz(L,|12yll, 120]"), (1.3)
et ’on note aussi | = |
17y = 17y70 b

{ [1,7]V=]1,0,n]. (14

Ce poids vérifie encore une inégalité du type «inégalité de Peetre », i.e.

VX,Y ek? |1, X+YI|< |1, X|x|1L,Y]. (1.5)

Le facteur 2 présent au second membre de (1.3) est lié au fait que, partant
de la considération sur ’espace de configuration de fonctions élémentaires a
support dans (’),‘j, on parvient d’emblée, pour ce qui concerne leurs fonc-
tions de Wigner (cf. proposition 2.10), & des fonctions & support dans

1 1
(-2-(9,‘3) x ( 5(’),‘;)‘1 sur ’espace de phase (un phénomene tout & fait analogue
se présente en analyse archimédienne o, si ’on part de la fonction ez_"“I'f
sur R%, on parvient par le méme procédé a la fonction e~27(l¥l™+lnl%)
sur R? x R%). Nous devons, en particulier, disposer d’un poids m tel que

I’opérateur, non borné, de multiplication par m posséde comme fonctions
propres ces fonctions de Wigner et, pour cela, il suffit que notre poids soit

1 1
(5(9,‘3) X (§Oz)d-périodique.

L’espace usuel des fonctions-test sur k¢ est I’espace de Schwartz-Bruhat
que 'on note Salg(kd); il est défini comme espace des fonctions a support
compact et localement constantes sur k9. La transformation de Fourier
(notée F) sur Sgq(k?) est donnée par la formule suivante :

Yu & Suy(k), (Fu)@) = [u@v(- <yo>)dy.  (16)
kd

Il est nécessaire d’introduire également la transformation de Fourier sym-
plectique (notée G) sur Syi4(k? x k%) dont voici la définition :

Y f e Suplkt x kY, @) =2 [ sweyx) e )
kd xkd

La normalisation choisie est traditionnelle dans le cas archimédien : le
symbole G f est en effet (cela persiste ici) le symbole de 'opérateur obtenu
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en composant & droite Popérateur Op(f) par la symétrie u — 4. La trans-
formation F (resp. G), qui est un automorphisme de Saq(k?) (resp. de
Saig(k? x k%)), se prolonge en un automorphisme isométrique de L2(k?)
(resp. L2(k% x k%)) ; en outre, la transformation de Fourier symplectique
jouit de la propriété supplémentaire G> = Idp2xz2q).

Pour en terminer avec les définitions générales, on rappelle la définition
de la représentation unitaire irréductible projective «d’Heisenberg» 7 de
k% x k? dans L?(k?) attachée au caractére . Elle est définie pour u ap-

partenant & L?(k%) par (n(y,n)u)(z) = (< = — %,n >) u(z — y) et

vérifie I'identité suivante valable pour tout couple (X,Y) appartenant a
(k% x k%) x (k¢ x k9) :

A(X)m(Y) = w(%[x, Y]) 7(X +Y). (1.8)

Un autre espace S

Pour I’étude du calcul de Weyl local, il est nécessaire d’introduire de
nouvelles familles d’opérateurs qui joueront un réle analogue aux classiques
opérateurs archimédiens de multiplication et de dérivation. Cette définition
conduit & Pintroduction d’un espace S de fonctions suivant [S.H.].

Soient «, 3 deux nombres réels positifs ; on introduit sur ’espace Salg(kd)
les opérateurs suivants :

E_I"‘u)(x) =Lz |* u(z),

Vau —_ 1, Va u ,

Vs € Saig (k) (5%)(3)(&:) (]I:“lgj"tﬁfu()%),
(1) () = (I* JPu)(z).

Sur Pespace Sqiq(k? x k), on définit de méme I’opérateur 7° de multipli-
cation par | 1, X |*= [maz(1, |2z|, ||2§HV)]Q si X = (z,&) et Popérateur
Je, conjugué par G de P'opérateur I8 . 'opérateur J? joue donc le role
que jouerait l'opérateur (1 — A)‘g en analyse réelle. Contrairement au cas
archimédien, les opérateurs F* et J® commutent, ainsi qu’il a été remarqué
par S. Haran (loc.cit). On le revérifiera plus loin.

Les différents opérateurs introduits ci-dessus sont essentiellement auto-
adjoints sur L2(k%) (resp. L?(k? x k%)) et ’on désignera par les mémes
symboles leur unique extension auto-adjointe (dont le domaine contient par
définition Sg;q(k?) (resp. Saig(k? xk?))). On appellera espace des «fonctions

4 décroissance rapide» l’espace S(k%) = () Dom(I*?). Autrement dit,
a,32.0
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il s’agit de I’espace des fonctions u appartenant & L?(k9) telles que I*#u
appartienne & L?(k9) pour tout couple de nombres réels positifs (c,3).
L’espace vectoriel S(k%) devient un espace de Fréchet lorsqu’on le munit
de la famille de semi-normes || u ||o,s=| I*®u ||r2(ke) . En outre, S(k%)
est un espace nucléaire, ce qui nous permettra d’utiliser le moment venu
Panalogue du théoréme des noyaux de Schwartz.

On note &' (k%) le dual topologique de S(k%) que ’on appellera espace
des distributions « tempérées» sur k¢ et, pour toute distribution tempérée
T et pour toute fonction & décroissance rapide u sur k%, on note < T,u >
la valeur de T sur u; on écrit aussi (T,u) =< 7,7 > (o u — T est la
conjugaison complexe).

DEFINITION 1.1. — On note ¢ (resp. ¢°) la fonction caractéristique de
(Or) (resp. (02)%) multipliée par (vol(Ok)?)™2 (resp. (vol(O2)?)~%) et,
pour tout (y,n) appartenant a k% x k%, on pose ¢y, = 7 (y,n)é.

La transformée de Fourier de ¢ (resp. ¢°) est ¢° (resp. ¢). La famille
(#y.m) (y,n)ekéxke s'appelle une famille d’états cohérents pour L2(k% x k%) et
elle jouera un grand réle dans la suite en raison du lemme suivant, appelé
quelquefois «résolution de ’identité» (dans le cas archimédien). La preuve
est faite dans [S.H.] dans le cas du corps Q, et se généralise sans difficulté.

LEMME 1.2. — Pour tout couple de fonctions u,v appartenant a L?(k?),

ona:
[| w ”%Z(kd)=k”£i | (v, ¢x) ? dX,
(ua ’U) = f (ua ¢X)(¢X,v) aX

k2d

ou le produit scalaire dans L?(k%) a été défini en (1.1).

Les fonctions ¢, , appartiennent & I’espace Sy4(k®) et on dispose des
deux formules suivantes :

Y(y,n) € k¢ x k%, I1%Poy, = 1,y [*| 1,7 [V* ¢y (1.9)

La formule (1.9) et le lemme 1.2 permettent de revérifier que les opéra-
teurs I® et J® commutent. En outre, ils se prolongent en des automor-
phismes, continuant & commuter entre eux, de ’espace de Fréchet S(k9).
Enfin par dualité, on étend ces opérateurs en des endomorphismes continus
(pour la topologie faible) de I’espace &’ (k?). De fagon analogue 4 la théorie
archimédienne, toute distribution tempérée sur k¢ est, par le théoreme de
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Hahn-Banach, combinaison linéaire de distributions de la forme %8y o u
est un élément de L2(k?) et (a, 3) est un couple de réels positifs. En com-
binant ce dernier résultat avec le lemme 1.2, on en déduit que, pour toute
distribution tempérée f sur k% et pour toute fonction & décroissance rapide
u sur k9, I’identité suivante est vérifiée :

(fru) = / (f, 6x)(6x, u) dX. (1.10)
L2d

Rappelons que ’espace de Schwartz-Bruhat Salg(kd) est la limite in-
ductive des espaces de fonctions continues localement constantes a support
dans un compact donné de k?. On appelle distribution toute forme linéaire
continue sur cet espace.

PROPOSITION 1.3. — (i) Soit f une distribution sur k%, alors f appar-
tient & S’(k%) si et seulement si il existe un entier positif N tel que la
fonction X —| 1, X |7V (f, ¢x) appartienne ¢ L?(k® x k9).

(ii) Soit f un élément de S'(k%), alors f appartient a L?(k?) si et seule-
ment si la fonction X — (f, ¢x) appartient & L?(k? x k%).

(4ii) Soit f un élément de S'(k%), alors f appartient a S (k%) si et
seulement si pour tout entier positif N la fonction X —| 1, X |V (f, ¢x)
appartient ¢ L?(k? x k%).

Preuve. — (i) Pour ’implication directe, on utilise le fait que toute dis-
tribution tempérée est la combinaison linéaire de distributions de la forme
I%Py ot u est un élément de L?(k?) et (a, 3) est un couple de réels positifs
ainsi que la formule (1.9) et le fait que la fonction X —| 1, X |~(¢+D) est
de carré intégrable. Pour la réciproque, on applique l'inégalité de Cauchy-
Schwarz & la fonction X — (f,¢x)(¢x,u) = [|LX|™N (f,¢x)]
[l 1,X | (¢x,u)] puis la minoration évidente | 1,y,n |> max(|1,y|, 11,7]")
et la formule (1.9). On en déduit que la forme linéaire f sur 'espace S(k%)
définie par : Vu € §(k?), < f,u >= [ (f,¢x)(¢x,U)dX est une distribu-

k2d

tion tempérée sur k¢ qui coincide avec f sur les états cohérents qui forment
une famille génératrice de Sqq(k?).

(72) L’implication directe est I’objet du lemme 1.2 et la réciproque de la
formule (1.10) ainsi que de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

(443) L’implication directe découle de ce que la fonction I™MVu
appartient & L?(k%), du lemme 1.2, de la minoration évidente | 1,y,7 |>
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max(|1,y|,|1,7|") et de 'identité (1.9). Pour la réciproque, on utilise I'identité
(1.9), la formule (1.10), P’hypotheése faite sur f, l'inégalité | 1,y |*

| 1,17 |VP<| 1,y,m |*7 ainsi que le point (ii) de la présente proposition
pour aboutir au fait que f appartient & ’espace S(k9). O

COROLLAIRE 1.4. — La transformation de Fourier F est un automor-
phisme continu de S(k?) ou de S'(k?) (ce dernier étant muni de la topologie
de dual faible du premier).

Preuve. — Pour S(k9), il suffit de constater que F 17 (y, n)F =n(-n,y)
et d’appliquer la proposition 1.3 (4i7). Le résultat s’étend immédiatement &
S’(k%) par dualité. O

2. Le calcul de Weyl p—adique

2.1. Définition dans le cadre I?

Pour toute fonction f appartenant a L?(k? x k%), on désigne par Op(f)
et 'on appelle opérateur de symbole f, I'opérateur de L?(k%) dans L?(k%)
possédant pour noyau intégral la fonction a; sur k4 x k¢ donnée par la
formule :

as@) = [ FEFL i< o= v >)an, (21)
kd

ol le terme de droite doit étre considxéré comme la transformée de Fourier
évaluée en y— de la fonction n — f (Ty’ 7). Traditionnellement, ’opéra-

teur Op(f) est noté sous la forme symbolique suivante :

Yue L), 0N = [ [ 15 muw(< s - un >) dy dn
kd kd
(2.2)
* Les propriétés usuelles de la transformation de Fourier (ici partielle) mon-
trent que le noyau oy est de carré intégrable sur k4 x k% et que I’application
f ¥ ay est une isométrie surjective de L?(k%x k). La théorie des opérateurs
de Hilbert-Schmidt nous permet alors d’énoncer la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1. — L’application qui o une fonction f appartenant
a L*(k? x k%) associe l'opérateur Op(f) est une isométrie surjective de
L?(k? x k%) sur l’espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt de L?(k?).
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Remarque.— En particulier, si f est un symbole appartenant a
éz(kd x k%), I'adjoint de Op(f) posséde un symbole, qui n’est autre que
I

DEFINITION 2.2. — Soient f et g deur symboles appartenant a
L2(k% x k?). L’opérateur Op(f)Op(g), qui est le composé de deux opérateurs
de Hilbert-Schmidt, est un opérateur de Hilbert-Schmidt. On appelle composé
des deur symboles f et g l'unique symbole f#g, appartenant a L?(k¢ x k%),
défini par :

Op(£)Op(g) = Op(f#g)

DEFINITION 2.3. — Soient u et v deuzr fonctions appartenant a
L?(k%). On appelle fonction de Wigner du couple (u,v) le symbole de l’opéra-
teur de rang un w — (w, v)u. On la note W (u,v). En particulier, d’aprés la
proposition précédente, la fonction de Wigner W (u,v) appartient a
L2(k% x k9).

PROPOSITION 2.4. — Soient u et v deuz fonctions appartenant a L?(k%)
et soit f une fonction appartenant a L?(k? x k%). Alors, on a l’égalité sui-
vante :

©p(ru0) = [ $E@W 02z (23)
k2d
En particulier, la fonction W (u,v) est définie par :
(W (u,v))(z,¢) = |2|d / u(z —t)v(z +6)Y(2 < t,¢ >) dt. (2.4)
k2d

Preuve. — 11 est immédiat que I’adjoint de 'opérateur Op(W (v, u)) est
Op(W (u,v)). En particulier, cela montre que W (v, v) = W {(u, v). La propo-
sition 2.1 montre que pour toute fonction f € L2(k? x k9),
Tr(O(f)Op(f)*) = [ |f(Z)?dZ . En polarisant cette derniére formule,

k24
on obtient pour tout couple de symboles (f, g) € (L?(k? x k?))?, 1a relation

Tr(O(f)Op(9)*) = [ f(Z)g(Z)dZ et, en remplagant g par W (v, u), on voit
k2d

que :

Tr(Op()Op(W (v, u))*) = / F2) T, 0)(2)dz
k2d

- / F(Z)W (1, 0))(Z)dZ.
k2d
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Par ailleurs, ’opérateur Op(f)Op(W (v,u))* n’est autre que I'opérateur de
rang un w — (w, v)Op(f)u dont la trace est égale & (Op(f)u, v). La formule
(2.4) résulte facilement de (2.3) et de la formule (2.2) de 'opérateur Op(f).
a

La relation de covariance suivante
m(X)Op(f)m(X)™' = Op(Y — f(Y — X)), (2.5)

analogue a sa version archimédienne, est fondamentale. On peut la vérifier
en réécrivant la définition de Op(f)u sous la forme

Yue (), Op(Hu@ =127 [@HEEW@AY. (26

k2d

En particulier : 7(X)Op(W (u,v))n(X)™! = Op(Z — (W(u,v))(Z — X))
quels que soient u et v appartenant & L?(k?) et X appartenant a k2.

D’autre part, la définition de la fonction W (u,v) montre que
T(X)Op(W (u, v))m(X) ™! = Op(W (m(X)u, 7(X)v)).

Ces deux derniéres formules nous fournissent la relation de covariance sui-
vante :

VZ ek WrX)u, 7(X)v)(Z) = (W(u,v))(Z - X). (2.7)

Dans la suite, nous allons étre amenés a calculer la fonction de Wigner
attachée a deux états cohérents. Pour cela, nous utiliserons, outre cette
relation, le lemme suivant dont la preuve est immédiate :

LEMME 2.5. — Pour toutes fonctions u,v appartenant a L*(k?) et pour
tous éléments X,Z de k% x k%, on a :

W(r(X)u, m(=X)0))(Z) = $(=2[Z, X])(W (u,v))(2).

On désigne par Sp(d, k) le groupe symplectique de k¢ x k9 c’est-a-dire
le groupe des automorphismes linéaires g de k¢ x k% tel que VX, Y € k¢,
[9X,gY] = [X,Y]. 1l existe une représentation projective Met, c’est-a-dire
une représentation, a des facteurs multiplicatifs complexes de module 1 pres,
de Sp(d, k) dans L?(k?), telle que

Vg € Sp(d, k), VX ek?@,  Met(g)m(X)Met(9)™! = w(g.X), (2.8)
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ol g.X est 'image de X sous ’action linéaire de g. Cette représentation n’est
autre que la représentation métaplectique (que ’on appelle communément
représentation de Weil en arithmétique), et qui devient une vraie représenta-
tion si on la reléve au revétement d’ordre deux du groupe symplectique.

PROPOSITION 2.6. — Soit f un symbole appartenant a L?(k*d). Alors,
on q la relation de covariance suivante :

Vg € Sp(d, k), VS € L*(k*%), Met(9)Op(f)Met(9)™* = Op(Z — f(g71.2)).

(2.9)
Celle-ci est bien connue en calcul de Weyl sur R et nous nous y référerons
sous le nom de « covariance métaplectique ».

Preuve. — Elle découle des relations (2.6) et (2.8). O

Remarque. — Si g est un élément de Sp(d, k) et f un symbole, on définit
le symbole f o g par (f o g)(Z) = f(g9-Z). La relation (2.9) combinée &
la définition 2.2 de la composition des symboles montre que, pour tous
symboles f; et fo et tout élément g € Sp(d, k), on a

(fiog) # (faog) = (fi#/f2)og (2.10)

La relation (2.9) jouera un rdle important dans la section 6 pour la for-
mule de composition. Par contre, seule la relation de covariance (2.5), liée &
la représentation d’Heisenberg plutét qu’a la représentation métaplectique,
joue un réle dans les trois premieres sections. Elle a été a la base de I'utilisa-
tion des familles d’états cohérents (dx)xep2a-

LEMME 2.7. — Soit u un élément de l’espace S(k?) et g un élément de
Sp(d, k). Alors la fonction Met(g)u appartient ¢ S(k%).

Preuve. — Posons 1) = Met(g) ™14 et, d’une fagon analogue 4 la définition
1.1, pour tout X € k% x k9, 1x = 7(X)1. On a alors P'égalité (Met(g)u, ¢x)
= (u,%g-1. x). On remarque d’autre part que, pour tout élément g appar-
tenant & Sp(d, k), il existe une constante C' > 0 telle que

VX ek oML, X K L,e T X IKC|L,X .
On conclut en utilisant la proposition 1.3 et le lemme 1.2. O
2.2. Calcul de Weyl général et calcul standard

11 est immédiat que le produit tensoriel de deux fonctions a décroissance
rapide sur k¢ est une fonction a décroissance rapide sur k9 x k9. Par ailleurs,
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Papplication f +— ay (ol as est le noyau associé a f dans la formule (2.1))
est un automorphisme continu de S’(k%?). On peut donc définir 'opérateur
Op(f) lorsque f est une distribution tempérée sur k¢ x k¢ par :

Vu,v € S(k%), (Op(f)u,v) =< a5, T@u>. (2.11)

Cette formule définit donc Op(f)u comme une distribution tempérée sur k¢
toutes les fois que u € S(k?). La méme formule montre que si f appartient
4 S(k?%), Popérateur Op(f) s’étend en un opérateur continu de S’(k?) dans
S(k9). Les espaces de fonctions & décroissance rapide sur k? sont des espaces
nucléaires. Si 'on combine ceci & Pidentité S(k%)®S(k%) = S(k? x k%), on
obtient ’analogue du théoréme des noyaux de Schwartz : c’est-a-dire, tout
opérateur séquentiellement continu de S(k%) dans S’ (k%) posseéde un noyau
qui est une distribution tempérée sur k2?. En rappelant que I’application
f + ay est un automorphisme continu de &'(k%¢), on obtient le théoréme
suivant :

THEOREME 2.8. — (i) L’application Op : f — Op(f) réalise un iso-
morphisme d’espaces vectoriels topologiques entre S'(k% x k) et l’espace
L(S(k?),S’ (k%)) des opérateurs linéaires continus de S(k%) dans S'(k%),
muni de la topologie de la convergence faible.

(i) L’application Op réalise un isomorphisme d’espaces vectoriels topolo-
giques entre S(k% x k9) et l’espace L.(S'(k%), S(k?)) des opérateurs linéaires
continus de S’ (k?) dans S(k%), muni de la topologie de la convergence faible.

Nous pouvons en déduire ’extension suivante de la proposition 2.4 :

PROPOSITION 2.9. — Si u et v appartiennent & S(k%), W(u,v)
appartient ¢ S(k% x k%). En outre, pour toute distribution tempérée f sur
k¢ x k% et toutes fonctions u,v appartenant ¢ S(k?), on a : (Op(f)u,v) =
< f,W(u,v) >

Preuve. — Soient u,v deux fonctions appartenant a S(k%). D’apres la
définition 2.3, la fonction W (u,v) appartient & L?(k¢ x k%). On peut donc
considérer I'opérateur Op(W (u, v)) qui, toujours par la définition 2.3, opere
continfiment de S’(k%) dans S(k9). La fonction de Wigner W (u,v) appar-
tient donc & S(k2?), d’apres le théoreme 2.8 (i4). Ainsi nous pouvons con-
sidérer les applications f — (Op(f)u,v) et f — (f, W(u,v)) qui sont con-
tinues sur L2(k% x k%) muni de la topologie induite par &' (k¢ x k%). D’apres
la proposition 2.4, ces deux applications coincdent sur 'espace L?(k9 x k9)
qui est dense dans &’ (k% x k). O
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Remarque. — Il est utile de remarquer une conséquence de la proposition
2.9 et du théoréme 2.8 (7). Soit h une distribution tempérée sur k9 x k¢ telle
que < h, W(u,v) >= 0 pour tout couple de fonctions (u,v) appartenant a
S(k%). Alors h est la distribution nulle.

Nous allons définir dans cette partie un autre calcul pseudo-différentiel,
ou «regle de quantification», qui nous sera utile dans la section 6 : nous
I’appellerons calcul standard car il est I’analogue non-archimédien du calcul
standard de I’analyse pseudodifférentielle réelle.

v u e L2(k), (Opae(f)u)(e) = / (@ ) (Fu)Ow(< 7,6 >) de. (2.12)
kd

Tout comme dans le cas archimédien, si f(z,&) = a(z)b(£), 'opérateur de
symbole standard f s’identifie & 'opérateur de convolution par la fonction
F~b suivi de 'opérateur de multiplication par la fonction a.

On remarquera que (Opg(f)u,v) n’est autre que la valeur de la distri-

bution de densité f sur la fonction (z, &) — v(z)Fu(@)v(< z,€ >) :

Y € L), (Opa(fus) = [ / £, ) (Fu) (€06(< 2, € >)o(@) d dE.
K (2.13)

Ceci permet de voir que, tout comme en calcul de Weyl, les symboles
standard dans S(k? x k9) (resp. S’(k? x k%)) correspondent a des opérateurs
dans Iespace L.(S’(k%), S(k?)) (resp.Lo(S(k?), S’ (k%))).

Soit f appartenant & S’(k? x k%). D’aprés le théoreme 2.8, ’opérateur
Op(f) posséde un symbole standard dans S’ (k% x k9) ; notons le Af :

Op(f) = Op,.(Af). (2.19)
Un calcul direct permet d’expliciter ce symbole sous la forme suivante :
(FANE = (FHnE+F) (2.15)

ou J; désigne 'opérateur de transformation de Fourier partielle relativement
3 la premiére variable dans k. L’opérateur A est un automorphisme de
chacun des espace S(k?9), S'(k??) et L?(k??). Introduisons ’espace

Cra = {u € L2(k?) tel que YN €N, Jay, I7*VJNu e L3 (k%)},

ainsi que son image FCq+ par la transformation de Fourier. L’espace Cia
(resp. FC}a) est 'analogue non-archimédien de ’espace Oyps (resp. Of) de

-193 -



Abdellah Bechata

Schwartz. Soient h; et hy deux symboles standard appartenant & S’(k??),
le premier ne dépendant que de z et le second que de £. Alors, on a les
inclusions suivantes : Opst(h1)FCra C S'(k%) et Opsi(h2)S(k?) C FCha,
qui permettent de définir 'opérateur Opgs(h1)Ops:(h2) comme opérateur de
domaine S(k?) & valeurs dans S’(k%).

Remarque. — Le calcul standard sera utile dans la section 6. En effet,
si hy et hy sont deux symboles standard appartenant & S’(k2¢), le premier
ne dépendant que de z et le second que de &, il est évident, d’apres (2.12),
que le composé Opg;(h1)Opsi(hz), de ces deux opérateurs admet encore
un symbole standard & savoir hy(z) h2(€). La formule (2.15) permet alors
d’attribuer & ’opérateur produit un symbole de Weyl appartenant a S’ (k2?),
encore noté hi# ho.

On a besoin de calculer la fonction de Wigner de deux états cohérents :
celle-ci sera utilisé a plusieurs reprises dans les démonstrations de la section
2. Il est nécessaire d’introduire une nouvelle fonction qui est définie par

B(z,) = 121? 6(22)8°(26)¥(~2 < z,5 >), (2.16)

ot ’on renvoie a la définition 1.1 pour la signification de ¢ et de ¢°.

PROPOSITION 2.10. — Soient X, X’ deuz éléments de k¢ x k4. Alors la
fonction de Wigner W(¢x,dx:) est donnée par :

XX iz, x - x7).

W(6x,63x)(2) = ¥(~5[X, X) $(Z -

Preuve. — La relation de covariance (2.7), la formule (1.8) ainsi que le
lemme 2.5 montrent que

W(ox,dx:)(Z)
X —

= (=316, XD W (E56, w(

= $(=5 %, X)) (12, X = X')) (W(6,0)( -
D’autre part, d’apreés (2.4), on a

X yopiz - XX

X+X’)
2

)

W (6, 9)(z,6) = [2* [ ¢(z — t)o(z + v (2 < t,5 >) dt.
k2d

On constate que le support de la fonction ¢t — ¢(z —t)¢(z + ¢) est intersec-
tion des ensembles (z + OF) et (—z + OF), qui est vide sauf si 2z € Of. Le
changement de variable ¢ — ¢ — z, ainsi que quelques calculs élémentaires
montrent que W (¢, ¢) = ®. O
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3. Calcul de Weyl et classes de symboles définies par des poids

3.1. Définition des espaces de symboles a poids

Soit m : k% x k¢ — R} une application mesurable : on dit que m est
un poids s’il existe un entier positif N et une constante C positive tels que,
quels que soient X et Y appartenant & k? x k%, on ait :

mX)<Cmy)|,X-Y V. (3.1)

On appelle alors symbole de poids m toute fonction f sur k% x k¢ telle que,
pour tout entier positif N, 'image JV f de f par ’endomorphisme JV de
S’(k%x k?) coincide avec une fonction gy vérifiant, pour tout X appartenant
4 k% x k% et pour une certaine constante positive C, ’estimation |gn (X)|
< Cny m(X). On note S(m) Pespace vectoriel des symboles de poids m.

3.2. Caractérisation par les états cohérents des opérateurs
possédant un symbole a poids

Soit A un opérateur séquentiellement continu de S(k¢) dans S’(k9).
D’aprés le théoréme 2.8 (z), cet opérateur posséde un symbole f appar-
tenant & S’(k? x k9). Il est possible d’exprimer ce symbole & I’aide des
fonctions de Wigner d’états cohérents et de 'action de ’opérateur A sur les
états cohérents. Nous allons expliciter ce lien dans les lemmes suivants.

LEMME 3.1. — Soient X, X' deuz éléments de k¢ x k?. Alors, pour tous
entiers relatifs N, M, I’égalité suivante est valable :

MJN(Z - 9(—[Z,X — X)®(Z -

X+X
2 ) (3.2)
X+X’)

2

X+ X
2

X-X
= I 17 |M| 15 —_'2_ |N w(_[ZaX - X/])q)(Z -

Preuve. — Rappelons (cf. début de la section ) que 'opérateur IV est
'opérateur de multiplication par | 1,. |V et que I'opérateur JV est le con-
jugué de v par la transformée de Fourier symplectique G, qui est définie
en (1.7). On obtient par un calcul direct, I'identité valable quels que soient
X, X' € k4,

' / ! /_X+X,
G(Z ~ (-2, X -X) oz - =5=)(@) 63)
X-X X-X X+X
= 8z - S5 w2z - S5 ).
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1 1
D’autre part, la fonction X —| 1, X | est (§Ok)d X (§Oz)d— invariante par
4

translation, en particulier, elle est constante (et égale & | 1, |) sur

2
X-X 1 1
s—+ -2-(9kd X (EOg)d} qui est le support de la fonction

I’ensemble {

X-X X-X X+X
)Xd’(_2[Z_ 2 ’ 9 ])

La formule (3.4) nous permet d’obtenir la formule (3.2) lorsque M = 0.

Z—®(Z -

1
Le cas général en découle en utilisant de nouveau la (§Ok)d x (§Og)d-

périodicité de la fonction X — |1, X|M. O

LEMME 3.2. — Soient f une distribution tempérée sur k% x k¢, X, X’
deux éléments de k? x k?. Alors, pour tous entiers relatifs N, M, ’égalité
suivante est valable :

| B, 22 0p(pex, o) = w2 1X, X)) x
/(IMJNf)(Z) ®(Z - Xt X/) (=2, X - X']) dZ.
k2d

Preuve. — En utilisant la proposition 2.4 et la proposition 2.10, on aboutit
4 I’identité suivante valable pour toute distribution tempérée f sur k% x k¢ :
X+

2

©Op(eox,ox) = w(~3 1%, XD [ (2) 2(z-EEX y(oz,x-x1) az

k
(34)
Le lemme résulte de l'identité (3.2) si ’on observe, en outre, que ’opérateur
IM JN est auto-transposé. O

Une conséquence de ce lemme : si I’on choisit deux entiers négatifs suffi-
samment grands, la fonction I JV f est une fonction de carré intégrable
donc il existe deux entiers négatifs N et M tels que la fonction

X-X X+X
S M (0p()ox, ox0)

soit bornée et la proposition 1.3 montre alors que la fonction
(X, X') — (Op(f)ox, 0x7)(u, x)(dx',v) est intégrable.

(X, X)) =] 1, V11,

Toute I’analyse pseudo-différentielle associée aux classses de symboles de
type S(m) peut étre regardée comme une conséquence du théoreme suivant.
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THEOREME 3.3. — (i) Soit f appartenant ¢ .S(m). Alors pour tout entier
positif N, il existe une constante Cn positive telle que, quels que soient X, X’
appartenant ¢ k% x k%, on ait :

X+ X _
| (Op(f)9x, 6x7) < Cn m(—5 )11, X =X |7V,
ouCy = sup ij(Z)I.
Z€kdxk

(1) Soit A un opérateur linéaire séquentiellement continu de S(k?) dans
S’ (k%) (ce dernier espace étant muni de la topologie de dual faible du précé-
dent) ; supposons que pour tout entier N positif, il existe une constante
positive C telle que, quels que soient X, X' appartenant ¢ k% x k%, on ait
Uestimation suivante :

X+ X

5 Y L,X -X'|7N.

| (Aox, dx1) [< Cn m(

Alors il existe un unique symbole f appartenant a S(m), tel que A = Op(f).

Preuve. — (z) On utilise 'identité fournie par le lemme 3.2 : aprés change-
ment de variable, utilisant les majorations provenant de la définition des
symboles appartenant a .S(m), on obtient :

X+ X
2

1L,X = X' |V [(Op(f)éx,6x)| < Cn / m(Z + )| @(2)| dz.

24

La majoration (3.1) qui est valable pour le poids m permet d’obtenir I’inégali-
té

X+ X
2

11, X — X' |V |(0p(f)éx, 6x)| < O m ) / 1, 21" |8(2) dz.

k2d
On acheéve la démonstration en remarquant que ’intégrale ne porte que sur

1 1
le compact compact (-2-Ok)d X (502)‘1 , ce qui permet de majorer la fonction

Z—1,2|" par 1.

(#t) Sous ’hypothese faite ici, 'intégrale

f(2)= / / (Adx, bx) W(x:, 6x)(Z) dX dX'’

k2d g2d

X+ X' )

= [ [ ox,ox)uiGlx, XDw(iz. X - XD8(Z - Z4) ax dx
k2d 2d
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converge pour tout Z appartenant & k2¢. On commence par vérifier que f
est un symbole dans la classe S(m). On a, pour tout N, lidentité

P12 = [ [eGrex)es,ox) I

k2d |2d

X+X

(Z —~v(Z,X - X'N®(Z - )) dX dX’,
analogue 4 la dérivation sous le signe intégral de ’analyse archimédienne. Or
P’égalité (3.2), ainsi que ’hypothese sur (A¢x, ¢x'), nous permet d’effectuer
les majorations suivantes valables pour tout entier positif N et pour tout Z
appartenant a k% x k% :

= X+ X _ X-X
| TV f(2) 1< Cx m(=— ) | 1, X = X |TRaE g, m Y
k2d L2d
4
!<I>(Z— X+X )l dX dx'.
On effectue ensuite le changement de variable ¥ = Z — —'%& et

Y’ = X — X’. En remarquant que m est un poids et en utilisant I'inégalité
(1.5), on majore la nouvelle intégrale par C(m,N) m(Z) ou C(m, N) est
une certaine constante. Enfin, on montre que Op(f) = A ou, ce qui re-
vient au méme, (Op(f)u,v) = (Au,v) pour tout couple (u,v) de fonctions
appartenant a S(k%). On écrit a cet effet

(Op(f)u,v) = / FZ)W (u,0)(2) dZ

k2d
:/ / /(A¢X,¢X') W(px:, ¢x)(Z2)W (u,v)(Z)dZdXdX'dZ
k2d k:2d k2d
/ (Adx, 6x7) dX dX’ / W (650, 6x)(Z2)W (u,0)(Z) dZ
k2d k2d
= [ [a6x6x) (w6x)(6x00) dX X’ = (Auy0)
k2d f2d

O

3.3. Conséquences sur la régularité des opérateurs

THEOREME 3.4. — Quel que soit le poids m, si f appartient ¢ S(m),
alors Uopérateur Op(f) opére continiiment de S(k?) dans S(k%); si de plus
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m est borné, alors Op(f) se prolonge en un opérateur borné sur L?(k%). Si
enfin m est un poids tendant vers zéro a l'infini, alors pour tout symbole f
appartenant ¢ S(m), Uopérateur Op(f) est compact.

Preyve. — Les deux premiéres affirmations sont une conséquence de la
proposition 1.3 (i7). Si u appartient & S(k%) C L2?(k%) et f appartient &
S(m), alors Op(f)u est une distribution tempérée sur k¢ qu’il faut tester
sur une famille d’états cohérents :

(Op(f)u, ¢x) (u, Op(f)*dx)
/ (u, 637) (637, Op(f) 5 )dX"

k2d

- / (u, 6x)(Op( )b/, bx )dX".

k2d

La combinaison de ’estimation provenant du théoréme 3.3 (z), de la preuve
de la proposition 1.3 (¢¢) et de I’égalité précédente fournit les majorations
suivantes, dans lesquelles V., est un nombre permettant d’écrire la majora-
tion (3.1) pour le poids m : V N € N, V X € k?¢

X+ X' _
| (Op(F)u,0x) 1< O [ mEE2) | (o) | = [1,X = X |7 ax”
k2d
/
<On ILX [ [ m(EE5) | wox) | x| 1X7 Y X'

k24

X+ X
2

<CNCm|1,XI‘N/|1,X’|N><|1,

k2d

|N"1 X | (u, ¢X/) | ax’

< Cx G |1, 7 [ ) | |1,X7 Y a7

k24

—N+N,, X
<CN CnCq | 1, X [TV Nm 1y “N+2Nm+2d,j1,1v+2Nm+ﬂ,j_1,

D’ou il résulte que Op(f)u appartient & l’espace S(k¢). De plus, la ma-
joration précédente fournit la continuité de I'opérateur Op(f) sur I’espace
S(k9).

Supposons maintenant que m soit un poids borné et que u appartienne
3 S(k%). On part de la premiére majoration utilisée précédemment : quel
que soit X appartenant & k% x k%, on a ’estimation suivante
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X+ X

5 ) | l,X—X/ I—-(2d+1) dX/

| (Op(f)u, éx) |< C / | (u, 6x7) | m(
k2d

<O | | (wox) | x|1,X — X' [~ gx’
k24

Cette inégalité, et le fait que I'opérateur de convolution par une fonction
intégrable sur k% x k¢ est un opérateur borné sur L?(k?) ( inégalité d’Young)
permet de voir, utilisant aussi la proposition 1.3 (i¢), que

| Op(f)u ||%2(kd | (Op(f)w, ox) [P dX < Cy [ | (u,¢x) |* dX
)
k2d k2d

Ci || w172 kay -

L’opérateur Op(f) se prolonge donc, par densité de S(k%) dans L?(k%), en
un opérateur borné sur L2(k%).

Le troisiéme point s’établit en prouvant que l'opérateur Op(f) est la
limite en norme, dans £(L?(k%)), de la suite Opy (f) des opérateurs de rang
fini définis par

Opn(f) = / (. 6x)0p()éxdX
Xew—N(0¢x(02)4)

= S (. 6x)0p(f)x.

Xew—N(0fx(02)4)/0¢x(207)¢

O

Si f appartient & S(mq), g & S(ma2), le théoréme 3.4 montre que les deux
. opérateurs Op(f) et Op(g) agissent contintiment de S(k?) dans S(k¢) ; par
conséquent, il en est de méme pour Popérateur Op(f)Op(g). Ce dernier
possede donc, d’apres le théoréme 2.8 (i), un symbole-distribution que ’on

note f#gq.

THEOREME 3.5. — Si f appartient ¢ S(my), g & S(mz), alors f#g
appartient a S(mymz).
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Preuve. — Compte-tenu de P'inégalité «de Peetre» (1.5), on voit que,
tout comme dans le cas archimédien, ce théoréme est la conséquence immé-
diate du théoréme 3.3, une fois écrite 1’identité

(Op(f#9)ox,9x) = (Op(9)ox,O0p(f)*dx/)
[ ©stg10x,6v)(0p(0v, éx)aY.

k2d

Il

4. La caractérisation & la Beals et une application

R. Beals a donné dans [R.B.] une caractérisation des classes d’opérateurs
pseudodifférentiels A de ’analyse archimédienne au moyen de propriétés de
continuité des crochets itérés de A avec des familles convenables d’opérateurs.
Un analogue est possible, et utile, en analyse non-archimédienne : c’est
I’objet de cette section.

Dans cette section, les opérateurs K désigneront indistinctement les
opérateurs I' ou J! et, si A désigne un opérateur, on pose, pour tout Y’
appartenant & k% x k9,

(Ad K)(A) = [K,4] et AY =n(Y)An(=Y).

THEOREME 4.1. — Soient K1,...,K, des opérateurs du type I'* ou J*:

(?) si f appartient a S(1), pour tout Y appartenant a k¢ x k%, I’opérateur
(AdK) -+ - (AdK,)Op(f)Y se prolonge en un opérateur borné sur L*(k%)
pour tout entier positif n. De plus, pour tout entier positif n, la famille
d’opérateurs.((AdKy) - - - (AdK,)Op(f)Y) décrit une partie bornée de lespa-
ce de Banach L(L*(k%)) lorsque Y parcourt k% x k% ;

(it) réciproquement, soit A un opérateur séquentiellement continu de
S(k%) dans S'(k%). Supposons que quels que soient K1, ..., Ky, (AdKy)---
(AdK,)AY reste dans une partie bornée de L(L?*(k%)) lorsque Y parcourt
k4 x k%. Alors A posséde un symbole f appartenant a S(1) ;

Remarque. — L’énoncé de I’analogue archimédien du théoreme 4.1 est
plus simple, puisque la considération de Op(f) plutét que de Op(f)Y suffit.

Cela tient a ce que, dans ce cas, un opérateur du type K a considérer est de
9

1

la forme z; ou 5 D : conjuguer un tel opérateur par un élément 7(Y")
L O 5

revient a lui ajouter une constante.
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Preuve. — (i) Le théoréme 3.4 permet d’affirmer, pour commencer, que
Popérateur Op(f) se prolonge en un opérateur borné sur L?(k%). D’autre
part, si K1 désigne l'opérateur (symétrique) I' ou J*, on a les égalités
suivantes :

((Ad K,I)Op(f)Qby,na d’y’,n’) = (Klop(f)‘by,m ¢y/,n’) - (Op(f)K1¢y,na ¢y’,n’)
= (Op(f)dyn» Kl‘z’y’»n') - (OP(f)Kl%,m by m)-

Cette derniére égalité combinée & I'identité (1.9), montre que, quels que
soient (y,n), ( ¥',n’) appartenant & k% x k¢, on a :

{ ((Ad Il)op(f)¢y,n’ ¢y’,n’) = (| 1,y,0 | - | 1,%,0 |)(Op(f)¢y,na¢y’,n’)a
((Ad IY)OD(f)byms by ) = (1 1,0, | = | 1,0,0 [)(Op(f) y,ns Py r)-

On vérifie alors par récurrence que pour tout entier n et toute famille
d’opérateurs Ky,...,K,,on a:

((AdKy) - -+ (AdKn)Op(f)dyms by ) = (1 1,4,0 | = [ 1,3,0 )"
(| 1,0, 77’ ! - l 170777 I)S(Op(f)¢y,na¢y’,n')

ol 7 est le nombre d’opérateurs K; égaux a I' et s le nombre d’opérateurs
égaux & J!. L'utilisation de I’inégalité triangulaire c’est-a-dire

{| |1a0’77/|—|1a0777| |<|1,0,n’—n|<|1,y’—y,n’-n|,
| |17y/70|_[17ya0l |<|1’y/—y,01<|1,y’—y,77"77|,

X
(4.1)

de l’égalité (4.2) et du théoréme 3.3 (7) fournit la majoration suivante qui
est valable pour tout couple d’entiers positifs (V,n) :

|((AdKy) - - (AdKn)Op(f)ox, ox/)| < Ongn | LX = X' |7V, (42)

ot la constante Cn 4, est celle définie dans le théoreme 3.3 (z). Ceci montre
que l'opérateur (AdK,)--- (AdK,)Op(f) posséde un symbole appartenant
a4 S(1) ; ceci implique aussi, en se référant a la démonstration du théoréme
3.4, que cet opérateur se prolonge en un opérateur borné sur L?(k?) dont
la norme d’opérateur est moindre que

C X Cagy14n = C x X € k% x kisup |J24+1+7 (X))

(o1 C est une constante). Pour tout Y appartenant a k2¢, ’opérateur
Op(f)Y possede pour symbole Z — f(Z —Y), qui appartient bien & S(1).
On conclut en remarquant que le maximum de la fonction J24+1+7 f est
invariant par translation.
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(i) Comme l'opérateur A est séquentiellement continu de S(k?) dans
S’(k%), il possede, d’apres le théoreme 2.8 (i), un symbole-distribution f
appartenant a S’(k%¢). Il nous reste & vérifier que ce symbole appartient 3
S(1). Cette vérification va nécessiter, suivant [U.U.], p.144, ’emploi d’une
formule combinatoire qui se vérifie par récurrence. Soient n un entier positif,
Ki,..., K, des opérateurs définis au début de ce chapitre, et ¢, 1 deux
fonctions appartenant a S(k?). Alors on a :

(Ap, Kn---K19) = (((ad K3,) -+~ (ad Ki,))(A)(Kj, - Kj.0) , ).
(4.3)
La sommation est étendue a tous les sous-ensembles {1, ...,i5} de {1,...,n}
(%1 <---<is), et ou {j1,...,4r} (j1 > --+ > jr) désigne le complémentaire
de {il,...,is}.

On applique cette formule avec K; = --- = K, = I' (resp.J') et A
est remplacé par A~Y'"" = 7(—y,—n)An(y,n), enfin avec ¢ = ¢ et ¥ =
@y —y,m'—n- La formule (1.9) montre que K, --- K; ¢ = ¢ et que I’on a les
identités

[1,y— 31/70 " (Ady,n » Sy )

=¥l m, .7 ;Ci((ad YA ¢, Gy —ym—n)
| 1,0,771— n " (Adyy , Gy )

=¥l @) Z Cil(ad I ATY G, bymym—n)s

Compte-tenu de I’hypotheése sur (AdK;)---(AdK,)AY, on peut majorer
uniformément les membres de droite de ces identités. Par conséquent, on
peut appliquer la partie (¢¢) du théoréme 3.3 et on en déduit donc que f
appartient a S(1). O

On peut déduire de cette caractérisation un calcul fonctionnel, au sens
de la théorie spectrale, des opérateurs pseudodifférentiels de poids 1.

LEMME 4.2. — Soit f appartenant & S(1) et soit A = Op(f) ; supposons
en outre que A soit inversible au sens de la théorie des opérateurs bornés
sur L?(k%). Alors il existe un unique symbole g appartenant ¢ S(1) tel que

A~1 = Op(9).

Preuve. — La démonstration consiste & appliquer le théoréme 4.1 ().
L’opérateur A~! est borné sur L?(k?), c’est a fortiori un opérateur séquentiel-
lement continu de S(k%) dans S'(k%).
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On utilise de nouveau une identité combinatoire. Soient I={iy,...,%s}
un sous-ensemble de {1,...,n} (é; < --+ < i5), 0 une permutation de I,
Ki,...,Kp et A des opérateurs. Alors on pose (ad K7)(A) = (ad K,(;,)) - -~
(ad Ky;,)). Avec ces conventions et sous ’hypothése que A soit inversible,
on a la relation suivante :

{ ((AdEy) - - - (AdKn))(A™Y) =
> T (1) A HadK ) (A)ATHadK ) (A) AL - AN (ad KT ) (A) AT

Iiyeeis 014000 y0 0

(4.4)
dans laquelle la premiére sommation s’effectue sur toutes les partitions
I1U---UI, de l’ensemble {1, ...,n} et la seconde sur I’ensemble des familles

de permutations oy, de I, (1< k < 7). Cette derniére identité s’obtient par
application des regles de «dérivation» vérifiées par 'opérateur ad. La va-
lidité de la seconde hypothése du théoréme 4.1 (i7) est une conséquence de
la combinaison de I'identité (4.4) appliquée & I’opérateur (A~1)Y =(4Y)71,
et du théoréme 4.1 (¢). |

Rappelons que si A est un opérateur borné sur un Hilbert H, alors pour
toute fonction continue h sur le spectre Sps de A, on définit 'opérateur
borné h(A) (cf. [R.S.]). En outre, si h est une fonction analytique dans un
voisinage ouvert V de Spa, on a la formule de Dunford

h(A) = 5-17; / (A= 2I) " h(z)dz (4.5)

ou le contour fermé ~ est contenu dans V et entoure le spectre de A (cf.
[R.S.])

COROLLAIRE 4.3. — Soit f wun symbole appartenant a S(1), soit
A = Op(f) et soit h une fonction analytique au voisinage du spectre de
A. Alors Vopérateur h(A) posséde un symbole appartenant ¢ S(1).

Preuve. — Ce corollaire est alors la conséquence de cette formule (4.5),
du lemme 4.2 et du théoréeme 4.1. O

5. Compléments d’analyse non archimédienne

Dans le reste de cet article, nous allons établir une formule de composi-
tion du calcul pseudodifférentiel en une variable, autrement dit une maniére
d’élucider la structure de la composition f#g¢g de deux symboles dans k2.
La formule que nous obtiendrons est complétement différente de la formule
usuelle du calcul asymptotique des opérateurs pseudodifférentiels : la rai-
son en est d’ailleurs claire puisque ni polynémes (& valeurs complexes), ni a
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fortiori formule de Taylor n’ont ici de signification. La place doit étre faite
en revanche 3 I’analyse harmonique, et plus précisément a la décomposition
en leurs parties homogenes des symboles considérés. Cette méthode, dans le
cadre archimédien, est aussi celle développée dans la section 17 de [A.U.3]
: c’est d’ailleurs la seule formule de composition susceptible d’avoir un sens
dans le cadre du calcul pseudodifférentiel automorphe.

L’objectif de cette section est définir les outils indispensables en vue
de ce programme : la transformation de Mellin, les facteurs Gamma, la
décomposition de toute fonction f € L?(k?) en une superposition intégrale
de fonctions homogenes.

5.1. Théorie de Pontriaguin

Soit (G, x) un groupe topologique localement compact commutatif muni
d’une mesure de Haar dg (c’est-a-dire d(g x go) = dg). On appelle caractere
de G tout morphisme continu de (G, x) dans (S, x) = {z € C tel que
|z| = 1}. L’ensemble des caractéres de G, noté G, est un groupe topologique
localement compact que ’on nomme le dual de Pontriaguin de G. Soit dg une
mesure de Haar sur (G, x). Pour toute fonction f € L!(G, dg) et pour tout

caractére x de G, on pose f(x) = [ f(g)X(g9)dg. La théorie de Pontriaguin
G

(cf. [S.L.] pour la théorie générale) montre les faits suivants :

1. il existe une unique mesure de Haar dx sur G telle que, pour toute
fonction f appartenant & L'(G, dg) () L?(G, dg), la fonction f appar-

tient & L2(§, dy) et élf(g)lzdg = I ’f(X)|2dX'
G

2. L’opérateur f — fse prolonge en une isométrie surjective de L?(G, dg)
sur L2(G, dx).

Si G est le groupe (,+) muni de la mesure de Lebesgue dz (qui est une
mesure de Haar), alors les caractéres de (R, +) sont les fonctions de la forme
z — exp(2mifz), ou £ € R. Le dual de Pontriaguin s’identifie naturellement
aRet f est simplement la transformée de Fourier usuelle sur R de f.

d
Si G est le groupe (R, x) muni de la mesure de Haar —;m, alors les

caractéres de (RJ, x) sont les fonctions de la forme z — 22, ou A € R. Le

dual de Pontriaguin s’identifie naturellement a R et fest la transformée de
Mellin de f.
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Soit k& un corps local (archimédien ou non). La fonction x +— f(x)
s’appelle la transformée de Fourier de f dans le cas du groupe additif (k, +)
et, dans le cas du groupe multiplicatif (k*, x), on I'appelle transformée de
Mellin de f .

Nous allons expliciter les caractéres dans le cas du groupe (G, x) =

1 dt
(k*, x) muni de la mesure d*t = 1——|——|— x i qui est I'unique mesure de
—|w
Haar sur k™ normalisée par la condition [ d*t = 1.(cf. [A.W.])). Ultérieure-
o

ment, nous aurons a utiliser le principe de prolongement analytique, ce
qui nous amene a introduire la généralisation suivante : on appelle quasi-
caractere de (k*, x) tout morphisme continu de (k*, x) dans (C*, x).
Puisque le groupe k™ est engendré par O} et par I’élément o (cf. [A.W ]
[G.G.P.S.], page 128), la détermination d’un quasi-caractére x découle de
la connaissance de x(zww) et de la restriction de x & O;'. Le lemme suivant
nous fournit la structure du groupe des quasi-caractéres de k> (la preuve
se trouve dans [A.W.] ou [G.G.P.S.]). Classiquement, on pose ¢ =| @ |~1=
(card(Ox /wOk)).

LEMME 5.1. — Soit x un quasi-caractére de (k*, x). Il existe un unique
2me =
couple (o, %) avec o € ((C/(I—Z)) et x € kX (i.e. un caractére de k*)
nqg
possédant les propriétés suivantes :
(@) x(t) = [t|* x(t) pour tout t € k*; (%) x(w) = 1.
L R . . . 27
En particulier, x est un caractére de k™ si et seulement si o € (iR)/ (Tr-i—(;Z)
Bien que le nombre complexe o associé a un quasi-caractére Y ne soit pas
. . oo 2mi " .
unique (il est défini mod I—Z), sa partie réelle est par contre parfaitement
ng

définie.

DEFINITION 5.2. — La partie réelle d’un quasi-caractére x désignera
dans la suite la partie réelle de o et l'on écrira Re(x) pour Re(a). Sia € C
et six est un caractére de k>, la fonction t — |t|* x(t) est un quasi-caractére
que l’on note (o, x) et la partie réelle de (a, x) est Re(a) : noter que, con-
trairement a o, la partie réelle de o ne dépend que du quasi-caractére donné.

Remarque. — L’application de restriction de I’ensemble des caracteres
de k> vérifiant (i7) & O} C k* établit un isomorphisme du sous-groupe k>

caractérisé par cette condition avec le groupe O, dual de O;. En particulier,
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I'ensemble des caracteres X vérifiant (i) est dénombrable puisque O est
infini compact.

Nous dirons qu’une fonction définie sur I’ensemble des quasi-caractéres
est holomorphe (resp. meromorphe) si, dans ’identification de cet ensemble

avec le produit de C/ (—qZ) par ’ensemble des caractéres x de k> tels

que x(w) = 1, on obtient, pour chaque ¥, une fonction holomorphe (resp.
méromorphe) de la premiére variable.

Rappelons que O} est un ensemble dénombrable car il s’agit du dual
de Pontriaguin du groupe infini et compact O’ . Une fonction méromorphe

sur ’ensemble des quasi-caractéres de k* peut-étre vue comme une appli-

2
cation F': (C/ (ﬂZ) X OX) — C telle que pour tout x appartenant a Ok ,

P’application z — F (2, x) soit méromorphe.

5.2. Facteur Gamma dans le cas non archimédien

Soit x un quasi-caractére de k*. Si Rex > —1, il est aisé de vérifier
que la fonction ¢ — x(t) est une distribution tempérée sur k, notée R, . Sa
transformée de Fourier inverse, i.e. la distribution définie au sens faible par
(FHRy))(s) = [ x(t)y(st)dt, est également une distribution tempérée qui

k

est donnée, lorsque —1 < Rey < 0, par la formule
FURY) = c(OR) |1y, (5.1)

ol le coefficient c() est traditionnellement noté I'(| | x) (cf. [G.G.P.S.] ;
page 144), le caractere | | x étant bien sr la fonction ¢ — [¢| x(¢). On notera
qu’une identité analogue existe dans le cas archimédien, mais la notation
T'(] | x) ne représenterait pas, dans ce cas, une fonction Gamma usuelle mais
le produit d’une puissance de 7 par le rapport de deux telles fonctions. Pour
tout couple de fonctions (u, v) sur k, on note < u, v > l'intégrale, lorsqu’elle
converge, [u(t)v(t) dt. Soit x un caractére de k™ tel que x(w) = 1, la
k

relation 5.1 montre que l’égalifé
<IIFx, F)> = T <I777x7, ox >

—1- 1— ||

142 . 1 14z .

D( ") <177, ¢ >=T(| '"P ) ——=
1— ||
est valable pour tout nombre complexe z tel que —1 < Rez < 0. On en

déduit que

I

1—|=|™*

Vz € C tel que —1 <Rez <0, IY(| |1+z X)=<|1"x, Flox) > _1_——_H_
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1 _ —Z

L’application z +— % possede un prolongement holomorphe a C
— |w

tout entier dont z = 0 est I"unique zéro (qui est simple). Pour 1’application

z =< ||*x , F(¢x) > nous allons étudier deux cas. Si x = 1, I’application

. 1—|w
z< | P x, Flox) >=< ||, ¢ >= - 'IIL: se prolonge en une fonction
— |=
méromorphe sur C ne s’annulant jamais et dont 'unique pole est z = —1

d’ordre 1. Si x # 1, ’application z —< | |* x , F(¢X) > se prolonge en une

fonction holomorphe sur C ne s’annulant jamais. Nous ne démontrons pas

ce résultat qui résulte essentiellement de la non nullité de sommes de Gauss

et la nullité de 'intégrale [ x(s)ds pour x # 1 (cf. [G.G.P.S.] ou [A.W.]).
Is|=1

Les résultats précédents montrent que I’application x — I'(| | x) se pro-
longe en une fonction méromorphe sur I’ensemble des quasi-caractéres de
k* dont x = 1 est I'unique zéro (d’ordre 1) et x = | I—l est I'unique
pole (d’ordre 1). On note encore I'(| | x) son prolongement. L’application
X — R, est une application holomorphe de I’ensemble des quasi-caracteéres
tels que Rex > —1 dans l’espace des distributions tempérées. Nous pouvons
la prolonger de facon méromorphe a I’ensemble de tous les quasi-caracteéres
différents de 1 et | |~ en posant

R = Ry si Rex > -1
XL D [x)F(R |-1,—1)  siRex <0

Le principe du prolongement analytique montre que pour tout quasi-
caractere x différent de 1 et de | |7, on a FHRy) = I [X)R |-15-1-
En composant par la transformation de Fourier cette relation, on en déduit
la formule des compléments T'(| |x) I'(x™!) = x(—1), valable pour tout
quasi-caractere x distinct de 1 et de | |7~ .

DEFINITION 5.3. — Pour tout nombre complexre o et tout caractére x de
k> tel que | |* x # 1, on pose T(a, x) = T'(| |* x).

Soit x un caractére de k*. La fonction a — I'(a,x) est une fonction
entiére dans le cas ou la restriction de x & O est non- triviale et, si le
caractere x est trivial sur k%, o — I'(a, x) a pour seul péle le point & = 0
et pour seul zéro o = 1. En identifiant les distributions x et R, on a les
deux formules suivantes

(F71x)(s) =T(1,x) s~ x7X(s), (5.2)

T(a,x) P11 = a,x71) = x(-1). (5.3)
valables pour tout nombre complexe a et tout quasi-caractere x tel que
| |* x soit différent de | | et de 1.
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5.3. Décomposition en fonctions homogénes

On se propose d’utiliser la transformation de Mellin sur (k*, x) pour
décomposer toute fonction f appartenant & L?(k?) en une superposition
intégrale de fonctions homogenes c’est-a-dire dont chacune satisfait & une
relation de la forme h(tX) = [t| " x(£)h(X) pour un certain caractére x. Soit
f une fonction appartenant & L2(k?) : alors pour presque tout X, la fonction
t — |t| f(tX) appartient & L%(k*,d*t) donc elle possede une transformée
de Mellin x — f,(X) appartenant & L2(l;;, dx) qui est donnée, lorsque f
appartient & S(k?), par la formule

() = / FEXXD le] d*t. (5.4)

Il est immédiat que la fonctlon fy satisfait & la relation fonctionnelle
(X)) = Y0 fx(X), autrement dit est «homogeéne» du type associé
au quasi-caractére (—1,x). La connaissance de la fonction f, est donc
équivalente a celle de la fonction f; sur k, définie par f;(s) = fy(s1),
puisqu’elles sont liées par la formule

Fela, &) = g™ x(é)f,t(fg-). (5.5)

De ce qui précede, et de la formule de Plancherel pour la transformée de
Mellin appliquée a la fonction ¢ — |¢| f(tX), il résulte que, pour presque
tout X € k2,

1
[inora == [1rexP e ae
= kx

On en déduit I'identité suivante

2 1
b _ 2
J 12 e = 7= 11 (56)
kX

L3(k)

d’ou par polarisation, quelles que soient f et g € L?(k?),

/ F(X)a(X) dX = (1 |=]) / dx / £2(5) (s) ds.
k2 E; k

Lorsque g appartient & Sq4(k?), on peut bien entendu expliciter la fonction
g;(s) via Pintégrale (5.4), ce qui conduit & l'identité

/ F)3X) dX = (1 - |]) / dx / £i(s) ds [ G x® 1t at.
L

kX
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En d’autres termes, toujours sous I’hypothése que f appartient & L2(k2),
on a, au sens faible, en testant contre une fonction appartenant & Salg(k ),

’identité ff(X 9(X) dX = f dx [ £z : g(.z: &) x(€) €] da d€, clest-
kx kxk
a-dire, grace a (5.5), au sens faible dans S;lg(kz),

f=/hW- (5.7)

5.4. Composantes homogeénes de la composée
de certains symboles

Le groupe O opére sur L?(k) via la représentation L telle que

V u € L*(k), Va € OF, (L(a)u)(z) = u(az).

Sur L2(k?), le groupe (O;)? opére via la représentation R telle que
Vf € L*(k?),¥(a,b) € (O;)?, (R(a,b)f)(y,n) = f(ay,bn).

On montre ici que si un symbole f € L?(k?) vérifie une certaine propriété
relative a ’action sur f de la représentation R, alors seuls certains caractéres
sont susceptibles d’intervenir dans sa décomposition. De plus (lemme 5.4),
on a une information sur I’action de R sur un composé f#g, au sens du
calcul symbolique, de deux symboles pour lesquels on dispose d’une infor-
mation similaire.

La décomposition des représentations R et £ de groupes abéliens com-
pacts comme sommes de leurs restrictions aux sous-espaces associés aux
caractéres de ces groupes montre que I’espace L?(k2) (resp. L2(k)) est la
somme directe hilbertienne des espaces le 5, (K?) (resp. L3(k)) lorsque le

couple ((51,62) décrit (OX)2 (resp.d décrit (’)X) et ol I'on a défini L2(k) et
L2 31,62 (k?) par :

L3(k) = {u € L*(k), Ya € O, L(a)u=d(a)u}. (5.8)
L}, 5, (k) = {feL%H)vm¢>e«mV,mev=6ﬂ@&wﬁi,)
5.9

En particulier, si pour chaque caractére § de k*, on introduit 1’espace
suivant :

L#)= @ L} K, (5.10)
51_162=5
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on obtient que 'espace L?(k?) est la somme directe hilbertienne, sur ’ensem-
ble des caractéres de k™, des espaces L2(k?).

Par ailleurs, pour tout symbole f appartenant a L2(k?) et tout élément
ade O, ona: L(a)Op(f)L(a)~! = Op(R(a,a™')f) (cette derniere égalité

-1
n’est rien d’autre que la relation (2.9) dans le cas ou g = aO 2 ))

Ecrivant, quels que soient f € L3 5 (k?) et u € L2(k),

L(a)Op(f)u = Op(R(a,a™) f)L(a)u = (6165 'Xx)(a)Op(f)u,  (5.11)

on voit que f € L?(k?) appartient en fait & L%(k?) si et seulement si pour
tout caractére x € Oy , on a Op(f)L3 (k) C L3, (k).

Par conséquent si f appartient & LZ(k?) et g & L% (k?), on a Dinclusion
ensembliste

Op(f#9)Li(k) = Op(f)Op(9)Li(k) C Op(f)L3-1, (k) C L3-15-1, (k)
= Lissy-1x(k)

qui démontre le lemme suivant :

LEMME 5.4. — Si f appartient ¢ L(k?) et g a L2 (k?), alors f#g
appartient & L2 (k?).

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de ’expression intégrale
(5.4) :

LEMME 5.5. — Si f e L} 5 (k?), alors pour tout caractére x de k*,
fx = 0 six # 6102. Si f € LE(k?) et si x est un caractére x de k*,
fx # 0= x = dv% pour un certain caractére v de O, .

6. Une formule de composition en calcul de Weyl p—adique
a une dimension

Soient f; et fo deux symboles de k¢ x k% Comme il a été remarqué
dans l’introduction, il ne peut exister dans le cas non-archimédien de for-
mule de composition «a la Moyal» du composé fi# f2. Par contre, dans
le cas archimédien , il existe en dimension 1 un opérateur a noyau intégral
explicite K, x,;2(X,Y;Z) tel que, si 'on exprime f; (resp. f2) (supposés
appartenir & Spaire(R?)) comme superpositions intégrales de symboles ho-
mogenes (f1)x, (resp. (f2)x,) de degrés —1 — i\; (resp. —1 — i)3), alors
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f1#£ f2 se décompose en intégrale de symboles homogénes de degrés —1 — i),
avec

(h#f2)a(2) = / / dhdro / Ko (5, Y3 2)(f)as (X)(f2)g (V)dX dY

(6.1)
(cf. [A.U.3], théoréme 17.1 : une modification mineure marche pour des sym-
boles non nécessairement pairs, cf [A.U.2], théoréme 5.3). Dans le cadre non-
archimédien, nous allons prouver un analogue de cette formule dans laquelle
le parameétre imaginaire pur i\ (qui paramétrise ’ensemble des caracteéres
unitaires du groupe R} ) sera remplacé par un caractére x du groupe k*.
En outre, le noyau K, dans le cas archimédien, fait intervenir de nombreux
facteurs Gamma. Dans notre cas, ce noyau fait également intervenir les fac-
teurs Gamma qui sont définis dans [G.G.P.S.]. Ils correspondent, dans le cas
réel, essentiellement au quotient de deux facteurs Gamma classiques. Nous
avons étendu la méthode employée dans [A.U.3], qui consiste & prouver cette
formule dans le cas ou f; et f2 sont deux caractéres non-unitaires (la formule
devant alors étre interprétée au sens des distributions), puis & exprimer une
fonction arbitraire dans 1’espace S(R?) comme une superposition intégrale
de caracteres non-unitaires. La preuve est alors analogue, avec les différences
propres a ’analyse non-archimédienne, telle celle-ci par exemple : comme il
est rappelé dans le lemme 5.1 plus loin, un caractére de k™ est caractérisé

2
par un couple (A, x) avec A € (R/ I—WZ), x s’identifiant & un caractére
ngq

de O;. Il y a une simplification par rapport au cas archimédien puisque
I'intégration par rapport a A se fait sur un domaine compact, mais aussi une
difficulté supplémentaire, & savoir Pexistence d’une infinité (dénombrable)
de caracteres x. Cette derniere difficulté disparaitra grace a ’utilisation de
fonctions-test dans I’espace de Schwartz-Bruhat S,4(k?), étant entendu que
le théoreéme principal sera énoncé au sens faible dans le dual de cet espace.

Nous allons désormais supposer, dans toute cette section, que d = 1.

6.1. Enoncé du théoréme principal

Pour énoncer le théoréme de composition des symboles en dimension 1,
nous introduison un noyau intégral et une fonction de trois caracteres qui
nous permettront d’expliciter le noyau K recherché.

DEFINITION 6.1. — Etant donnés deux quasi-caractéres x1 = (o1,%1),

X2 = (ae,Xx2), un caractére x = (i\, Xx), et un caractére v € k> tel que
X = X1X2v?, on pose
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v —1—!a1+o¢2+z)\[ 1
ﬂlexsz(sl’ 52; S) - lsl - 82' (X 31 - 32)]
—a+iA
X |s2 — Sl 2 [(X1v)(s2 = 5)] (6.2)
—l—ag+agFir
X |s — s1] 2 [((k2v)(s — s1)] -

DEFINITION 6.2. — On désigne par W l’ensemble des caractéres d’ordre 2
de k> (i.e x € W ssi x2 = 1). On remarque alors que W ~k> /(k>)2.

DEFINITION 6.3. — Etant donnés deuz quasi-caractéres x1 = (a1, X1),
x2 = (a2, Xx2), un caractére x = (i\,x), et un caractére v € k> tel que
X = X1X2V?, on pose

a,(X1,X2;5X) = 1—|w|) 1#(W |2| 2 V(2) x1(=1)

(6.3)
—A—atoe .
P22 ()
X
14+iA—o1+as) . 1—iA—a; —oan . )
I( 1+ 9) fo) T 170 g)
2 2

DEFINITION 6.4. — Etant donnés trois caractéres x1 = (A1, x1)

x2 = (iA2, x2) €t x = (1A, X),. on définit le noyau Ky, v, par
Ky xaix (81,525 8) (6.4)

> @ (X1, X235 X)U%, xaix (815825 8) 88 X(Xax2) ™" est un carré de k>
e veWw .
0 sinon

Nous sommes alors énoncer le théoréme principal de la deuxieme moitié
de ce travail.

THEOREME 6.5 (FORMULE DE COMPOSITION p-ADIQUE). — Quels que
soient les symboles hy et hy appartenant & Syg(k?), on a au sens faible
dans le dual de Saiq(k?) la relation

h#m=/mwamm@=m*nww?

kX
avec

(hb // //le,m,x(shsz,s) (hl) (81) (h2)§2(32) d51d32) XmdX2-

k:>< ><k:><
(6.5)
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6.2. Détermination heuristique de la forme du noyau

Dans cette section, nous partons de I’hypothése qu’une formule telle que
(6.5) existe : des raisonnements de covariance permettent alors de mon-
trer que, nécessairement, le noyau K., y,;, recherché a, pour certaines
constantes a,, la forme donnée par (6.4). Il restera bien siir, plus loin, &
déterminer la nature des coefficients a, et a procéder aux justifications
établissant la convergence des intégrales rencontrées et la validité finale du
théoreme 6.5.

Si f et g appartiennent & L?(k?), la décomposition de f#g en ses par-
ties homogenes, définie par (5.4) et (5.7), est caractérisée par un certain
opérateur bilinéaire (f, g) — (f #g);, puisque (f#g¢)y peut étre reconstitué
(cf (5.5)) a partir de (f #g);. Décomposant également f et g en leurs parties
homogenes, on parvient, formellement au moins, & une identité

(#0500 =[] ([ Hpan(o1,52:9) £ (60) £ s2)dsdsa) dradr
X1,x2 k2

(6.6)

Nous adopterons dans tout ce qui suit les notations du lemme 5.1 concer-

nant les quasi-caractéres. Nous allons montrer pour commencer que dans

(6.6) 'intégrale porte sur I’ensemble des couples dg_@ractéres (x1, x2) pour

lesquels x(x1x2)~! est le carré d’un caractére de O}

Supposons que f et g soient des symboles tels que f € L%(k?) et
g € L3, (k?). Il résulte du lemme 5.4 que f#g appartient & L%, (k?). D’autre
part, le lemme 5.5 montre que les caractéres x; ou 2 qui interviennent dans
les décompositions de f et g ne sont que ceux pour lesquels il existe v et 15 €
OF tels que x1 = 6vf et X2 = §'vZ, et que les caractéres  intervenant dans
la décomposition de f#g sont seulement ceux pour lesquels x = 6’22 pour
un certain caractére v € Oy . On en déduit que, dans l'intégrale (6.6), seuls

)2
nr
pour un certain triplet (v1,12;v) de caractéres de O;. La formule (6.6) se
réduit donc a :

(F#9)(s) = (6.7)
// (// K1 ,x2:x (81, 525 ) f;l (51)9,(s2) dsidsz) dxadxa.

k2

interviennent les couples de caractéres (x1, x2) vérifiant x1x2 = x(

x=Xx1Xx2 mod les carrés de k¥

Comme ¢ et ¢’ sont arbitraires, cette formule s’étend, par bilinéarité, & tous
les couples de symboles (f, g), en un sens qui restera bien entendu a préciser.
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Nous allons obtenir de nouvelles propriétés du noyau K, ..y (51, 52; )
en examinant comment ce noyau se transforme sous P’action par transfor-
mation homographique du groupe SL(2, k).

On note 7 la représentation réguliere de SL(2,k) dans L?(k?) qui est
définie par : (m( i 3 )y, n) = f(dy—bn, —cy+an). Soit x un caractére
de k*: on note , la représentation unitaire de SL(2, k) dans L?(k) définie

a b _ -1 ds—b .
par (my( c d Yu)(s) = |—es+a|l " x(—es+ a)u(—_—m). Il est aisé de

vérifier que pour toute fonction f appartenant & L2(k?), pour tout caractére
x de k™, et presque tout s appartenant & k, on a : (7( i 3 )f)';((s) =
(3 ( i 3 ) f;)(s) En d’autres termes, la représentation 7 se décompose
comme l'intégrale de la famille de représentations 7, . Une conséquence de

la covariance du calcul de Weyl a I’égard de la représentation métaplectique

b b

est la formule 7( : d )(f#g) = (n( i d V)#F(m( : g )g). Tout

comme dans le cas archimédien ( cf [A.U.2], page 35 ), on en déduit 'équation
fonctionnelle :

asy1+b asy+b as+b
X"X”X(csl +d csy+d’ cs+ d)
= |esy +d| x1(es1 +d)  |es2 + d| x2(cs2 + d) (6.8)
Xles+d|x Hes+d)  Kyqxaix(51,52;8).

Rappelons que seuls sont & considérer les noyaux K, ,:, avec

X1X2
pour un certain caractére v de k™, ou X, X1, x2 sont définis par le lemme

5.1. Plus généralement, soient xi,xo deux quasi-caracteres, et x,v deux
caracteres tels que
X 2
—— =V, (6.9)
X1X2

11 est facile de voir que pour chaque caractére solution v de (6.9), la fonc-
tion Uy ..., vérifie la méme équation fonctionnelle que la fonction K donc
chacune des fonctions (9%, .. ) 7' Ky, x.:x est invariante sous les transfor-
mations

asi+b asy+b as+b

csy+d csa+d’ cs+d)'

Posons Q = {(s1, $2, 8) € P1(k) x P*(k) x P!(k) tel que s1 # s # s, 81 # 8} .
Alors le groupe SL(2, k) agit sur 2 par

(5178273) i (
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as1+b asp;+b as+b
cs1+d csa+d es+d
'Ky, x2;x Peut étre considérée comme une fonction sur
asy +b a52+b_ 81 — 82

cs1+d csy+d  (csy +d)(csy +d)
deux points «finis» (s1, s2, s) et (s], 85, s’) de Pespace 2 sont dans la méme

S1— 8o sy — sh
par

(s1—8)(s2 —s) (87 —8')(sh— ")
est le carré d’un élément de k*. Le cardinal de SL(2,k)\ Q est donc égal
a I'indice du groupe des carrés dans k*. Il est clair que si vy est un quasi-
caractére solution de I’équation (6.9), la solution générale v de I’équation
est v = 1pe avec ¢ € W, ensemble des caractéres introduit dans la définition
6.2. En particulier, le nombre de solutions de cette équation est #(W) =
#(k*/(k*)?) (ce nombre est fini : cf [G.G.P.S.],[A.W.]) et 'espace des fonc-
tions sur SL(2,k)\ Q est de dimension #(W). En outre, si vy est une
solution particuliere de (6.9), une base de cet espace est constituée par
la famille de fonctions ((9%3 ,..) "' (9%, \,)) ol v décrit I'ensemble de
toutes les solutions de ’équation précédente : ceci permet d’écrire la fonc-
tion (959 'K\ ,x2;x comme une combinaison linéaire des fonctions

(ﬁYl 5X21X)
telles que

(2 P onsns) = (

tions (¥

). Ainsi chacune des fonc-

X1,X2;5 X)
SL(2,k)\ Q. La formule

, montre que

orbite si et seulement si le quotient de

X1 X21X)

L(0%, voix)- Par suite, il existe donc des constantes a, (x1, x2; X)

Ky xoix (81, 823 8) = Zau(leYZa % xaix (81,523 8) (6.10)
dans cette somme le parametre v décrit ’ensemble des solutions de (6.9)

6.3. La composition de deux symboles quasi-homogeénes
particuliers

Nous revenons maintenant a des considérations rigoureuses. Il reste a
expliciter les constantes a, (X1, x2;X) : la méthode consistera & appliquer la
formule (6.9) en y remplacant f = f,, et g = g, par une paire de symboles
particuliers, mais suffisamment généraux. On sera en méme temps en mesure
de justifier (6.6) par des considérations plus précises que celles, formelles,
qui précedent.

Soient hy et ho deux quasi-caractéres ne dépendant que de z et £ respec-
tivement. Dans le lemme 6.7, nous allons calculer explicitement le composé
hi#hs : remarquer que I’on sort ici du cadre envisagé puisque h; et hs ne
sont certainement pas dans S(1). La remarque qui précede la proposition
2.10 montre que le symbole hj#hs est néanmoins bien défini. Ensuite nous
vérifierons, dans le lemme 6.8 , que les formules (6.6) et (6.10) sont valables
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dans le cas ou h; et hy sont deux quasi-caractéres ne dépendant que de z
et & respectivement.

DEFINITION 6.6. — Soient x1 = (a1,x1) et X2 = (o2, X2) deuz quasi-
caractéres. Posons, pour tout caractére x = (iA, x) et toute solution v de
Uéquation (6.9),

e (1 x23 X) = (W) 0(2) xa(=1) 217222 10, x1) T(0, x2) *
1—id—a1+as . 1 1+id—o1 —as
7(X1V) )F( v

2 2 ’
14—y +az . (611)
9 7X2V)

I

I'(

LEMME 6.7. — Soient hy et hy deuz symboles définis par hyi(z,&) =
lz| ™! x1(z) et hao(z, &) = |§|_1 x2(£) ot x1 et x2 sont deur quasi-caractéres.
Supposons que |Re(x1) £ Re(x2)| < 1. Alors on a, au sens faible dans
le dual de Salg(kz), hi#hy = f hy dx, c’est-a-dire pour toute fonction

f € Sag(k?), -
< hi#hs , f>= / <h,,f> dx (6.12)
o
avec, par définition, h,(z,§) = |£|_1 x(&) hl;((f), ot la fonction h';( est

£
définie par

—“14+id4+0 — s
(R2)(s) = A= |=|)™" s 2 x1(8) Y e (x1, x25X) v(5),
’ (6.13)

et ot la sommation porte sur l’ensemble des solutions de (6.9).

Preuve. — La fonction f sur laquelle on teste la décomposition intégrale
(6.12) appartient & Sqq(k?) : elle est donc localement constante a support
compact. Il existe donc un certain voisinage V = 1 + @V Oy de 1 tel que
f(az,af) = f(z,€) pour tout élément a de V et tout couple (z,¢) € k2 .
On en déduit que

£ (@, 6) /fmﬁ >de—/fmw@andx

= la| ™" x(a) fx (@, £) = %(a) fx (2, €)

pour tout élément a de V et tout couple (z,£) € k2. En particulier, si la
composante homogeéne f, n’est pas identiquement nulle, alors x(a) =
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pour tout a € V. Le caractere x induit ainsi un caractere multiplicatif sur
O} /(14w Ok), qui est un groupe fini (puisque c’est le quotient d’un groupe
compact par un sous-groupe ouvert). Donc, la composante homogeéne f, ne
peut étre non-identiquement nulle que pour un nombre fini de choix du
caractere x, le lemme 5.1 montre alors que f, est identiquement nulle sauf
lorsque x décrit une partie compacte de kX, 11 est clair par ailleurs que la
fonction (z,£) — fy(z,£) est continue sur £2\{(0,0)} : on voit aussi que la
fonction (x, s) — ( f;)(s) = fyx(s,1) est uniformément bornée.

Nous allons montrer que les deux membres de ’équation (6.12) sont des
fonctions holomorphes de a3, a2 dans le domaine indiqué. Pour le second
membre cela résulte de (6.13) et de la relation qui s’en déduit grace a (5.5):

() @6) =1 lw)™ T el xzi) el =T (310 (2) x
16T @),

puisque la fonction h, est localement intégrable (on a |Re(oq — a2)| < 1)

et que l'intégration en x porte, comme il a été dit plus haut sur une par-
tie compacte. Pour ce qui concerne le membre de gauche, on rappelle que,

comme le symbole h;(x,§) dépend seulement de = ou seulement de &, h; est

aussi le symbole standard de Popérateur Op(h;) (cf (2.12)). On sait aussi
que Opst(h1)Opst(h2) = Opsi(h1 @ he), avec (h1 ® h2)(z,§) = h1(z) h2(§)-

D’autre part, I’application qui, & un couple de quasi-caractéres (1, x2), as-
socie la distribution tempérée sur k? définie par (z, &) — lx|_1xl (z) ¢ |_1X2(§ )
se prolonge en une fonction holomorphe sur ’ensemble {(x1,x2), x1 #1

et x2 # 1}. Rappelons que la notion de fonction holomorphe d’un quasi-
caractere x1 = (o, x1) doit s’entendre comme celle de fonction holomorphe
de o lorsque x; est fixé.

De plus, 'opérateur A défini par la formule (2.14), qui lie les symboles
standard et de Weyl du méme opérateur, est continu de §’(k?) dans S’(k?)
et de S(k?) dans S(k?); ceci montre que la fonction

< hathy , f>=<(2,€) = |27 xa(@) 67" x2(8), (AS) >

est holomorphe sur 'ensemble {(x1, x2), X1 # 1 et x2 # 1}. Pour démontrer
l’identité (6.12), on peut donc, utilisant le prolongement analytique, se

ramener au cas ol
0 < Re(x2) < Re(x1) <1 (6.14)

Le symbole de Weyl hj#ho de ’opérateur produit Op(hq)Op(h2) est donné
(cf. (2.15)) par la formule

(Filla#tha))(n,€) = (Fi(h © h))(1,€ = )
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ou, rappelons-le, F; désigne la transformation de Fourier par rapport a la
premiere variable. Lorsque les inégalités (6.14) sont vérifiées, on peut utiliser
la formule (5.2)

(ha#h2) (@, ) = T(0,x1) xa(~1) / Xt fe = 2| xate = D) wian) dn
kX

(6.15)
Rappelons par ailleurs (cf. [G.G.P.S], page 145) que si §; et 2 sont deux
quasi-caracteres vérifiant Re(é;) > 0, Re(d2) > 0 et Re(d1) + Re(d2) < 1,
alors
-1 -1 I'(0,61)I(0, 62)
é 1-— 02(1 — n)dn = ———r--—--—"—--
/lnl 1(n) [1=n|™" 62(1 = m)dn T0.5:163)

kX

(6.16)

Donc, en effectuant le changement de variable n — 2£n dans Pintégrale
(6.15), nous obtenons la majoration suivante

|(ha#tha) (2, €)] < C(xa, x2)([€ O ~Re0a) (6.17)
ou C(x1,x2) = ﬂ(};fé_);‘%éz_)ﬂ“(o,)a)l est une constante qui, pour
, 0102

¢ €]0, 1, est uniformément bornée sur Pensemble {(x1, x2) tel que Vi = 1,2,
¢ < Re(x;s) € 1—¢€}. Un calcul direct (ou la régle de covariance) montre
en outre que la distribution h;#h, satisfait a la régle de transformation
suivante

Y a0y, (h#he)(a 'z, af) = x7 (a)xa(a) (ha#ths)(x, ).

En transposant ’action de a, on voit que pour toute fonction f appartenant
a Saig(k?) N L3(k?) (cf. la définition (5.10) ) < hi#hs, f > est égal & zéro
si 6 # X1X5 . Ainsi, pour toute fonction f appartenant & Sag(k?), on a
< hi#he, f >=< hl#hz,lexz—lf > ou P).mz;lf est la composante de f
sur Lf.(l).(_l (k2). Nous pouvons donc supposer dans la suite que la fonction
2
f appartient & Sgq(k?) ﬂLf.mé_l(k'z). En particulier, d’aprés le lemme 5.5,
2

seuls les caractéres x tels que X = x1X2v?, pour un certain caractere v de
k>, interviennent dans la décomposition en parties homogenes de f . Cela
revient au méme d’écrire Yy~ = x1x2v?, en changeant v en (vx1X2)"!. On a

< ha#ha, f >=T(0,x1) x1(-1)

// /xfl(n) ié_gl_1X2(‘f—g) P(zn) dn | f(=,€) dz dE,
k k k
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ou le domaine d’intégration en z, £ est compact, et I'inégalité (6.17) montre
que P'intégrale triple converge (puisque Re(x2) — Re(x1) > —1). Ainsi, a
P’aide des changements de variables x = s et n — 2£n, on obtient

< ha#ths, f >=T(0,x1) |2| x7*(2) Xl(_l)kj; €1 XTH() x2(8) x

XD 11 = 0l ™ x2(1 — n)w(2s€2n) f(s€,€) ds dE dn,

qui est une intégrale absolument convergente sous les conditions (6.14) :
cette intégrale est aussi la limite lorsque € — 0, de 'intégrale I(¢) analogue,
obtenue en faisant porter ’intégrale sur ’ensemble défini par la condition
|2sm| = e.

Rappelons que ¢ (resp. ¢°) désigne, & un facteur multiplicatif pres, la
fonction indicatrice de O (resp. OP). Puisque la fonction f appartient a
Sag(k?), on a f(z,€) = f(z, )¢’ (a&?) pour tout a € k™ avec |a| assez petit,
d’ou

Ie) = TOx1) 2l %@ xa(-1) / / € x7H) x2(0)
k |2sn|ze

xx1T () 11— 0|7  x2(1 — n)w(2s€2n) f(s€,€) ¢°(a?) ds de dn
= TO,x1) 12 xI'@ xa(-1) / NEHm) 11 = 1™ xa(1 — ) ds dn

[2sm|>e

x / €] XTHE) X200 (25E7n) F(s6,6) *(a€®) dE . (6.18)
k

D’aprés la relation (5.7) et puisque f appartient & Sy (k?) an'ax'l(kz)’
2

la fonction f(s€, &) peut s’écrire sous la forme

F(s6,6) = f F(sE,€)dx = / F(s6,€)dx = [¢] ™ / £ ()x(€)dx,
X D(x1,x2) D(x1,x2)
(6.19)

! = %1 x2 modulo les

ou D(x1, x2) est 'ensemble des caractéres x tels que ™

carrés de kX et qui, en outre, interviennent dans la décomposition en parties
homogenes de f. Ainsi I'intégration ne porte que sur une partie compacte

de l;; On a donc

- 220 -



Calcul pseudodifférentiel p-adique

1) = 12 x7*@ D0, x1) xa(-1) / () dx
D(x1,x2)

/ / XHm) 1L =0l xa(1 = ) dy ds (6.20)

|25m|>e

x / (o x2) (€) ¢ (a)u(2s€2n) de .

k

Rappelons que )'(‘1 = )'(15(21/2 pour un certain caractere v appartenant

a kX: on fixe un tel caractere 1/0, mais on verra que la formule finale ne
dépend pas de ce choix. Donc xx7 *xz2 = |27 (%1)~2v572, ce qui nous
permet de calculer ’intégrale suivante :

/ o x2)( £)6°(a2)b(2sm) de

X
k i\ — A—oartas + a2

/ €27 2 6%ag®) () "2 2)(€)w(263s) de.

On effectue le changement de variable ¢t = £2 (on désignera par k> 2 ’ensemble
des carrés de k™), qui transforme I’'intégrale qui précéde en
—14iA—o1 +as
e [ 2 & (at) ()™ O (2tsm)at

kX2

Or k*?= [ Ker ¢, ol, rappelons-le, W est le groupe des caractéres d’ordre 2
ceW

S e

de k*. En particulier la fonction indicatrice de k%2 est égale & ——
#(W ceeW

1 _ 1 R
—#(W) nge‘lyo - —#(W) ; v~1 ou la som-

mation porte sur ’ensemble des solutions de I’équation x 1

/ 00 xa) (O (a)u2e%o) ds = (21 #0073 i

kX

x@°(at) (k1) "w ) (v (2tsn)dt.

On remarque, en outre, que

= X1X2V2. D’ou
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Soit 4 un quasi-caractére de k. Alors, prenant F~!u au sens des distribu-
tions tempérées,

FHt — ¢%at)u(t))(2sn) = (F~H(t — ¢%(at)) * F1u)(2sn)
—T(L,p) lof™ / o(a= @sn — 1) [t u~1() dt,
kX

ou 'on a appliqué la formule (5.2). Cette intégrale porte sur I’ensemble
2sn + aOy. 11 existe une constante C~!, ne dépendant que du plus petit
entier N tel que y soit trivial sur le voisinage 1+ @™ Oy de 1 dans k*, telle
que, quel que soit £ > 0, les inégalités |2sn| > ¢ et |a] < C~ e entrainent :

-1

Vt € 2sn+ a0k, |t p= () = |2sn”" 1 (2sn).

-1

On suppose désormais que |a| < C™ "¢, ce qu'il est possible de faire. Pour

|2sm| > € et |a| < C¢, on a alors

FH(t - ¢°(at)u(t))(2sm) = T(L, ) [2sn] " 1™ (2s1). (6.21)

Nous appliquons cette derniére formule au caractere

—14+id—ay+ta
pw=1] 2 (x1)~1v 1. 1l est possible ainsi d’expliciter I(¢) sous la
forme :

14+iA—a;+ a3

Ie)= #W) %12 xa(~1) T(0,x1) ST g )~
x / dx // £2(s) 257 20T (41)(2s) v(2)
D(x1,x2) |2sm|>e

X ) L=l xa(l =) [T T2 (400 () dn ds.

L’intégrale relativement a dy ne porte que sur un compact. La condition
(6.14) et le fait que la fonction f,lz soit continue et équivalente & l'infini &
C |3|_1 X(s) pour une certaine constante C montrent que l'intégrale relative
& dn ds, prise sur k% tout entier, est absolument convergente : la limite,
lorsque ¢ — 0, de I(¢) s’obtient donc en supprimant la restriction |2sn| > ¢
sous l'intégrale double.

D’ou, en écrivant

1. —1—iAta;—a2 —1—id—a1—as
x1 xav| | 2 =vl| z
et en utilisant la formule 6.16, nous pouvons alors expliciter (6.21) :
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< ha#tha, f >= (FW)XTH(2) xa(=1) T(0, x1) T(0, x2)
x / dx / ds f2(s) 25|72 (1) (2s)
D(XLXz) k

1+7:)\—041+Ot2 1—i)\—a1—a21/

I( s () ~HI( :
x> 2 Ry 2 v(2s). (6.22)
v F( 9 ,X2V)
Par ailleurs, on a
< hy, f >= (1 @) / B (5) 21 (s)ds (6.23)

k

pour toute fonction f € Sge(k?). Cela résulte en effet de la formule (5.5)
dt
1-l=))

1

jointe & la formule (5.4) et & la relation |t| d*t =

En changeant x en x~! dans (6.22), I’équation x ! = x;x21? devient la
condition (6.9), et on voit donc (toujours avec x = (i\ X)) que
< hy#hg, f > s'écrit effectivement [ < hy, f > dx & la condition que

kX
hi (s) soit défini par I’expression (6.13). Ceci termine la preuve du lemme
6.7. d

Le lemme qui précede explicite effectivement la décomposition de hy#ho
dans le cas ou h; et hs sont des quasi-caractéres. Le lemme qui suit per-
met d’écrire chaque «terme» de la décomposition sous la forme intégrale
souhaitée dans le cas général.

LEMME 6.8. — Soient hy(z,€) = |z|™ x1(z) et hao(z,€) = |€]7" x2(€)
ot x1 et x2 sont des quasi-caractéres. On suppose que x1 = (o1,x1) et
X2 = (a2, X2). En outre, on suppose que |Re(x1) = Re(x2)| < 1, Re(x1) >0
et Re(x2) > 0. On note ici (h1#h2), €t (hl#hQ)l;( les fonctions notées h,, et

ht;( dans l’énoncé du lemme 6.7. Pour tout caractére x, on a alors la formule

(P1#tha)3(s) = //KXl,X2§X(51’S2;S)|31|.—1X1(81)d51ds2 (6.24)
k2

I

-1
ZGV(XLXZ;X)//79;1,X2;X(31752;3) |s1]™" x1(s1)ds1dsg,
v k2
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dans laquelle les fonctions Uy, ., . ont €€ définies en (6.2), et les coeffi-

cients a,(x1,Xx2;X) sont donnés par la formule (6.3)

Preuve. — On évalue d’abord l'intégrale double intervenant au second
membre de (6.24), & savoir

—1—(iX tai+az Co1 —14+idto; —o
/ / o1 — 89 o (o) )] Jsa — x
k?

(Gar)(sz = )] |5 — 1] =252 [(030) (s — s1)] 2]~ xa (1) sy dsa.

Utilisant la formule (6.16), la relation x = x1xX2v?, ainsi que la formule
(5.3), on obtient que l'intégrale double qui précede s’écrit donc

1—-iA—a;—ay . _
T(0, x1) T(0, x2) T( S X1Y)

1+4id—a1 —« —1ltidtog—o A
I( )T T Gav)e).

Cette derniere égalité ainsi que le lemme 6.7 nous donnent

Zau(XlaXZ;X) //ﬂ;l,xz;x(sl,s;g;s) |31|—1X1(31)d31d82
v k2

1—i)\—a1—a2

= ZGV(XI,X%X) F(O’Xl) F(Oa XZ) F( 9 aX—lV)
1+id—0o1 —« —1+idto3—o R
x I =) T T Gan)s)
1 —14+idtog—a .

=1 —|=)™" Is| 2 X1(8) D e (x1, 23 X)¥(8)

= (ha#h2)’(s),
qui est 1’égalité recherchée (rappelons que les coefficients ¢, (x1, x2; x) ont
été définis dans la définition 6.6). O

COROLLAIRE 6.9. — Soit Zl 3 ) une matrice appartenant ¢ GL(2, k).
Sous les mémes hypothéses que dans le lemme 6.8, on a
(laz+ b6 xa(az+8)) # (jx+ el xalea +9)) = [ 90(0,6) dx

kX
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avec g, défini par léquation (5.5) et par

(9%)(s)

J[ Fuaorszss)lass + " xaass +b
k2

lesa + d| ™ xa(cso + d) dsidss
= S alaa) [[ Gl oo
174 k2

x lasy + b ™" x1(asy +b) |csa + d| 7 xa(csa + d) dsidse.

Preuve. — La formule que nous allons démontrer est invariante par ho-
mothétie relativement au vecteur (a,b). On peut donc supposer que la

matrice ( Z Z ) appartient & SL(2,k) i.e. ad — bc = 1. La formule se

démontre alors en utilisant le lemme 6.7, la formule (5.5) puis le lemme 6.8
et pour finir les régles de transformations (6.9) qui sont satisfaites par le
noyau Ky, x,x- O

6.4. Composition de deux ondes planes transverses
quasi-homogénes

On estime, au sens faible, la composée de deux ondes planes transverses
quasi-homogenes (lemme 6.11). Auparavant, on a besoin du lemme suivant
qui s’obtient exactement comme dans [A.U.3], lemme 3.5, vu que sa preuve
n’utilise pas autre chose que le fait que la fonction |s|™° est intégrable en 0
(resp. l’infini) si € < 1 (resp. € > 1).

LEMME 6.10. —

—1l—g1—¢ —1+e1—¢
Soit I = // |s1 — s2] 2 ISZ—SI__HL—Z
%3

x |8 — 81|22 Juy(s1) ua(s2) u(s)| dsydss ds.

Posons, pour j =1 ou 2, |||u;|; = sup((1+]s;1)*7%7 |u;(s;)]), et supposons
que |e1 + 2| < 1 : alors il existe une contante C(e1,¢2) telle que

I<Cler,e2) (wmallly MMuzllly fellpogry -

LEMME 6.11. — Soient (xj)jeqr,2y = ((o5,Xj))jeqn,2y deuzr quasi-
caractéres tels que |Re(x1) — Re(x2)] < 1, Re(x1) > 0, Re(x2) > O et
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|Re(x1) — Re(x2)| + Re(x1) + Re(x2) < 2 et soit hs une fonction appar-
tenant 6 Saig(k?). Alors, pour tout couple (o1,02) d’éléments de k? tel que
01 F# 02, on @

(12 = 16 xa@ = 018)) # (12— 2 xala = 026)) , s

< C(al,ag) | 1,0’1 |Re(x1—x2)! 01 — 02 |—1+Re X2 | (625)
C(a1, ) étant une fonction localement bornée de oy, aa.

Preuve. — Pour commencer, on étend le lemme 6.7. Soit § un nombre
réel appartenant & ]0,1[. La déformation de contour x —| . |° x dans la
formule (6.12) montre que l’on a :

(o™ xa @161 xal€) = [ e, (6.26)
Tx
avec
h’X(w’ 6) = (1 - |‘W|)_1 |CL‘] _1+6+i§+a1_a2 Igl _1+6+i’;—0‘1+a2

x> eulxn x| x) (av)(@) (k2v)() :

Rappelons que, d’apres la définition 6.6, la sommation ne porte que sur les
caractéres v pour lesquels (6.9) est vérifiée. En particulier, 2, ne peut-étre

appartient au groupe W. Les formules (6.11), (5.5) et

non nulle que si

(6.13) montrent que cette décomposition est valable si ’on suppose, outre

les inégalités 0 < Re(x1) < 1,0 < Re(x2) < 1, que Re(x1)+ Re(x2) < 1456,

|Re(x1) — Re(x2)] < 1—6 : elle permet donc d’étendre le domaine de validité

du lemme 6.7. Ensuite, nous appliquons au premier membre de (6.26) la
1 g1

formule de covariance (2.10) ou g est la matrice | ¢ — o o1 — 02
1 —02

qui appartient & SL(2, k), ce qui nous donne

< (lz = 01€] 7 xa(z — 016))#( |z — 028 7! xa(x — 02€)), ha >= (1 — |w|)
T / dx / / do dE ha(z,€) |z — oy oy emes
> R
o lm _ 0—25| —140+id—a3tag
Y vlor—02)™t e lxas xas [ X) Gav) (@ — 018) (xav) (@ — 026),

v
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formule dans laquelle I’'intégration relativement & dx ne porte que sur un
compact (en vertu de ce qui a été dit plus haut). Posons (puisque X1, x2 et
v sont des caracteres)

R(Ul, 02) =
—14+5+Re(x1—xa —1+_2_(__26—Re X1-X2
// o — oy |hs(z,£)| da de.
k2

La fonction h; appartient & Sgg(k?) donc, pour tout entier N, elle est
dominée par la fonction |1, z,¢| ™2, d’o
R(O'MUZ) <

—14-0+Re(x1—X2 —1+d—Re(x1—x2 —2N
ex [ o — g TR TS Y e,
k k

En vue de la majoration de R(o1,02), nous allons distinguer deux cas :

premier cas : |01 < 1. On effectue le changement de variable
x — T + 01 et, en remarquant que |1,z + 01£,£| = |1, z,€|, on obtient

R(Ulv 02) <

—146+Re(x1—X2 —140—Re(x1—X2 _oN
C / / o TR e TR ) e g
k k
—14+5+Re(x1—X
<Cn / do |of TR ) -
k
—14+6—Re(x1—Xx2 _
/ o= (02 — oy )g| T E Ry N e
k

—14+0—Re(x1—Xx2) —1+6+Re(x1—Xx2) _N
< Cn |o2 — o1l /dm |z 11, z|
k
—14+6—Re(x1—Xx2)
e
X
k

-N
- ilag I d€
La derniére intégrale de cette inégalité est bornée indépendamment de

02 — 01

——— ce qui nous fournit les majorations suivantes
02 — 01

—146—Re(x1—X2 —1+6+Re(x1—X2 _N
R(01,02)< Cn |02 — 01 p) /da: |z| p 11, z|
k
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—1+6—Re(xa—x2 _N
x sup/Ix—a——"“—l- IL,¢
€k 4

—1+6—Re(x1—x2) —1+d+Re(x1—x2) _N
< Cn |o2 — oy /d:c jz| 11, z|

~
k
——1+6—Re!xl—x2!
< Cn oz — o] .

deuxiéme cas : |o1| > 1.
—1+6+Re(xi—Xx2)
R(O’1,0’2) < CN// |.’L‘ — U]f[
k k
—146—Re(x1—Xx2 _aN
X fo — o] T BT e gy g
—146+Re(x1—Xx2 . —1+6+Re(x1—x2
S O o TR [ [ty T
k ok
—1+6—Re(x1—Xx2 _aN
X fo— a2 gy g

On effectue le changement de variable § — £ 4 o1 1z, en remarquant de
nouveau que Il,x,§ + al_la:| = |1, z,£|, ce qui nous donne

—1+6+Re(x1—x2) —1+6+Re(x1—Xx2)
R(o1,02) < Cn |oq] //|§|
k k
—1+6—Re(x1—Xx2 _
x |z — 02<g+a;1x>1—%—J |1, 2,€| 7% da dg

—14+5+Re(x1—x2 L1+ Re(xs—x» —-N
<Oy |al|—“2‘——2//|s|——f——lll»€! d
—1+6—Re(x1—X2
|—7‘—“ L™

X ]ol (01 — g2)x — 02€

—14+6+Re(x1—X2 ) —14+5—Re X1—Xxz2)
< Cp o] 2 loT (01 — 02)]
) R € —14+3—Re(x1—Xx2
—1+0+Re(xi—Xx2 _ 0102
/ i / )

11, 2|~ dade.
0'1 - 0’2
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A T'aide de l’argument utilisé & la fin du premier cas, nous obtenons la
majoration suivante

_ —1+0—Re(x1—Xx2
R(01,05) < Cy |oq|Fer=x2) 5 — a2|—z‘—2 .

D’ou, finalement, dans tous les cas,

—146—Re(x1—X2)
R -
R(01,02) < Cn 1,010 ™%2) |5, — | ,

ce qui termine la preuve du lemme 6.11. O

6.5. Preuve de la formule de composition

Le reste de ce travail est consacré a la preuve du théoréeme 6.5. La
méthode employée consiste & décomposer chacun des deux symboles h;
et ho en «ondes planes», c’est-a-dire en symboles dont chacun ne dépend
que d’une combinaison linéaire (variable) de z et £ : génériquement, dans
I'intégrale que nous aurons a considérer, la condition de transversalité
01 # 09 qui intervient dans le lemme 6.11 sera vérifiée, et on pourra donc
utiliser ce lemme apres avoir décomposé chaque onde plane en ses com-
posantes homogenes. Il y a d’assez grandes difficultés de convergence, dont
on viendra a bout pour commencer par des méthodes de prolongement ana-
lytique, mais également, tout a la fin, par I'usage d’un opérateur approprié,
sorte d’analogue p-adique de ’oscillateur harmonique, qui contribuera a cer-
taines estimations critiques.

En utilisant (6.23), on voit que ’assertion du théoréme 6.5 est équivalente
a prouver que, pour tout triplet (hi,hs,hs) de fonctions appartenant a
Salg(kz), on a

< hattha, by >= (1 — |w|)/dx/ (hg)i;_l(s)ds//(//KXl,Xz;x(sl,sz;s)
k = R

Bx

x(h1)}, (s1) (h2)},(s2) dsidsa) dxidxa. (6.27)

Pour commencer, nous allons, en utilisant un prolongement analytique,
montrer que 'intégrale au second membre de (6.27) se raméne & ’intégrale
(6.30) plus bas dans laquelle une déformation de contour a été effectuée rel-
ativement aux variables x; et x2. Il faut pour cela étendre la définition (5.4)
des composantes homogenes d’une fonction sur k% au cas ol I'on remplace
le caractére x par un quasi-caractere.
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Soit h une fonction appartenant & Sy4(k*) et X = (o, %) un quasi-
caractere tel que Re(y) < 1. On pose

&) = [ hitz,tn ) 1] @t (6.28)
kX
et h; (s) = hy(s,1). L’intégrale qui définit cette fonction est bien conver-

gente en raison de I’hypothese faite sur a.

Soient h1, ho, et hg trois fonctions appartenant & Sy (k?), X1 = (1, X1)
et x2 = (a2, x2) deux quasi-caractéres tels que |Re(x1) = Re(x2)| < 1,
ce qui entraine que |Re(x1)] < 1 et |Re(x2)| < 1, et enfin x = (i, x)
un caractere. Nous allons appliquer le lemme 6.10 aux fonctions u;(s;) =
(hj);j (sj)pourj =1lou2etu(s) = (hg)i(s), avec ¢; = Re x;. On remarque

que |sj|—1 Xj(sj)(hj)’;(j (sj_l) = k{ h;(t, tsj)xj_l(t) |t] d*t, ce qui nous donne
sl < Cles)(sup fuj(s;)] + sup(ls; ™ uj(s;))))
< C(Ej)(sup/ |hj(tss, )] [t] dt+sup/ |hj (¢, ts5)| [t~ dt) < +oo,
i 5

puisque la fonction h; est & support compact, et que |e;| < 1.
La fonction u = (hg,)*;(_1 est continue et équivalente & linfini a

C|s|™* x~1(s) pour une certaine constante C, d’ou

Vs €k, ‘(hg);_l (s) < C|1,8". (6.29)

Le lemme 6.10 prouve alors que l'intégrale

I 15 o szi )by, (52) (e (s2) (halloss)]| disadse ds
k3

est convergente et est majorée par une constante ne dépendant que des
parties réelles de x1 et x2. De plus, pour Re(x;) fixé, (hj)';(]_ = 0 sauf sur
une partie compacte de ’ensemble des quasi-caracteéres dont la partie réelle
est égale & celle de x;. Rappelons que x; = (¢, x;) et que x = (i, x)
et posons H(gy,e2) = {(x1,x2), Re(x1) =¢1, Re(x2) =¢e2 }. Considérons
alors I'intégrale

// dx1dxe (6.30)

H(ey,e2)
[ ax / / [ Koot 5018 (), () ()l (52) (he)yon(s) o dy ),
el
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dans laquelle on suppose la condition |e; + &3] < 1 satisfaite. D’aprés ce
qui précede, l'intégrale est absolument convergente ; en outre, d’aprés la
définition (6.28), la fonction

(01, 02) = Ko, xaix (51, 525 8)(ha)%, (1) (h2)’, (s2)

est holomorphe dans le domaine |Re(a; + a2)| < 1. Une déformation de
contour, utilisant le fait que I’application o; — (h;) (as%y) €St holomorphe

2mi
sur I’ensemble |Re(a;)| < 1 et l——périodique, permet alors de ramener
nq

l’intégrale au second membre de (6.27) & l'intégrale (6.30) dans laquelle on
suppose désormais €1 > 0, g2 > 0, |e; £ 2| < 1.

On continue comme dans la preuve du théoréme 3.1 de [A.U.3] en décom-
posant (h1)y, et (h2)y, en intégrales de symboles susceptibles de permettre
Papplication du corollaire 6.9 : en d’autres termes il s’agit de décomposer
(hj)x, en une intégrale de symboles élémentaires dont chacun ne dépend
que d’une combinaison linéaire de z et £. Cette décomposition conduit a
deux intégrations supplémentaires et un peu de travail sera nécessaire pour
justifier la convergence de la nouvelle intégrale multiple obtenue. Rappelons
que la transformée de Fourier symplectique G (qui est définie en (1.7)) est
une involution sur S,;4(k?). Si h une fonction appartenant & S,i4(k?), on a
donc

ha,) = 21 [ (Gh) @ myv(@(on - ) dy i, (6.31)
k2
soit, aprés changement de variable,

h(z,) = |2 / (Gh)(om myi(2n(z — o€)) || dn do.
k2

On pose alors, pour h; = hy ou hg, kS (z) = |2| [(Gh;)(on, n)y(2nz) 0| dn,
k
ce qui conduit & la décomposition h;(z, &) = [ h (z — 0§) do. Remarquons
k

pour un usage ultérieur que la fonction 7 — (Gh;)(on,n) |n| est & sup-
port compact et lipschitzienne, d’une facon uniforme par rapport & o pour
lo] < 1, d’ou I'inégalité Ih}’(w)| < C |1,z|™" valable pour tout couple (z, o)
avec |o] < 1. Pour |o| > 1, on écrit
hS (x) = |2 lo|™2 [(Gh;)(n, o~ ) (20 nz) |n| dn et le méme argument
k
montre que |hS(z)| < C lo| 2 [1,0”1:5‘_1 d’ot
C 1,27 si o <1
|h§ ()] < : (6.32)

C Lot ozt si o] > 1
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avec |z,&| = max(|z|, |€|) pour tout (z,£) € k2. Nous avons donc écrit la

fonction h; comme une superposition intégrale d’«ondes planes».

Appliquons cette méthode a la composante homogene de degré x; (ol x;

est un quasi-caractére) d’une fonction h; :

((hi)x; )7 (@) = 12| [ G((hy)x, ) (on, mw(2nz) In| dn. Or, G((hy)y,) = (Ghy), -1,
k J

donc ’égalité précédente devient, d’apres (6.28),

()7 @ = 12l [ (Gha) s (ommpvtenm) nldn
k

2 / $(2nz) || dn f (Ghy)(tom tn)x;(t) |t] d¥t .
k)(

k

Si nous testons la fonction ((h;),;)” sur une fonction appartenant a Sg;q(k),
on voit que ’on peut permuter I’ordre d’intégration du second membre de
P’égalité précédente. D’ou

()@ = 12l [x5(0) 1] @t [ (Gny)eom, myuiena) bnlan
k)(

k

I

1

[ e w3 ane

k)(

2] x5 (@) / it x7H ) B2 (E) dt. (6.33)
kX

Nous posons pour ce qui suit b;j(x;,0) = [ ¢ Xj_l(t) h(t) d*t. Comme
k)(
1> Re(x;) > 0, la majoration (6.32) montre que, pour tout o,

Ib; (xj, )| < C |1, 0|17 RW) (6.34)
On déduit de ce qui précede 'identité suivante
(0% @) = [(r),)7 (s = 0) do = [ 5=l x5 = ) bz ) do
k

k
(6.35)

que nous allons substituer 4 deux des trois facteurs de 'intégrale (6.30). Rap-
pelons que l'expression (6.30), une fois multipliée par (1 — |w|), représente
le second membre de (6.5) testé sur la fonction hs : celui-ci s’écrit donc

(1~ =) // dx1dxe /dX//b1(X1,01) ba(x2,02) doy dos
kK

H{et,e2) >
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/// Kanz;x(SlaSz;S) X
kS

ls1 — o1 xa(s1 — 1) [s2 — 02| ™" xa(s2 — 02) (h3)’ -1 (s)ds1dsads, (6.36)

sous réserve de ’absolue convergence de la nouvelle intégrale multiple obte-
nue, qui comprend une intégrale supplémentaire par rapport a la mesure
doy dog. Posons (rappelant que (6.4) définit le noyau K comme combinaison

o . v
linéaire des fonctions 9%, ... )

I(oy,02) = /// lﬂ;hxm(sl,SQ;s) |s1 — all—l x1(s1 — al)l
k3

’ sz — 02| xa(s2 — 02) (hg)l;_l(S)‘ dsy dsz ds.

Si o1 # 03, on effectue dans 'intégrale définissant I(oq, 02) les changements
de variables

g2 o2
_'T_3j+o'1 ——_—-5+0’1
55 > —22 22 et s —L 72
-——I—+1 ——+1
g1 — 02 g1 — 02
02
—2 4
On remarque, d’une part, que la matrice 91792 appartient 3
- 01 — 02
SL(2,k), ce qui permet d’utiliser la régle de transformation (6.9) valable on
le sait pour les fonctions w;um:x = 19h;1 ez aussi bien que pour le noyau
K correspondant, et, d’autre part, que sy — o7 (resp. sz —02) est transformé
s 01—0
par ce changement de variable en ——511— (resp.—i,T—?——). On
- +1 —— —t1
o1 — 09 o1 — 02

peut donc écrire, apres simplification, (o1, 02) sous la forme
_ =l—e1—¢ —1l+e;—¢ —1l—e3+e
oy — g [T /// I — 85 TF TR gy — o TR g g, TR
k3

g2

-1 ——2 sty
—1+e1 s (h3);_l(JLir‘72__) ds; dso ds.
+1

+1

X |81|

01 — 02

01— 02
Dans la démonstration du lemme 6.8, il est prouvé, en particulier, que
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—l—g;—¢ —l—c14¢ 1+e;—¢
// |s1 — 82|~ 2 |s —s1]7 2 lsg—s| = 2 s1] 71T dsy dso

k?
—14¢&1—e9
= Cle1,e2) |9 2

sie; >0, e3>0et |¢; L ea| < 1. Ainsi, on a

—1l4e9—eo
I(o1,02) = Cl(e1,2) |01 — 02 |_1+E2/|s| Z -8 +1 X
01— 02
k
_O-_.a.i_s_'_o'l
(hg)b _(—L=22 )| ds.

41

g1 — 02

La majoration (6.29) montre que I(o1,02) < C(e1,€2)J(01,02) avec,
par définition,

-1

s
s+ o0y, ———— + 1| ds,
01— 02 01— 02

g2

_ —1lte;—eo
J(01,02) = |01 — 02| 1+€2/15l
%

soit, apres le changement de variable s — (o1 — 02)s,

—1+e3+ten —lte;—zg -1
J(o1,02) = |o1—o2|” 2 |s|™ 2 loas+ 01, s+1|" " ds
k
—1+e14¢ —1l+e;—¢ _
= |oy—o3|” 2 (/ ls| 7 2 logs+ 01, s+1|"ds
[sl<1
—l—ej+¢ _
+ / |s| 7 2 loys 4+ 02, s+ 1|7 ds). (6.37)
|s|<1
. -1 -1 028+ 01|
La fonction s +— |o2s+01, s+ 1|7 = |s+1| |1, 71 est de
s
carré intégrable sur k et sa norme L2 sur k est égale, 4 un facteur multipli-
1
catif constant pres, a o1 — 03 | 2 (effectuant le changement de variable

028 + 01

h hi
omographique s — 3

). D’autre part, on a estimation suivante

sup|o2s+ o1, s+ 1|_1 =suplozs + o1 — 02, s]_l <1,02] |o1—o02 |_1,
s€k s€k
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que 'on obtient en appliquant I'inégalité ultramétrique dans les cas |o2s|

< |0'1 - 0’2|
= |03 — 02| Ces estimations sur la norme L? et la norme L*® de la
> |0'1 — 0’2| .

fonction s — |o2s+ 01, s+ 1|—1 nous fournissent, par interpolation, la
majoration suivante (qui est valable pour tout nombre réel p > 2, la confu-
sion n’étant pas & craindre avec le p de Q)

2-p p—2 -1
C|0’1—0’2l p ll,O’z' p IO’1—0’2| p

H|O’28+0’1 , s+ 1|_1)
L?(B(0,1))

1-p p=2
<Cloy—o02 | P |1, 02| P

1 1 —1—|e1—e
Soit ¢ le nombre réel défini par —+~ = 1. La fonction s — |s| —
p

—1—|eg —¢ 1 1—|eg—¢
appartient & L9(B(0,1)) si -——|21—1| > ——, c’est-a-dire | ; 2|
q
1
> —. Sous cette derniére condition, nous obtenons, d’apres l'inégalité de

p
Holder, ’estimation suivante

—14e;—¢ _ 1—p p=2
/ ls|7 2 loas + 01, s+1| 7 ds < Cler,€2) oy — 02 | P [L,00] P
Isl<1

Cette derniére estimation est également valable pour le deuxieme terme
du second membre de la formule (6.37) définissant J(o1,02), & condition
1—|eg—e2] _ 1
—————————— > -,
2 P
Sligide 1op _2 _2

J(01,02) < Cler,€2) |og —o2 | (1, a'TP 4L, 0pf' TR
(6.38)

d’échanger o; et o2, ainsi que €1 et €2, donc, pourvu que

et, par conséquent,

—l+ei+ep  1-p _2 _2
I(01,02) < Clen,e2) o1 —o2 |~ 2 77 (|1, oo P +1, 0o 7P).

Pour assurer la convergence de 'intégrale (6.36), il suffit donc, utilisant
également (6.34), que, toujours avec €1 > 0,e2>0, |1 i €a] < 1, il existe

—le1 — €2|

p > 2 tel que, avec la nouvelle condltlon > ; la fonction

_ _ —1teytey  1-p _2
Low [ Lo [ or—on |7 22 (|1, 00]B 4] 1, 0t TF)

soit intégrable sur k2. Or cette fonction est intégrable sur k2 sous les con-
ditions ] L1
IzEte) 1 _1-fa e (6.39)
2 p 2
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rappelons que €1 > 0, g2 > 0, choix fait peu aprés (6.30) ; nous prenons alors
n’importe quel nombre p satisfaisant a cette derniere condition et traitons &
présent ’intégrale (6.36), dont nous venons d’établir la convergence & 1’aide
du corollaire 6.9.

Supposons o1 # 02. Conformément au corollaire 6.9, posons

(2 ~ 016 x1(2=016)) # (|2 — 026| " xa(z—026) ) = / (62972 )+ (2, €) dx
k

avec
,02\b —
(9% %2 )x (5) =

// KXth;X(Sly 52; 8) |51 - ¢'f1|_1 x1(s1 — o1) |52 - 0’2|_1 X2(s2 — 02)ds1ds;.
2
D’apres (5.5), on a
< @ghohs >= (1= () [ (0) ds [ Kppanclor,szi9) =
k k2

|s1 — <71|-1 x1(s1 —01) |82 — Ugl_l x2(s2 — 02) ds; dso (6.40)

et on voit que ’expression au second membre de (6.27), qui, comme on I’a
vu, s’identifie & (6.36), s’écrit aussi

/ / dxz //b1 X1,01) ba(x2,02) X (6.41)

Re(x1)=¢1 Re(x2)=e2
< (Jz — o1€] " xa(z — 018)) # (|x — 026 xa(z — 026)) , h3 > doy doo.

Rappelons que ceci a été établi sous les hypotheses ¢ > 0, &2 > 0,
le1 + 2| < 1. Par ailleurs, (5.7), (6.28) et une déformation de contour com-
plexe fournissent, pour 0< ¢; < 1,

m@e) = [ o @8 dy
Re(x;)=¢;
= / dx; / (x — 0;€) doj
Re(x;)=¢;
= de/ bj(ijo'j) |5U—<Tj~’3|_1 Xj(«’U—Ujg) doj,
Re(x,)=e;  k
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ou l'on a utilisé (6.35). D’olt

< hi#thg, by >=< /dX1/b1(X1,0’1)|$—01€|_1 x1(x — 01§) doy | #

e(x1)=e1 k

/ dXQ/bz(Xz,O’Q) |ZL‘ - O’2§l—1 XQ(.’II - 0'25) d0'2 ,h3 > .
e(xz2)=¢2 k

Cette expression est identique & (6.41) pourvu que I’on puisse enfin com-
muter les intégrations et opération de composition # dans la derniere ex-
pression. On voit donc qu’il s’agit d’écrire, au sens faible en testant contre
une fonction appartenant a Sgo(k?), I'identité

/ Xm/ bi(x1,01) & — 01| x1(z — 1€)doy | #

e(x1)=¢1 k

/ dX2/ ba(x2,02) |& — 02€|™" x2(z — 02€) do2

e(x2)=¢2
= / / dXZ//bl(XhUl ) b2(x2,02)
Re(x1)=¢1 Re(x2)=¢2

x(|z — o167 x1 (@ — 016)#(|z — 026 7! x2(z — 02€)) doy doz (6.42)

ou l’identité analogue dans laquelle les quasi-caractéres x1 et x2 sont fixés :
les intégrations sur dyi et dx2 se font sur des compacts.

Nous allons montrer pour commencer que chacun des deux membres de
P’équation

/ bi(x1,01) |z — 01| xa(z — 01€)doy

k
# / ba(x2,92) |& — 0267 X2(x — 02€) do
= //bl X1,01) b2(x2,02) (| = o1€] P xa(x — 018))

# (lz — 028" x2(z — 02€)) doy do (6.43)

- 237 -



Abdellah Bechata

(testé contre une fonction hy € Sgi4(k?)) est une fonction analytique de
(X1, x2) dans le domaine |Re(x1) — Re(x2)| < 1, Re(x1) > 0, Re(xz2) > 0
et |Re(x1) — Re(x2)| + Re(x1) + Re(x2) < 2. Nous montrerons ensuite

. . . .1
l’identité des deux membres sous les hypothéses supplémentaires > < Re(x1)

et % < Re(x2). Pour le membre de gauche de I’égalité (6.43), lequel s’écrit
aussi (h1)y,# (h2)y,, cela résulte de ce que chacune des deux fonctions
(hj)x; s'écrit (h;)y; @ + (hj)y, (1 — ¢), décomposition dans laquelle le pre-
mier terme est sommable et le second est un symbole de poids 1, comme
il en résulte de (6.28) et de 0 < Re(x;) < 1 : Par suite, I’expression
< (h1)x,#(h2)y,, hs > dépend analytiquement de (xi1,x2), pour tout
h3 € Sag(k?).

—1—Re(x2) ll 0_2|—1—Re(x;,>) '0_1 —14Rex2
)

Comme la fonction |1, o | — o2 est
intégrable sur k2, le lemme 6.11 et la formule (6.34) montrent que le membre
de droite de (6.43) dépend analytiquement de a; et as sur le domaine
défini par les conditions |Re(x1) — Re(x2)| < 1, Re(x1) > 0 et Re(x2) > 0,
|Re(x1) — Re(x2)|+ Re(x1) + Re(x2) < 2. En particulier, on peut se borner

1 1
a prouver (6.43) sous ’hypothése supplémentaire Re(x1) > 3 Re(x2) > 3
compatible avec ce qui précede, et que nous faisons désormais.

Introduisons & cet effet l'opérateur L = Op(max(1,|2z|,|2£])),
analogue non-archimédien de loscillateur harmonique. On pose aussi
Oy (z,8) = lz| ™! x(z), de sorte que, avec g, = <(1) —10 ), on a

(0x 0 go)(z,8) = |x — 0k | ™! x(z — o¢). Introduisons également I’opérateur
Ay o de symbole de Weyl d, o g,. Regardant L comme un opérateur non-
borné dans L2, on note que L, de domaine initial S(k), est formellement
auto-adjoint, et que, se rappelant la famille (¢y) = (¢y,,) d’états cohérents
(cf. définition 1.1), on a les formules L¢,, = max(1,|2y|,|2n|)dy,, et
Op(max(1, |2€]))dy,, = max(1, |27|)dy,, : rappelons pour la deuxiéme de ces
identités que Op(max(1, |2£|)) est 'opérateur noté J* en (1.4). Par suite, si
. I’'on pose

D(L) = {u e L*(k): /max(l, 12y], |2n|)2 |(u, <¢>y,,,)|2 dy dn < +oo},
k

on voit que L s’étend en un opérateur auto-adjoint sur L?(k) de domaine
D(L). En outre,
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|Op(max(1, [2€])) ul|? = / max(1, 120])% | (us by dy dn
k

<c / max(L, 2], 1201)2 [(w Sy)|? dy dn < C || L.
k

Il résulte de 1a que D(L) C D(J') C L2 (k). Remplagant Op(max(1, |2£]))
dans lidentité précédente par Op(max(1,|2y|)), on voit d’ailleurs que D(L) C

1
L*>(k) : ceci montre que pour 3 < Re(x) < 1, Vopérateur Op(,) envoie
D(L) dans L?(k). En prenant I’adjoint, on voit qu’il envoie aussi L%(k) dans
D(L™Y).

L’avantage de ’espace de Hilbert D(L) est qu’il est invariant par action
de tous les opérateurs +Met(g,) dans le cas ou |o| < 1. Cela résulte en effet
de l'invariance du symbole de L sous ’action linéaire de SL(2, Og), dont la
vérification est immédiate.

Il résulte de 1a que, pour |o| < 1, Popérateur A, , envoie D(L) dans
L?(k) et L?(k) dans D(L~') avec une norme indépendante de 0. Pour |o| > 1
et sous la méme hypothése pour Re(x), on écrit

o — o€ ™ x(e — 0€) = |o| " x(0) oo — €] x(0T 2 — ©)

et on voit de méme que A, , envoie D(L) dans L2(k) et L2(k) dans D(L™!)
avec une norme moindre que C|o| "™ | Finalement, 'identité (6.43)
équivaut a l'identité entre opérateurs

( / b1, 1) Ay o oy ) / b(x2, 02) A rad02)
k k

= //b(xwfl) b(x2,02) Ay ,01Axs,0, do1 doa.
k k

1 1
Cette identité résulte, vu que I’on a maintenant Re(y1) > 3 Re(x2) > 3

et que |b(x;,0;)| < CI1, ;)7 7% ge ce que le second membre est une
intégrale convergente en norme dans ’espace des opérateurs bornés de D(L)
dans D(L™1).
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